2 o Théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles linéaires.

Soit (F.||-||r) un K-e.v.n. complet (K = R ou C). Soit L I'espace vectoriel des applications
[ ' 2 @Ainéaims continues de F' dans F. On munit cet espace de la norme : pour U € L.
w‘

Uv)|r

(Ullo = sup
vEFy {0} lvllF
Théoreme 1. Soit I une intervalle de R d'intérieur non vide. Soit (F.| -| r) un K-e.v.n.
complet (K =R ou C). Soit (L:| -|jo) Uespace des applications linéaires continues de F
dans F. Soit A: I — L et b: I — F des applications continues. Pour tout vg € F et
tout to € I, il existe une unique solution Z : I — F de U'équation différentielle linéaire
(E). d'inconnue y : J — F. donnée par

veed, y'(t) = A(t) -y + b(t),

telle que Z{to) = vy.

Démonstration : On construit Z conime limite d'une suite de fonctions appropriées que
'on construit par récurrence.

Soit zyp : I — F donnée par z(t) = 0 (par exemple). Pour n € N, en supposant
2, : I — F construite et continne, on pose z,.; : [ — F définie par

|5
tnga(t) = g + / (A(s)‘.:n{s} - bl’_s‘,)ds,
ty

Clomme z, est continue. l'intégrande l'est aussi et z,.; est aussi continue. Par récurrence,
la suite (2,)ney est bien définie et est constituée de fonctions continues. Soit (a;b) € I’
tel que a@ < ty < b. Comme A est continue, sa restriction & I'intervalle compact [a:b] est
bornée par un certain M > 0. Donc, pour tout ¢ € [a; b, | A(t)llop < M. Pour tout n € N*
et tout t € [a; b], on a, en utilisant le fait que chaque A(s) est linéaire continue,

‘ F

H:ﬂ-H(t} - :,,_{:E}HF — H-/r Als) - (zn(.s] - :.,1_1(3')){!.5

t
< \/ | A(s) - (zn(s) — :,1_1(.3})[%(_13‘
u f\J

t
< \[ H-"Il(“-"}Hu‘ %%311.(‘9) = 317.—1[.5)HFE£S!
) ot i
< M- }/ l|2n(8) — zn-1(5)|| - ds] - (27)
ty

Soit
M, = 1+ sup ||a1(s) — 20(s)

3£ @b

|F>O.

M, est fini puisque z; — z; est continue sur le compact [a:b]. On montre par récurrence,
la propriété suivante :
T e ] I ’ | n it - to!n
YrneN, Vtelabl, |zanlt) — zn(f)!|F < M- M —. (28)

n!



bl

Par définition de M;. la propriété est vraie au rang n = 0. Supposons qu elle soit vraie au
rang n — 1, pour un n > 0. Par (27) et I'hypothese de récurrence, on a, pour t € [a; b],

s —tol" !

(n—1)!

t
lzni(t) — 2]z < M| f My M —
ko L

ds! = M- M":

c'est-a-dire la propriété au rang n. Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.
On en déduit que

(b - a)"

n!

YneN, sup qu-'rl(f) - zf-'{-t)HF < M,-M". (29)
e

teiaso)

La série réelle 3, My M"(b — a)"/(n!) est convergente (vers M;e™®=%)) donc la série
Y st~ =n) converge normalement sur [a: b]. Comme chaque 2, — 2, l'est, sa somme
z: [a:b) — F est continue. De plus, comme 2, est nulle, on a, pour tout V 2> 1 et tout

t € la; b},

N-1

2(t) = 3 (znna(t) - zn(ﬂ)HF

wp==(}

l2(6) = ax®)ll =

!

- |

n=N n=N

lz(%mﬂ = zntf))HF < Zﬁ\zn~+-1(f} — %),

< sup |3n+1(r) - Zi’!-UJHF'
S te[ab;
Dot -
sup ||z(t) — 3=\’(t}l!‘ip < Z sup ||zns1(t) — ZT;.(T}HF»
t<labl N fElab

Comme le membre de droite est le reste d'une série convergente. il tend vers 0 quand
N — 0o. Done la suite (2y)yey- converge uniformément sur [a: b| vers z.
Pour t € [a;b] et N € N,

‘ / (A(s) - zv(s) + bls)) ds — / (A(5) - 2(5) + b(s)) ds

to 1-!.?

t i |
= ‘/ A(s) - (2x(s) — z(s)) dsHF < i | A(s) - (2x(s) = 2(5)) || p 5|
to

% / HA(S}HU ds

to :

©sup “:{8) = 2;\;‘(_5)‘5[:-
SE ;b

Le membre de droite est le produit d'un terme indépendant de N par une suite tendant
vers 0 quand N — oc. Par le théoréme des gendarmes, pour tout t € [a:b].

N—=x d

t t
lim / (A(s) - 2n(s) + b(s)) ds = ] (A(s) - 2(s) + b(s)) ds.
to

ta



Pour t € [a; 8], on a, pour tout N € N*,

t
zna(t) = vo + / (A(s)- 2n(s) + b(s)) ds

fy

done, par passage & la limite N — oo, on récupére, pour t € [a; b,

t
2(t) = v + / (A(s) - 2(s) + bls))ds (30)
in
Comme la fonction [a;b] 2 5+ A(s) - 2(s) + b(s) est continue, z est de classe C'1 sur [a; b
et. pour t € [a:b],

J(t) = At)- z(t) + b(t) (31)

De plus, par (30) pour t = tq. z(tg) = vo.
Soit (¢:d) € I? tel que ¢ < ty < d. Comme précédemment, on construit une solution
y : [e;dl — F telle que y(ty) = vp. Soit A = [a;b] N [e:d] et & : K — F donnée par
5(t) = y(t) — 2(t). On a ty € K et d(ty) = 0. Pour tout t € K, d'(t) = A(t) - 8(t). Soit
t, € I avec t; > ty. On pose

S = sup [6(t)]F.

tfiruifi,

Pour n € N, soit P(n) la propriété suivante :
g ow o L MMt —t)"
Vi€ [tot], [8()F € & ————.
1.
Par définition de S, P(0) est vraie. Supposons P(n) vraie pour un n € N. Comme, pour
f E &U:t{‘.

t i
o(t) = d(tp) +/ A(s)-d(s)ds = / Als) - d(s)ds.

ta to

o ol o vl jlrn’_t_t ) } .\'IFH_L bt \]rz'—l
ta

fu n! (n+1)!
Donc P(n+1) est vraie. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. On a done, pour
tout n € N,
mn n
0 <8 = sup ||6(e)lr € S5~ M ;
t:—L_f'L}:ﬁ: .
Le membre de droite est le terme général d'une série convergente, il tend donc vers 0
quand n — oc. Par le théoreme des gendarmes, S = 0 et 4 est nulle sur [to:t1].
On montre de méme que d est nulle sur [t;: ty] lorsque t; € K avec t; < t5. Comme f, est
arbitraire, & est nulle sur I et y coincide avec z sur K.
Pour tout (a;b) € I” tel que a < tp < b. on note par Zny : [a;b] — F la solution
précédemment construite. L'application Z : I — F définie par. pour t € L ) =
20 (t), pour un (a:b) € I? tel que a <t < b. est bien définie et est solution de (E) sur [
tout entier. O



4
donc, par pasgage a la limite N — oo, ox;'fécupére, pour t € [a; b},
ot
/ z(t) = w, A f (A(s) - z(s) + b(s)) ds (4
/ to rd
Cageme la fonction [a;b] 3 s = ';fl(s) -2(s) + b(s) est coﬁ%inue, z est de classe C' sur [a; b]
et/ pour t € [a; b], g /
/) = AQ) -2ty % b(t) f2.4,) (5)

Mﬁbﬁrmm{ z est blen définie et C"* sur/ t (5) est valable sur

I De plus, par (4) péur t = to, 2(to) = vo- / z

F

On suppose mainfénant que y est une solution sur / ’de (E) vérifiant y(to) = 1. Pour
d=y—zona (to) = 0 et, pour tout, Yel,dt) = (t) 5(t). Soit t; € I'avec t; > tf

On pose I/

_&;sm|wwp

P te(tost]
Pour n/E/ N, soit P(n) la propriété suivante :
| M (t—to)"

/o Welwtl, 160le < 57—

/Par définition de S, P(0) est vraie. Supposons P(n) vraie pour un n € N. Comme, pour
t € [to; t1],
£ t
5(t) = (ko) + / A(s)-0(s)ds = A(s) - 4(s)ds,

"t — n+l(p _ 4 \n+l
WWFUNM%NMW$<MS/EJJQ“=&MQZ$

Donc P(n+1) est vraie. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. On a donc, pour
tout n € N,

M™(t = to)"

08 = suwp [6@)r < 5 —;

tE€to;t1]

Le membre de droite est le terme général d’une série convergente, il tend donc vers 0
quand n — oo. Par le théoreme des gendarmes, S =0 et § est nulle sur [to; t1].

On montre de méme que J est nille sur [t; to] lorsque t; € I avec t1 < to. Comme t; est
a.rbltra.Lre 5 est nu]le sur [ et y commde avec z. . L T O
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