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Résumé

Dans ce cours, on présentera la théorie (originale) du commutateur de Mourre
ainsi que le traitement moderne du probléme a N corps (quantique surtout). En
particulier, on abordera les conséquences de la théorie de Mourre sur ce probleme
a N corps.

Mots clé : Opérateur conjugué, estimation de Mourre, principe d’absorption limite,
valeurs au bord de la résolvante, absence de spectre singulier continu, théorie
de la diffusion (collisions), estimations de propagation, complétude asymptotique,
probleme a N corps (formulation géométrique), théoreme HVZ, champ de vecteur
de Graf.

1 Introduction.

Au début des années 1980, Eric Mourre (du Centre de Physique Théorique de Marseille
Luminy) introduisait ce qu’on appela plus tard la théorie du commutateur de Mourre.
Elle constitua un pas décisif vers la preuve de la complétude asymptotique de la théorie
de la diffusion (collisions) pour les systémes quantiques a N corps (N > 3). Méme sous sa
forme originale, cette théorie est encore utilisée aujourd’hui. Sa puissance a été rapidement
reconnue et des généralisations sont apparues dans les années 1990. Actuellement, on
procede encore a des aménagements surtout pour 'appliquer a la théorie quantique des
champs.

Le probleme a N-corps (classique ou quantique), avec N > 3, présente des difficultés
spécifiques, c’est-a-dire que 1’on ne voit pas dans les systémes a deux corps. Le résultat
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de complétude asymptotique précédent permet de mieux comprendre ces difficultés. De
plus, un des objectifs de la théorie des champs, actuellement en grand développement au
sein de la physique mathématique, est de comprendre 'interaction entre la lumiere et une
molécule, qui est un exemple de systeme a N corps. Ainsi, ces particularités sont toujours
d’actualité.

Il m’a donc semblé utile de présenter, de maniere détaillée, dans un cours de Master 2
(DEA) de niveau 2, la théorie de Mourre d’une part et le traitement moderne du probléeme
a N corps, d’autre part. Ces deux parties seront largement indépendantes méme si 1’on
verra des conséquences de la premiere sur la seconde.

Les objectifs principaux de ce cours seront les suivants.

1. pour la théorie de Mourre :
— présenter les résultats et des conséquences immeédiates,
— donner une idée assez précise de la preuve des résultats,
— fournir des exemples d’applications de la théorie,
— décrire les extensions apportées a la théorie,

2. et pour le probleme a N corps :
— présenter en détail la formulation géométrique du probleme a N corps,
— donner des résultats, en particulier l'estimation de Mourre et la complétude
asymtotique dans le cas a courte portée.

Pour ce cours, on s’appuie sur la bibliographie suivante. Pour les objets de base, on puise
dans la bible [RS1, RS2, RS3, RS4]. On peut aussi consulter [K]. Pour la théorie de
Mourre, on utilise principalement 'article original de Mourre [Mo] ainsi que [JMP]. On
utilisera aussi le livre [ABG]. En ce qui concerne le probléme a N corps, on suit I'excellent
livre [DG].

2 Théorie du commutateur de Mourre.

Apres avoir fait quelques rappels sur les objets de base, on présentera les résultats de la
théorie de Mourre. On verra ensuite des conséquences immédiates surtout en théorie de la
diffusion (collisions). Un paragraphe sera consacré a une présentation rapide de diverses
applications connues de la théorie. La stratégie générale sera ensuite exposée suivie de
différentes extensions de la théorie. On verra sur un exemple comment on s’y prend pour
appliquer la théorie et par la méme des difficultés pour 'appliquer. Enfin, on terminera
par une présentation détaillée (et presque compete) de la preuve des résultats.

2.1 Préliminaires.

Dans ce paragraphe, on donne quelques propriétés de base des opérateurs auto-ajoints
dans un espace de Hilbert. On introduit ici la plupart des notations de cette partie. On
renvoie a [K, RS1, RS2] pour plus de détails.

Soit H un espace de Hilbert complexe. On note par (-, -) son produit scalaire, pris linéaire
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a droite. Soit || -|| la norme associée. On note par I 'application identité sur H. On notera
par B(H) I'espace de Banach des opérateurs continus sur H et par ||-|| (encore!) sa norme.
On rappelle que les opérateurs compacts sur H forment un idéal bilatere de B(H). Un
opérateur B € B(H) est dit positif si, pour tout ¢ € H, (¢, Bp) > 0. L'espace H étant
complexe, un tel opérateur est auto-adjoint.

Une application linéaire H d’une partie D(H ), dense dans H, a valeurs dans H est appelée
opérateur (non borné) dans H de domaine D(H). Pour un tel opérateur, on peut munir
D(H) de la norme du graphe donnée par ||¢|| g := ||¢|| + || H ||, pour tout ¢ € D(H). Si
(D(H),|| - |lz) est fermé, on dit que H est fermé. Dans ce cas, il est linéaire continu de
(D(H),|| - |lz) dans (H, || - ||) (par le théoréme du graphe fermé). Toute partie C C D(H)
telle que (C, || - || ) est dense dans (D(H), || - ||i), est un coeur pour H.

On dit que H est fermable s’il admet une extension fermée, c’est-a-dire s’il existe un
opérateur fermé E tel que D(H) C D(E) et la restriction E)}D(H) de E a D(H) coincide
avec H. Dans ce cas, la plus petite extension est appelée la fermeture de H.

On définit H*, 'adjoint d'un opérateur H, de la facon suivante. Soit

D(H") = {¢ € H, 37 € H; Vo € D(H), (¢, HY) = (r,4)} .

Comme D(H) est dense dans H, le 7 en question est unique et on peut poser, pour
tout ¢ € D(H*), H*¢ = 7. Lorsque D(H) C D(H*) et H*|D(H) = H, on dit que H
est symétrique. Dans ce cas, H est fermable et on peut écrire, pour tout ¢, € D(H),
(¢, HY) = (Hop, ). Si, de plus, on a D(H) = D(H*), H est fermé et on dit qu’il est
auto-adjoint.
Pour un opérateur H, on définit son spectre, noté o(H), de la maniere suivante. On dit
que z € C n’appartient pas au spectre de H si l'opérateur zI — H, de D(H) dans H, admet
un inverse continu. Pour un tel z, I'opérateur (2 — H)™! est en fait continu de H dans
(D(H),||-|lg)- o(H) est un fermé de C. Si zI — H n’est pas injectif, z € o(H) et on dit que
z est une valeur propre. L’ensemble des valeurs propres est noté o,,(H). L’ensemble des
valeurs propres de multiplicité finie est appelé spectre discret et noté ogis.(H). Le spectre
essentiel est défini par oes(H) := 0(H) \ ogisc(H).
Prenons H fermé. Si zI — H est injectif et surjectif, = ¢ o(H) par le théoreme de
lapplication ouverte. Lorsque z € o(H) et zI — H est injectif, I'image de z/ — H peut
étre dense dans H (mais # H) ou bien d’orthogonal non nul. Ce dernier cas ne se produit
pas si H est auto-adjoint. Lorsque H est auto-adjoint ou méme symétrique, o(H) C R.
Lorsque H est borné, o(H) est compact.
On suppose désormais que H est un opérateur (non borné) auto-adjoint dans H. On
rappelle que 'on dispose d’un calcul fonctionnel pour un tel opérateur. Précisemment,
pour toute fonction g : R — C borélienne bornée, on peut définir g(H) € B(H).
L’application g — g(H) jouit des propriétés agréables suivantes :

1. C’est un morphisme de *-algebres : c’est lindire et pour tout f, g, g(H) = g(H)* et

(f9)(H) = f(H)g(H) = g(H)[(H).
2. Si g est positive, 'opérateur g(H) est positif.

3. Pour tout g, [|g(H)|| < supe, ) [9(t)|- En particulier, si g est nulle sur o(H) alors
g(H) est Popérateur nul.
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4. Si g, — g ponctuellement et (Sup,c, (i |gn(t)|)n est bornée, alors, pour tout ¢ € H,
gn(H)d — g(H)g.

Pour tout borélien b de R, 1, désigne la fonction caractéristique de b. D’apres la propriété
1 ci-dessus, 1,(H) est une projection orthogonale que I’'on note Py (b). Ces projections sont
appelées projections spectrales de H. Pour tout ¢ € ‘H, 'application qui, a tout borélien
b de R, associe (¢, Py (b)¢) est une mesure de Borel pg positive. On peut I'écrire, d’apres
le théoreme de Radon-Nikodym, comme somme d’une mesure purement ponctuelle,
d’une mesure absolument continue et d’une mesure singuliere continue (par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R). Pour x = pp, sc, ac et xx = purement ponctuelle, singuliere
continue, absolument continue respectivement, on pose H, = {¢ € H; pgest * x}. On
a alors une décomposition en somme directe orthogonale H = H,, ® Hsc & Hyee On
pose H, = Hye ® Haee On les appelle respectivement sous-espace purement ponctuel,
singulier continu, absolument continu et continu de H. Pour x = pp, sc, ac, ¢, on note
par 1*(H) la projection orthogonale sur H, et, pour tout borélien b de R, on pose
I(H)=1,(H)I*(H) = I*(H)1,(H). Ces sous-espaces sont stables par H au sens suivant :
H(D(H) N'H,) C H,. On note par H|H, la restriction de H & D(H) N H,. On pose
o.(H) := o(H)}H.). On les appelle respectivement spectre purement ponctuel, singulier
continu, absolument continu et continu de H. On les note respectivement o,,,(H ), os.(H),
Tac(H) €t Geont(H). ON & Oeons (H) := 0e(H) U 0ac(H) et opp(H) = 0yp(H). A cause de la
décomposition en somme directe précédente, on a o(H) = opp(H) Uog(H) U ou(H) mais
les parties ne sont pas forcément deux a deux disjointes.
On peut caractériser des parties du spectre en terme de projections spectrales. Tout
d’abord, A € o(H) si et seulement si, pour tout € > 0, Py(J\ — ;A + €]) # 0. Ensuite,
A\ € 0ess(H) si et seulement si, pour tout € > 0, Py (JA — ;A + ¢€[) est de rang infini. Bien
str, A\ € ogisc(H) si et seulement si, il existe € > 0, tel que Py (JA — €; A + €[) soit de rang
fini (non nul). Enfin, A € oeont(H) si et seulement si w — lim, g+ Pg(]A — ;A +€]) = 0.
Cette derniere propriété faisant intervenir une limite faible, signifie par définition que,
pour tous ¢, 9 € H, lim._o+ (¢}, Pu(]A — &; A + €])y) = 0.
A partir d’'un opérateur H, on peut construire la forme sesquilinéaire D(H) > ¢, ¢ +—
(¢, Hy). Tl existe une réciproque dont on aura besoin. Soit ¢ : Q(q)* — C une forme
sesquilinéaire telle que Q(q), son domaine de forme, soit dense dans H. On dit qu’elle est
symétrique si, pour ¢,¥ € Q(q), q(v, ) = q(¢,v), qu’elle est bornée inférieurement s’il
existe M € R tel que, pour tout ¢ € Q(q), q(¢,¢) > —M]||6[|>. Dans ce dernier cas, elle
est symétrique et si I’on peut choisir M = 0, elle est dite positive. On dit qu'une forme g,
bornée inférieurement (par —M), est fermée si Q(q) est fermé pour la norme

1/2

Iolly = (a(¢, )+ (M +1)]|g]?)

Une forme bornée inférieurement est dite fermable si elle admet une extension fermée.
Dans ce cas, la plus petite extension est appelée la fermeture de la forme.

Il se trouve qu'une forme bornée inférieurement et fermée ¢ est la forme quadratique d’un
unique opérateur auto-adjoint dans H. Cela signifie qu'il existe une partie D(H) de H,
dense dans Q(g) pour la norme ||-||,, et un opérateur H, auto-adjoint dans H, de domaine
D(H), tel que, pour tout ¢, v € D(H), q(¢, ) = (¢, HY), et qu’il y en a qu'un qui vérifie
ces propriétés.
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Pour finir, on énonce des propriétés importantes provenant du théoreme de Stone. On note

par U(H) le sous-groupe de B(H) composé des opérateurs unitaires sur H. L’opérateur

auto-adjoint H définit, via le calcul fonctionnel précédent, un opérateur unitaire exp(itH ),

pour tout ¢ € R vérifiant les deux propriétés suivantes.

— {exp(itH), t € R} est un sous-groupe de U(H). Il est fortement continu : pour tout
¢ €H,R>tr exp(itH)p € H est continue.

— Si, pour ¢ € H, lim;_o(exp(itH)p—¢)/t existe dans H alors ¢ € D(H). Pour ¢ € D(H),
cette limite existe et vaut 1H ¢.

Réciproquement, tout sous-groupe de U(H), fortement continu, est donné par exp(itH),

pour un certain opérateur auto-adjoint H.

2.2 Résultat de la théorie de Mourre.

Soit H et A deux opérateurs auto-ajoints (non bornés) dans H vérfiant, pour un A € R,
les propriétés suivantes.

(a) D(H)ND(A) est un coeur pour H.
(b) Pour tout t € R, exp(itA)D(H) C D(H) et, pour tout ¢ € D(H),

sup ||H exp(itA) ¢|] < oo.
[tI<1

(c) La forme [H,iA], définie sur D(H) ND(A) par
V6,4 € D(H)ND(A), (¢, [HiAl}) = (Ho,iAp) — (Ag, iHY)

est bornée inférieurement et fermable. De plus, le domaine de [H,iA]°, Popérateur
auto-adjoint associé a sa fermeture, contient D(H).

(d) La forme [[H,iA]°,iA], définie sur D(H)ND(A) peut étre vue comme opfateur borné
de D(H) dans son dual D(H)*.

(e) Il existe a,d > 0, il existe un opérateur compact K sur H tels que, en notant
Py (X, 0) := Py(JA — d; A+ 0[), on ait

Pu(X,6) [H,iA] Py(N\,6) > aPg(\,6) + Pa(\6) K Py(\,6).  (2.1)

Rappelons que (a) signifie que D(H)ND(A) est dense dans D(H ) pour la norme du graphe
| - ||z- Dans (c), on utilise le résultat rappelé ci-dessus sur les formes sesquilinéaires semi-
bornées et fermées qui donne 'existence de 'opérateur auto-adjoint en question. On peut
reformuler (d) en disant qu'’il existe ¢ > 0 tel que, pour tous ¢,v € D(H) ND(A),

(6, [[H,iA]%iAl0)| < cllg]lu |¢]ln -

Il est & noter que, pour tout ¢ € H, Py(\,0)¢p € D(H). (2.1) signifie, au sens de
I'hypothese (c), que, pour tout ¢ € H,

(Pu(\,0)0, [H,iA] Pu(A,0)8) > al|Pu(\,0)8l* + (Pu(\,6)6, K Pu(),0)8).
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Définition 2.1. Etant donnés deuz opérateurs A, H, auto-adjoints dans H, et A € R, on
dit que A est un opérateur conjugué a H au point \ si les propriétés (a), (b), (c), (d) et (e)
sont satisfaites. L’inégalité (2.1) est appelée ’estimation de Mourre au point \.

Théoréme 2.2 (Mourre, 1981). Soit H un opérateur auto-adjoint dans H admettant
un opérateur conjugué A au point X € R. Alors, il existe 61 > 0 tel que :

1. L’ensemble oppn(H)N|A — 81, A+ 01] est fin,

2. pour tout [a;b] inclu dans (cont(H)NJA — 81, A+ 01]) \ opp(H),

sup [||A+i|™ (21 — H) ' [A+i] "] < oo (2.2)

Rz€la;b]
Iz#0

Remarque 2.3. L’opérateur borné |A + i|=! est Uopérateur f(A) donné par le calcul
fonctionnel pour la fonction borélienne bornée f : t — |t +i|~t. Soit g : t — (t)71, avec
(t) = (1+t3)Y2. Comme f/g est bornée, on peut remplacer dans (2.2) les poids |A+i| ™!
par (A) = g(4).

Il existait pour certains opérateurs de Schridinger une estimation similaire a (2.2) (cf.
[RS4]) mais avec une prewve difficilement généralisable. Le résultat de Mourre est un saut
qualitatif énorme.

En fait, la théorie de Mourre donne aussi (cf. [JMP]) Uexistence et la continuité en

p € a;b] des limites, en norme d’opérateur borné sur H,
-1
WH—h%LmHF%mikﬂ—H)\A+ﬁ4. (2.3)

Définition 2.4. L’estimation (2.2) s’appelle le théoréme d’absorption limite pour H sur
Uintervalle [a;b]. Les opérateurs bornés (2.3) sont les valeurs au bord de la résolvante de
H au point p.

2.3 Conséquence immédiates.

Il était déja connu que le théoreme d’absorption limite (2.2) sur un intervalle implique
I’absence de spectre singulier continu dans cet intervalle. Pour voir cela (c’est détaillé dans
[RS4]), on utilise la formule de Stone suivante : pour tout ¢ € H,

(6, (/2 (Pulas) + Pu(a:))6) = Tim = [ S(o, ((n+ie) —H) o) dn.

e—0t

Grace a la formule, pour € > 0 et ¢ € H,
_ +00 . .
((u+iof —H) ¢ = + / eettit (Fit(H-u) gy (2.4)
0

(cf. [Y]), on s’attend a partir de (2.2) a en déduire un contréle sur le propagateur
exp(—itH) de H. C’est le cas et les estimations obtenues sont du type, pour s > 1,

/RH<A)*56*“HPH([@; | dt < oo (2.5)
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et méme (sous des hypotheses un peu plus fortes)
[(A)y= e Py(lasb))| = O((t)~) (2.6)

(cf. [JMP]). Ce sont des estimations de propagations faibles, respectivement fortes.
L’argument essentiel pour les déduire de (2.2) est la théorie de Kato des opérateurs
localement H-lisses (cf. [ABG, RS4]).

L’intétét principal de la théorie de Mourre se situe dans la théorie de la diffusion (des
collisions, “scattering” en anglais). Par exemple, on peut en déduire l'existence et la
complétude d’opérateurs d’onde. Si A est un opérateur conjugué a H sur un intervalle J
et si Hy est un autre opérateur auto-adjoint tel que

(I —H)™' — (I —H)™!
soit un opérateur compact alors les opérateurs d’onde

s — tgrinoo et o~itH py (J \ app(H))
existent et sont complets (cf.[JMP]). Le symbole s —lim désigne une limite forte et signifie

que, pour tout ¢ € H, ’ .
lim e g7t PH(J \ Opp(H)) ¢

t—too

existe dans H. La notion de complétude se traduit par l'existence d’une limite forte
similaire.

Mais c’est probablement dans la théorie stationnaire de la diffusion que l'impact de la
théorie de Mourre est le plus important. Bons nombres d’objets du scattering (opérateur
de scattering, matrice de scattering, sections efficaces totales, opérateur temps retard)
s’écrivent en fonction d'une valeur au bord de la résolvante (cf. [Y]). Le mot stationnaire
vient du fait que le temps a été éliminé dans la formule (2.4). Cette approche de la
théorie de la diffusion va plus loin que la méthode temporelle mais exige, en général des
hypotheses plus fortes. Elle semble plus adaptée pour étudier les résonances d’une part et
pour obtenir des résultats semi-classiques d’autre part.

Historiquement, c’est plutdt 'estimation de Mourre (2.1) qui a fait le plus de bruit.
En plus du résultat de Mourre, cette estimation a des conséquences intéressantes. En
se limitant aux opérateurs & N corps (que l'on verra en détail dans la partie 3), elle
permet de montrer I’absence de valeur propre sur une demi-droite (cf. [FH2, CFKS]). Elle
permet aussi d’établir des estimations de propagation (plus générales que les précédentes
et obtenues par des méthodes temporelles) qui sont la clé de la preuve de la complétude
asymtotique. On abordera ce point dans la partie 3.

2.4 Champs d’application connus.

Il y a de nombreuses applications connues de la théorie de Mourre. On va en voir une liste
assez large en détaillant plus ou moins les différents exemples. Bien str, ces applications
relevent de la théorie de la diffusion (scattering).
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Pour commencer, il y a des applications dans le cadre de la théorie de la relativité générale,
en particulier dans des travaux de J.P. Nicolas et de D. Héafner (tous deux a Bordeaux I).
En théorie des champs, il y a aussi des applications. On peut citer des travaux de Skibsted
et de Bach-Frohlich-Sigal.
Une application intructive, avec une motivation peut-étre plus mathématique que phy-
sique, concerne les opérateurs de multiplication. Voyons ceci d'un peu plus pres (des détails
sont dans [ABG]). Etant donnée une fonction  : R — R, on considére I'opérateur H,
agissant dans L2(R?), de domaine D(H) = {f € L*(R?); hf € L*(R%)}, qui & f € D(H)
associe hf. Ce cas a un intérét pédagogique car beaucoup de choses peuvent étre décrites
simplement. Il se trouve de plus que cet exemple est utilisé dans [ABG] pour établir des
résultats d’optimalité de la théorie de Mourre (voir plus loin). Enfin le théoreme d’ab-
sorption limite au point A implique ’existence des distributions
—1

lim (h(-) = AFie)
Ici (h(-) — X\ Fie)~! désigne lopérateur de multiplication par la fonction R? > z
(h(x) — X Fie)~L. Selon [ABG], la version moderne de la théorie de Mourre permet de
traiter ainsi une classe tres large de fonction h.
Un cas d’application tres important concerne les opérateurs de Schrodinger, ainsi que
quelques variantes. Rappelons tout d’abord quels sont ces opérateurs en distinguant le cas
a deux corps du cas a N > 3 corps. On se place dans un cadre volontairement restreint (on
ne considere pas le cas physique) pour illustrer la théorie dans une situation simple. Soit
V : R — R une fonction lisse. L’opérateur de Schrédinger est 'opérateur auto-adjoint
H dans L?(R% C), de domaine H?(R% C), qui f € H*(R% C) associe —Af + V f (ot A
désigne le laplacien dans R?).
Dans le cas a deux corps, la variable € R¢ represente la position relative des deux corps.
Dans ce cas, on suppose que l'interaction décrite par V tend vers 0 a l'infini. Dans le
cas a N > 3 corps, V est une somme d’interaction bilatérales qui décroissent a l'infini.

Typiquement, pour j,k € {1,--- ,N} avec j < k, soit Vj; : R® — R linteraction
entre la particule j et la particule k. On repere la particule j par x; € R® et on pose
r= (21, -+ ,2y) € R?*N. V est alors donné par

N

g

On voit que V ne tend pas vers 0 a I'infini, méme si ’on fixe le centre de gravité a ’origine.
C’est une difficulté spécifique du probleme a N corps, que l'on retrouvera dans la partie 3.
L’opérateur conjugué est I'opérateur auto-adjoint A dans L?(R%; C), de domaine D(A) =
{f € L2(R%C);z - Vf € LAR%4C)}, qui a f € D(A) associe —(i/2)(z - Vf + V- zf).
Bien sir, le gradient V f est pris au sens des distributions. Il se trouve que A engendre
le groupe U(t) donné par U(t)f = exp(—td/2)f(exp(—t)-). De plus, comme forme sur
H2(R% C) N D(A), on a [-A,iA] = —2A. Le groupe U(t) est utile pour vérifier les
hypotheses (a)—(d). Pour I’estimation de Mourre (2.1), on utilise la positivité du laplacien.
Le cas a deux corps est étudié en détail dans le paragraphe 2.6. Dans le cas a N corps,
I'établissement de l'estimation de Mourre est plus délicat (cf. [SS, FH1] et partie 3). On
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I’obtient en dehors des "seuils” de 'opérateur. Donnons un exemple de seuil dans le cas
ou N = 3. En groupant deux particules et en les séparant de la troisieme, on considere
I'opérateur de Schrodinger associé a ces deux particules comme si elles étaient isolées. Une
valeur propre de cet opérateur est un seuil pour le systeme constitué des 3 particules.
Donnons quelques variantes du cadre précédent. Tout d’abord, on peut regarder un
opérateur de Schrodinger (a deux corps) avec champ magnétique extérieur. Etant donné
A, : RY — C% le potentiel magnétique et un potentiel électrique V' comme avant, on
considere 'opérateur

‘ivx + Am(x)‘2 + V(z).

Il y a quelques résultat concernant la théorie de Mourre pour un tel modele.

Si 'on revient 'opérateur de Schrodinger a deux corps sans champ magnétique, on peut
aussi s’intéresser a des résultats semi-classiques. Par exemple, on peut controler le com-
portement de la valeur au bord de la résolvante (2.3) lorsque y — +o00. On peut également
considérer P, = —h?A + V lorsque 0 < h — 0. Dans ce cas, sous une hypotheése de non-
capture a I’énergie A sur le flot hamiltonien engendré par [£|>+V (z), on obtient une estima-
tion de Mourre (2.1) pour le ”commutateur” [Py, 1Az]/h, ou Ay = —(i/2)(z-hV f+hV -z f).
On obtient alors une borne O(1/h) pour (2.2). Il est a noter que, si la condition de non-
capture est violée, (2.2) peut étre au plus O(exp(c/h)) (¢ > 0) et que cela se produit
lorsqu’il y a des résonances de partie imaginaire O(exp(—c/h)) (¢ > 0). Si l'on remplace
I'opérateur P, par un opérateur matriciel du méme type ou si I’on considere 'opérateur de
Dirac semi-classique (sans champ magnétique), il y a aussi quelques résultats dans cette
direction.

Enfin, signalons une variante qui est en plein développement : les guides d’onde. Typi-
quement, on considére un tube infini plongé dans R? (d > 2) et on considere le laplacien
avec condition de Dirichlet dans le tube. On peut appliquer la théorie de Mourre aux
énergies strictement positives et en dehors des valeurs propres du laplacien de Dirichlet
sur la section du tube.

2.5 Stratégie générale et extensions.

Dans ce paragraphe, on va décrire la stratégie générale pour obtenir (2.2). On donnera
aussi des extensions de la théorie originale de Mourre.

L’idée de base de la théorie de Mourre est de perturber l'opérateur H — zI et d’obtenir
des estimations a priori sur la résolvante du perturbé. La pertubation se fait par un
opérateur borné qui a un signe et ce signe est choisi pour éliminer la singularité de la
résolvante lorsque §z — 0. Plus précisemment, on perturbe par —ie B*B, ou B € B(H)
et ot €Sz > 0, Rz € [a;b]. On controle

(H—=I—ieB"B)" (2.7)

uniformément en |e|, |z|. L'opérateur B est choisi en relation avec I’estimation de Mourre
(2.1) puisque 'on prend, pour un certain § > 0,

B*B = Py(\; &) [H,iA]° Py(\;6) . (2.8)
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De ces estimations a priori, on tire une inégalité différentielle de la forme

|(d/de)Foe)] < g(eIF0]]) . (2.9)

pour une certaine fonction g, indépendante de z et €. En écrivant

Fie) — Fu(1) == /1 (d/de)F.(¢) de (2.10)
on récupére une inégalité portant sur || F,(¢)|| que 'on peut coupler avec une estimation
a priori sur || F,(e)|| du type ||F.(€)|| < C/e pour améliorer cette derniere jusqu’a obtenir
|F.(¢)|| < C, uniformément par rapport a z et e.

Du point de vue heuristique, 1'idée précédente est reliée a la théorie analytique des
résonances d’Aguilar-Balslev-Combes. Formellement, celle-ci consiste a dilater analyti-
quement l'opérateur auto-adjoint H sous la forme H(6) = exp(—ifA)H exp(—ifA), oun A
est un opérateur auto-ajoint et 6 € C. Formellement toujours, (dH/df)(0) = [H,iA] et il
est naturel, pour controler (H —2I)~!, de vouloir passer par (H —zI —0[H,iA])~! puisque
H — zI — 0[H,iA] est une approximation de H — zI, quand 6 — 0.

Passons maintenant aux diverses extensions de la théorie originale de Mourre. Tout
d’abord, Mourre a remplacé dans (2.2) les poids |A+i|~! par les poids |A+1i|%, pour tout
s > 1/2. Pour cela, il suit sa théorie en remplagant les |A+i|~! par (|A|+1)"%(e|A|+1)*71,
pour 1 > s> 1/2. Pour s € R, posons

H(A) = {f € H; (JA|+1)°f € H} .

Le théoreme d’absorption limite (2.2) peut se reformuler en disant que les opérateurs
(H — zI)7', pour Rz € [a;b] et Sz # 0, sont uniformément bornés comme opérateurs
de H?*(A) dans son dual H*(A), pour tout s > 1 dans la version originale et pour tout
s > 1/2 dans la version améliorée évoquée juste au-dessus. Ensuite, il a encore améliorer
les poids. Pour un espace de type Besov B(A) tel que, pour tout s > 1/2, H*(A) C B(A),
il a établi que les opérateurs (H — zI)™!, pour Rz € [a;b] et Iz # 0, sont uniformément
bornés comme opérateurs de B(A) dans son dual B(A)*. Pour H = —A et A le générateur
des dilatations —(z-iV+iV-x)/2, 'espace B(A) est optimal pour le théoreme d’absorption
limite (cf. [H]).

On peut aussi améliorer les hypotheses techniques (a) — (d). Il se trouve que les hypotheses
(a) — (c) implique que H € C'(A), qui signifie qu’il existe z € C \ R tel que, pour tout
¢ € H, Rt exp(itA)(z] — H) lexp(—itA)p € H est de classe C*. Cette propriété
H € C'(A), couplée avec les hypotheses (d) — (e), donne le résultat du théoreme 2.2. Mais
on peut encore affaiblir ce jeu d’hypotheses. Tandis que H € C'(A) et 'hypothese (d)
implique que H € C?(A), il suffit d’avoir l'estimation de Mourre (2.1) (i.e. 'hypothese (e))
et H e CH(A), o C11(A) est un certain interpolé réel strictement compris entre C?(A)
et C'(A), pour récupérer les résultats du théoréme 2.2. De plus, en considérant le cas ou
H est un opérateur de multiplication, on peut montrer que la régularité H € C1(A) est
optimale. On renvoie a [ABG]| pour plus de détails.

Une autre extension est intéressante. On la désigne par la méthode des commutateurs
multiples. Essentiellement, on suppose que H € C*(A) avec k > 2 et 'hypothese (e) et
on obtient que les valeurs au bord de la résolvante (2.3) sont des fonctions C*~2 de pu.
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Ce type de propriété permet d’améliorer les estimations de propagation faible (2.5) en
estimations de propagation fortes (2.6) avec une meilleure décroissance en ¢ du majorant,
du genre O({t)=™®), pour un certain entier N (k). Voir [JMP, ABG].

Si I'on essaye de faire la théorie de Mourre en théorie de champs, on tombe souvent sur
la difficulté suivante : la forme [H,iA] n’est pas bornée de D(H) dans H. Une idée pour
contourner cette difficulté est formellement de décomposer [H, 1Al en M+Bou M > ¢ > 0
est “gros” et ou B est borné de D(H) dans H. Cela fonctionne dans certains cas (voir des
papiers de Skibsted, de Georgescu-Gérard-Mgller).

Si, dans I'hypothese (e), on a seulement a > 0, le résultat du théoreme 2.2 peut étre
faux. Il y a un exemple dans [ABG] et le role de H est encore tenu par un opérateur de
multiplication.

Un autre résultat dans [ABG] dit que, si H est un opérateur auto-adjoint admettant dans
un intervalle J de R du spectre purement absolumment continu et de multiplicité fixe alors
H admet un opérateur conjugué sur J. Il est intéressant de noter que, pour 'opérateur
de Schrodinger a N corps, il y a un changement de multiplicité du spectre aux seuils
de 'opérateur. Il n’est donc pas étonnant qu’on s’en écarte pour établir I’estimation de
Mourre.

Pour terminer ce paragraphe, signalons un incident concernant ’exposition de la théorie
de Mourre dans le livre [CFKS]. Dans une hypothese, il y a manifestement une erreur de
frappe. Mais, il semble que les auteurs, qui donnaient des hypotheses de leur cru, se soient
légerement trompée sur I'une d’elles. Une rectification a été donnée par Georgescu-Gérard
dans [GG]. On indiquera ce point plus en détail dans le sous-paragraphe 2.7.2.

2.6 Comment appliquer la théorie ?

Dans ce paragraphe, on va voir qu’il y a des difficultés a priori pour appliquer la théorie
de Mourre. Pour illustrer ce point et pour vérifier explicitement que la théorie s’applique
a une large classe d’opérateurs de Schrodinger a deux corps, on montrera que, dans ce
cas, les hypotheses du théoreme 2.2 sont remplies en tout point A > 0. En considérant
d’autres cas particuliers, on reviendra sur le probleme d’appliquer la théorie a ces cas.
Signalons tout d’abord des difficultés générales pour appliquer la théorie de Mourre. Une
premiere chose a faire est de ”trouver un commutateur positif”, ¢’est-a-dire de trouver un
opérateur auto-adjoint A tel que I'estimation de Mourre (2.1) soit satisfaite. Cela peut
déja posé des problemes car I'estimation est globale. Si ’on pense au cas ou les opérateurs
sont pseudo-différentiels, il faut une positivité sur toute la surface d’énergie. Ensuite, il
s’agit de vérifier les hypotheses techniques (a) — (d). Cela peut s’avérer délicat. Dans le
cas ot H = L?(R% C) et oli 'opérateur conjugué A engendre une representation dans
H d’une famille +; de transformations de R? (i.e. Af = ((d/dt)(f o v))(0)), il est alors
relativement aisé de vérifier ces hypotheses. Enfin, il n’est pas plutot difficile de savoir si
le théoreme d’absorption limite cherché est vrai.

En considérant un cas simple d’opérateur de Schrodinger a deux corps, on va voir comment
on peut deviner un opérateur conjugué et montrer en détail comment on vérifie les
hypotheses de la théorie de Mourre.
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Soit H = L}(R% C) et V € C*(R% R) tel que, pour un p > 0,
Va € N, ¥z € R, |08V (2)]| = Oa((z) 7). (2.11)

L’opérateur H = —A,+V est auto-adjoint sur le domaine du laplacien H2(R%; C). Notons
que C°(R%; C) est un coeur pour H. Soit A > 0. On cherche un opérateur A, conjugué a
H au point .

On devine A. Comme H peut étre vu comme un opérateur pseudodifférentiel, il est naturel
de chercher A dans cette classe. Comme on veut A auto-adjoint, on travaille avec la
quantification de Weyl. Ainsi, H = h", quantifié de Weyl du symbol h(z, &) = |£* + V (z)
et on pose A = a¥, le quantifié de Weyl d’un symbol a € C®(T*R% R). Formellement,
[H,iA] = {h,a}+ 7petit”. D’apres l'inégalité de Garding, on sait que l'on peut
essentiellement transférer a 'opérateur une positivité sur le symbol. On cherche donc
a avoir {h,a} > ¢ > 0 sur h='()\). Compte tenu du fait que I'estimation de Mourre (2.1)
tolere une pertubation compacte, il suffit d’avoir {h,a} > ¢ > 0 sur h='()\) \ K, pour
un certain compact K. En notant par ¢'(x, &) = (q(t;z, ), p(t; 2, €)) le flot hamiltonien
engendré par h, on a {h,a} o ¢' = (d/dt)(a o ¢"). Donc la positivité cherchée est en fait
une stricte croissance en t de a o ¢!, uniformément sur A~1(\) \ K.

Dans le cas V = 0, on sait que ¢(t;z,€) - p(t; x, &) = (x + 2t£)E est strictement croissante
puisque |£[*> = A > 0 (le produit ¢-p est naturel en scattering classique). Grace a (2.11), cela
marche encore en dehors d'un compact en z. En effet, on a {h, z-£} = 2|¢]2—2-VV (z) > A
sur i1 (A\) \ K, avec K = {(z,€) € h™'(\); |z| < R} pour un certain R > 0 assez grand.
On prend donc A = (z - &)™.

Il se trouve que A agit au sens des distributions comme —(z - iV + iV - x)/2 sur
D(A) = {f € H;z - Vf € H}. 1l est auto-adjoint dans H et C°(R? C) est un coeur
pour A. De plus, il engendre le groupe (Uy);er défini par

VfeH, Uf = e ¥2f(et).

On a donc Uy = exp(—itA), pour tout t € R.

Vérifions maintenant les hypotheses (a) — (e). Dans son papier original, Mourre avait vu
que la vérification de I'hypothese (¢) dans un cas pratique pouvait s’avérer délicate. Aussi,
pour la faciliter, il a introduit I'hypothése (¢’) suivante et montré la proposition suivante.

Définition 2.5. Soit A, H deux opérateurs A, H auto-adjoints dans H. On dit qu’ils
vérifient la propriété (¢') s’il existe un ensemble S C D(H) ND(A) tel que :

1. For allt € R, exp(—itA)S C S,
2. S est un coeur pour H,

3. la forme [H,iA], définie sur 8%, est bornée inférieurement et fermable et le domaine
de lopérateur auto-adjoint [H,i1A]S, associé a sa fermeture, contient D(H).

Proposition 2.6. Soit A, H deuzr opérateurs auto-adjoints dans H satisfaisant les
hypotheéses (a), (b) et (). Alors, pour tout ¢,v» € D(H) N D(A), (¢, [H,iAlp) =
(¢, [H,iA]%Y). En particulier, la forme [H,iA], définie sur (D(H) N (A)) , est bornée
inférieurement et fermable et l'opérateur auto-adjoint [H,iA]°, associé a sa fermeture,
coincide avec [H,iA|%.



Cours de master 2 de niveau 2, 23-11-2004 13

On admet cette proposition et on retourne a notre opérateur de Schrodinger. Comme
Ce(R%:C) € D(H) N D(A) et CP(R%EC) est un coeur pour H, I'hypothése (a) est
satisfaite. Puisque exp(—itA) = Uy, on voit que 'hypothese (b) est aussi satisfaite.
Comme commutateur d’opérateur différentiels, [-A,iA] = 2(—A) et [-A + V,iA] =
2(—A) — z - VV(z). En particulier la forme ¢ = [-A + V,iA], définie sur (Cg°(R?; C))?
est bornée inférieurement. Elle est fermable car la norme || - ||, qu’elle définit est majorée
par un multiple de la norme H2. En particulier, en posant S = Cg°(R?; C), [H,iA]% agit
sur D(H) = H? par 2(—A) — x - VV(x). Comme C5°(R% C) est un coeur pour H et est
stable sous 'action de Uy, on peut appliquer la proposition 2.6. L’hypothese (c) est donc
satisfaite et Popérateur auto-adjoint [H,iA]° agit sur D(H) par 2(—=A) —x - VV ().
Pour R > 0, soit g € C°(R%R) tel que 0 < xg < 1, xg = 1 sur {z € R% |z| < R} et
Xr est supportée dans {z € R% x| < R+1}. On a

[—A+V,iA] = 2(=A) — z-VV(z)
= 2(-A+V(x)) — 2V(z) — - VV(x)
= 2(-A+V(x)) — xg(z)2V(z) + z-VV(2)) (2.12)

— (1= x&(@)2V(z) + - VV(z)).

Le dernier terme de (2.12) tend, d’apres (2.11), vers 0 en norme quand R — oo. De plus,
sif,0 € C°(R;RT), & support prés de ), telles que 8- = 6, alors (H)yg(z)(2V (z) + z -
VV(zx)) est un opérateur compact. Soit € = inf supp§ > 0. Pour R assez grand, il existe
un opérateur compact K tels que

O(H)[H,iA]0(H) > (2H —e)0*(H) + 0(H)KO(H) > e0*(H) + 0(H) K 0(H) .

On a donc l'estimation de Mourre (2.1). En utilisant le calcul différentiel, on peut aussi
montrer que I’hypothese (d) est satisfaite. Mieux, on peut considérer les commutateurs
multiples suivants : ad(H) = H et ad%"™'(H) = [ad%(H),iA]. 11 se trouve quils sont
aussi bornés de D(H) dans D(H)*. En particulier, cette propriété supplémentaire permet
d’obtenir la régularité de la valeur au bord de la résolvante par rapport a I’énergie.

En tout cas, on a essentiellement montré que la théorie de Mourre s’applique a H en tout
point A > 0. En particulier, le théoreme d’absorption limite (2.2) est est valide. Il est
souvent plus commode de replacer les poids |A + 4|~ par des poids (z)~'. Vérifions que
cela marche.

Soit § € C°(R;R™) avec 0 = 1 sur [a;b]. Pour z décrivant {(;RC € [a;b], IC # 0}, les
fonctions (z — ¢)~!(1 — A(¢)) sont uniformément bornées. Donc, il existe un opérateur B
uniformément borné, tel que

(@) (I = H)" (2)™" = (2) " 0(H) (2] — H)"'0(H) ()™" + B.

En utilisant le calcul pseudo-différentiel, on peut montrer que |A+i|0(H){x)~! est borné.
En insérant |A + i| - |[A + i|~' convenablement dans I’égalité précédente et en utilisant
(2.2), on obtient

sup
RzeE[a;b]
Iz#0

(2) (=T = H) @) 7| < oo
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Comme on la signalé plus haut, une amélioration de la théorie de Mourre permet d’obtenir,
pour tout s > 1/2,
(@)= (oI = H)™' (2) ™

sup < 0.

Rz€[a;b]
Iz#0

Pour terminer ce paragraphe, considérons des situations voisines de celle que 1'on vient
d’étudier. On prend H = L*(R% C™) et V € C*(R% M,,(C)), & valeurs auto-adjointes,
tel que, pour un p > 0,

Va € N, ¥z € R, |02V (2)lm = Oa((z)~"71) . (2.13)

Ici M,,,(C)) désigne l'algebre des matrices carrées m x m a coefficients dans C et
| - [ la norme d’opérateur naturelle sur M,,(C)). On note par I, la matrice identité
correspondante. L’opérateur H est P¥ ou P(z, &) = [£]?1,,+V (z). On peut refaire I'analyse
précédente avec 'opérateur conjugué A donné par 'opérateur scalaire (z - £)*“1,,. Tout va
bien car [H,iA] = ([P, (z-&)L,))" +{P, (x-§)Ln}+ "petit’= 0+ { P, (z-&)1,, }“+ " petit” !
Le cas semi-classique H = —h2Al,,+V () est assez différent, y compris dans le cas scalaire
(m = 1). Essentiellement, la théorie de Mourre fonctionne en suivant la dépendance en
h si 'on peut obtenir I'estimation de Mourre (2.1) avec K = 0 pour le commutateur
h~'[H,iA]. La encore il est naturel de chercher A sous la forme B}, le h-quantifié¢ de Weyl
du symbol matriciel B. A cause du développement de h'[H,iA| en puissance de h, on a
besoin de [P, B] = 0 et {P, B} > cl,, sur la surface d’énergie det(P — A) = 0. Mais dans
certain cas avec m > 1, il n’existe pas de tel symbol B! (cf. [J1]). C’est pourquoi, une
autre approche a été récemment introduite (cf. [J2]).

Dans le cas m = 1, les choses sont bien comprises. On a besoin d’avoir {P, B} > ¢ sur
P~Y(\). Si le flot engendré par P est non-captif & énergie A, on peut trouver une telle
fonction B et on obtient une borne en O(1/h) pour les valeurs au bord de la résolvante
(cf. [GM]). De plus, c’est optimal. Une telle borne sur les valeurs au bord de la résolvante
implique en effet 'hypothese de non-capture précédente (cf. [W]).

2.7 Détails de la théorie.

Dans ce paragraphe, on démontre en grande partie le théoreme 2.2. La stratégie de la
preuve a été introduite dans le paragraphe 2.5. On admet tout d’abord des résultats
techniques (cf. sous-paragraphe 2.7.1). Ensuite on démontre le théoréeme du viriel qui
implique le point 1. du théoreme 2.2 (cf. sous-paragraphe 2.7.2). On étudie ensuite la
résolvante approchée (2.7) pour un B*B arbitraire (cf. sous-paragraphe 2.7.3). On choisit
ensuite B*B (cf. sous-paragraphe 2.7.4) et on démontre des estimations a priori sur
résolvante approchée (cf. sous-paragraphe 2.7.5). En dérivant par rapport a e la résolvante
approchée, on en déduit une inégalité différentielle du type (2.9). En combinant cette
inégalité différentielle et les estimations a priori précédentes, on améliore ces dernieres, ce
qui donne le point 2 du théoréme 2.2 (cf. sous-paragraphe 2.7.7).
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2.7.1 Résultats basiques admis.

On admet la proposition suivante qui regroupe un certain nombre de résultats basiques
de théorie spectrale. Donnons d’abord quelques notations. On note par § la transformée
de Fourier d’une fonction g. Pour v € R, avec |y| > 1, soit f, : R — C définie par
[ (t) = ivt(iy + t)~'. Elle est uniformément bornée en .

Proposition 2.7. Soit A, H deux opérateurs auto-adjoints dans H satisfaisant les hy-
potheses (a), (b) et (c). Pour tout z € o(H), (21 — H)"'D(A) C D(A). Pour tout v € R,
avec || assez grand, (iy[+A)"'D(H) C D(H), (il + H)iy(iy I+ A) " (il + H)™ ! est uni-
formément borné par rapport a v et il converge fortement vers I lorsque |y| — o0o. Pour
17| assez grand, f,(A)D(H) C D(H). Pour tout ¢ € D(H), pour tout ¢ € D(H) ND(A),

(0, [H, [,(A)) = (¢, [H,iAlir(iv] + A)"")) (2.14)
+ (¢, AGiyI + A)HH, i A iy (iyd + A)~ ) .
Pour tout ¢ € D(H),
(ALY = dim [H.if,(A)y. (215)

Soit g : R — R borélienne bornée telle que tg(t) € LY(R;C). L'opérateur g(H) est
linéaire continu de D(H) ND(A) dans D(A). De plus, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout
¢ € D(H) N'D(A),

|(Agr) = g)A)| < el + Mol (2.16)

Rappelons que, lorsque |y| — oo, B, € B(H) converge fortement vers B € B(H) si, pour
tout ¢ € H, B,¢ — B¢ dans H lorsque |y| — oo.

Prenons |y| assez grand. Comme f,(A) = ivA(inI + A~ = iy + 2(ind + A)7,
fv(A)YD(H) C D(H). Pour tout ¢ € D(H), Hf,(A)¢Y — f,(A)Hy est donc bien défini.

2.7.2 Théoreme du viriel et valeurs propres.

Ici, on démontre le théoreme du viriel et on en déduit le point 1 du théoreme 2.2. On
détaille "I'errewr” de [CFKS]|, évoquée dans le paragraphe 2.5, ainsi que la correction
apportée par [GGJ.

Proposition 2.8 (Théoréme du viriel). Soit A, H deux opérateurs auto-adjoints dans
H satisfaisant les hypothéses (a),(b) et (c). Si @ est un vecteur propre de H alors

(¥, [H,iA]")) = 0.
Preuve : Par hypothese, 1) € D(H) et Hy = Ev pour un certain E € R. D’apres (2.15),
(v, [HiA™) = lim (¢, [H,if,(A)])

Yl—o0
= [Jim ((HY, if,(A)) = (F(A)0, iHp))
= lim E((,if5(A)) — (F(A),ip) = 0. O

[yl—o0
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Preuve du point 1. du théoréme 2.2 : On utilise les hypotheses (a), (b), (c) et (e).
Supposons que, dans |\ — J; A + 4§, il y ait une suite (F,), de valeurs propres de H
et une famille orthonormale (1,), telle que H,, = E,i,, pour tout n. On a bien sur
Py (A, 0)Y,, = 1y, pour tout n. Par le théoréme du viriel (proposition 2.8) et I'hypothese
(e), on a, pour tout n,

0 = <¢na [HJA]O%) = <wn7 PH(>‘75)[H72A]OPH<)‘75>¢TL>
> alltul® + (Wn, Kbn) -

Comme (¢,,),, est orthonormale, elle converge faiblement vers 0. Comme K est compact,
K1, converge fortement vers 0 et on obtient 0 > a- 140, a la limite. Contradiction avec
a > 0. O

Voyons maintenant le probleme posé par le théoreme du viriel tel qu’il est donné dans
[CFKS]. On suit [GG], ou l'on trouvera plus de détails. Dans [CFKS], le résultat du
théoreme du viriel (cf. proposition 2.8) est annoncé sous les hypotheses suivantes :

1. D(H)ND(A) est dense dans D(H) (pour la norme du graphe),

2. il existe ¢ > 0 tel que, pour tout ¢ € D(H) N D(A),
((Ho, iAg) — (A¢, iHo)| < c([|Ho|* + o),

3. il existe un opérateur Hy, auto-adjoint dans H, tel que D(H) = D(H,), la forme
[Ho,iA] s’étend en un opérateur borné de D(Hy) sur H et D(HyA) N D(A) est un
coeur pour Hy.

La formulation de la troisieme hypothese est motivée par des considérations physiques. En
physique, 'opérateur H est souvent une somme Hy+V pour laquelle la troisieme hypothese
est raisonnable. Comme cela est noté dans [GG], il y a probablement une faute de frappe
dans cette troisieme hypothese. Comme D(HyA) = {¢ € D(A); Ap € D(Hy)} C D(A),
pourquoi ne pas écrire “D(HyA) est un coeur pour Hy” ? Selon [GG], le dernier point de
cette hypothese devrait étre : D(HyA) N D(Hy) est un coeur pour Hy.

11 se trouve que le théoreme du viriel (cf. proposition 2.8) peut étre démontré sous les
hypotheses

1. pour tout ¢, exp(itA) préserve D(H),
2. il existe ¢ > 0 tel que, pour tout ¢ € D(H) N D(A),

((Ho, iAg) — (A¢, iHo)| < c(|Ho|* + [4]*).

Il peut aussi étre établi sous la condition ”H € C'(A)” (cf. paragraphe 2.5). En notant
R. = (2 — H)™', pour z € C\ o(H), cette derni¢re peut étre reformulée de maniere
équivalente par

e > 0,32 € C\o(H); V¢ € D(A), [(Ri¢, iAd) — (A¢, iR.0)| < cllo|

et par
1. il existe z € C\ o(H) tel que, R, et R} préservent D(A),
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2. il existe ¢ > 0 tel que, pour tout ¢ € D(H) N D(A),

(Ho, iAp) — (Ag, iH)| < c([Ho|I" + [])

En comparant avec les hypotheses (modifiées) de [CFKS|, on constate qu’il manque
dans ces dernieres une condition de préservation de domaine : soit celui de A par R,
et R: soit celui de H par exp(itA). En regardant la preuve dans [CFKS], on constate
qu’implicitement il est supposé que (zI — Hy)™! préserve D(A). Sans cette hypothese
cachée, il est montré dans [GG| que le résultat tel qu’il est annoncé dans [CFKS],
apres correction de la "faute de frappe”, est faux. En particulier, il est montré que
(iv! + A)"'D(H) C D(H) est faux. Un contre-exemple relativement simple est donné.

Etant donné un opérateur positif Hy, 'opérateur H est Hy + 74, ol 4 est la projection
orthogonale sur un certain ¢ € H.

2.7.3 Résolvante approchée.

Dans ce paragraphe, on étudie 'opérateur H — zI — ie B* B, pour B borné quelconque.

Proposition 2.9. Soit H un opérateur auto-adjoint dans H et B € B(H). L opérateur
H — zI —ieB*B est inversible si €3z > 0 et Sz # 0. Son inverse G,(€) est continu de
H dans D(H) (muni de la norme du graphe) et vérifie |G, (e)|| < 1/|3z|. Si B' € B(H)
vérifie B*B' < B*B, si €3z > 0 et si C € B(H) est auto-adjoint, alors

IBG.(e)C < |e| [ CG.()C|I'. (2.17)

Preuve : Comme B*B est borné, H — zI — ie B*B est un opérateur fermé sur D(H). En
effet, si D(H) 3 ¢, — ¢ et (H — zI — ieB*B)y,, — ¢ € H, pour la norme || - || de H,
alors on va voir que 1) € D(H) et que ¢ = (H — zI — ieB*B)v. Par continuité de B*B,
(2I + ieB*B), — (zI + ieB*B)y. Donc Hi,, — ¢ + (21 +ieB*B)y. Or H est fermé,
donc v € D(H) et ¢ + (21 +ieB*B)y = Hi.

De plus, pour ¢ € D(H),

(U, (H ==zl —ieB"B)) = (¢, (H— Re)D)w) — i(Sz[¢]* + €| By|*)
avec (¢, (H — (R2)I)y) € R. Donc, pour €3z > 0,
max(|Sz| [|9[%, el| BY[I*) < [, (H = 2I —ieB*B)yY)| < [[¢l - |(H — 2I — ieB*B)y||.

Donc, pour ¢ # 0 et Sz # 0, |Sz]|||¢]| < ||(H—21—1ieB*B)y||. L'opérateur H—z[ —ieB*B
est donc injectif et d'image fermée F' dans H. Par le théoreme de I'application ouverte,
I'inverse G, (¢€) existe comme opérateur borné de F' dans D(H ).

On montre que F' = H. Si ¢ € F*+ alors ¢ € D((H — 21 — ieB*B)*), le domaine de
I'adjoint de H — 21 —ieB*B. Donc ¢ € D(H) et (H —ZI +ieB*B)¢ = 0. Or, en répettant
Pargument précédent, on a |Iz|||¢|| < |[(H — zZI + ieB*B)¢|| avec Sz # 0. On en déduit
que ¢ = 0 et que F' = H. Les inégalités |3z|||v|| < |[(H — zI — ieB*B)1||, pour tout 1,
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impliquent ||G.(¢)|| < 1/[Sz|.
Il reste & établir (2.17). En utilisant ||B'G.(¢)C||* = ||CG.(e)*B*B'G.(¢)C|, on a

1

B 2 <
IBGC < 5

ICG.(€)* 2(eB*B + (32)I) G.(e)C| .

Par une formule des résolvantes,
G.(6)*2(eB*B + (32)I) G.(e) = G.(€)" — G.(e),

on en déduit
1

1
/ 2 < -
1BG.(0)0] 3

< 5 10@-@" - G0 <

2[|CG.(e)C| - =

2.7.4 Choix de B*B.

Ici, on déduit de I'estimation de Mourre (2.1) une estimation "stricte” de Mourre (c’est-
a~dire sans correction compacte) et on procede au choix de l'opérateur B.

Proposition 2.10. Soit A, H deux opérateurs auto-adjoints dans H satisfaisant les
hypotheéses (a), (b), (c) et (e). Soit X' € (]A — 0; A+ 0[NOcont (H)) \ opp(H). Il existe 6" > 0
tel que

Pg(N,8) [H,iA] Pg(N,8) > (a/2) Py(N,d). (2.18)

Preuve : Comme X € 0con(H), la limite forte s —limg o Py (N, 9’) = 0, c’est-a-dire que,
pour tout ¢ € H, limg g Py(N,0")1y = 0. Donc limy o K Py (N, 0") = 0 en norme dans
B(H), K étant 'opérateur compact donné par 'estimation de Mourre (2.1). Pour ¢’ assez
petit, on déduit donc (2.18) de (2.1). O

Remarque 2.11. Dans (2.18), on peut remplacer Py (XN, §") par x(H), ou x € C(R;R)
a support dans |\ — &'; N 4 6'[ et valant 1 sur |\ — 8 /2; N + 6 /2].

Soit A, H deux opérateurs auto-adjoints dans H satisfaisant les hypotheses (a), (b), (c), (d)
et (e). Soit X\ comme dans la proposition 2.10. Soit x la fonction introduite dans la
remarque 2.11. L'opérateur x(H)[H,iA]’x(H) est borné d’apres I'hypothese (c) et est
positif d’apres la proposition 2.10. Il existe donc un opérateur B € B(H) tel que
B*B = x(H)[H,iA]°x(H).

Proposition 2.12. Soit A, H deux opérateurs auto-adjoints dans H satisfaisant les
hypothéses (a), (b), (¢), (d) et (e). Soit B € B(H) lopérateur introduit ci-dessus. La forme
[B*B, A], définie a priori sur D(A)?, peut étre vue comme application linéaire continue
de D(A) N D(H), muni de la norme || - |g du graphe de H, dans D(H)*. De plus,
G.(e)D(A) C D(A)ND(H).
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Preuve : Pour montrer la premiere assertion, il suffit, d’apres 'hypothese (a), de montrer
qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout ¢,v € D(A) N D(H),

(¢, [B*B, Aly)| < c-[[(H +iD)ol| - [|(H +il)¢| . (2.19)

Pour 7 € D(A) N D(H), [x(H),A]r = x(H)ATr — Ax(H)7 est bien défini d’apres la
proposition 2.7. Pour simplifier, on note par C' lopérateur auto-adjoint [H,iA]°. Pour
¢, € D(A) N D(H),

(¢, [B"B,Aly) = (B"B¢, AY) — (A¢, B*By)
= (Cx(H)o, x(H)AY) — (x(H)A¢, Cx(H)y)
= (Cx(H)¢, [x(H), Alp) + (Cx(H)¢, Ax(H)y)
— (Ax(H)¢, Cx(H)Y) — ([x(H), Al¢, Cx(H)y)
= (Cx(H)9¢, [x(H),AlY) — ([x(H), Al¢, Cx(H))

ou dans le dernier terme [C, A] est a prendre au sens des formes. Par I'hypothese (d), il
existe ¢; > 0, indépendant de ¢ et ¥, tel que

|(X(H)o, [C,AIX(H)Y)| < eo- [[(H + D)ol - ||(H + D)y -

D’apres (2.16) et le fait que y est a support compact, on en déduit (2.19).
Par construction de G,(¢), on sait déja que G,(¢)H C D(H). On admet que G, (e)
préserve D(A). O

Remarque 2.13. Des arguments de la preuve de la proposition 2.7 permettent de montrer
que D(A) est préservé par G, (¢).

2.7.5 Estimations a priori.

On se place dans le cadre défini au paragraphe 2.7.4 précédent. On a toujours €&z > 0.
On prend désormais Rz €]\ — §'/4; N + ¢'/4]. Avec la notation de la remarque 2.3, on
pose F,(e) = (A)1G,(e)(A) 1.

Proposition 2.14. Dans les conditions précédentes, il existe €y, cy,co,c3 > 0 tel que,

uniformément pour |e| €]0; €], Sz # 0 et Rz €)JN =8 /4; N+ /4], on ait || F,(e)| < c1e|™
et, pour T =1 et T = (H +1I),

ITX(H)G.(e){A)~

IT(1L = ) (H)G-(e) (A)

ez le| 2 E ()2 (2.20)

<
< oy (14 e[ IE())?) . (2.21)

Preuve : Par la proposition 2.10 et la remarque 2.11, on peut appliquer la proposition 2.9
a B = (a/2)Y2x(H) et & C = (A)~!. L’estimation (2.17) s’écrit

IXCH) G- () (A) | < clel ™2 F(e)]I'2
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qui est (2.20) pour 7' = I. Soit 7 € C°(R; R) telle que 7x = x. Comme (H + i)7(H) est
borné, Iestimation (2.20) pour 7" = I implique (2.20) pour 7' = (H +il).
Par la formule des résolvantes,

(1= ) (H)G(){A) ™" = (1= x)(H)G-(0)(I +ieB*BG.(€))(A)™".
On insere x(H) + (1 — x)(H) entre B*B et G,(¢€) et on obtient
(1 = (1= )(H)G.(0)ieB"B)(1 — x)(H)G-(e)(A) !

= (1= )(H)G(0)( +ieB" B X(H) G-() ) {A) "

Comme (1 —x)(H)G,(0) = (1 —x)(H)(zI — H)™" est uniformément borné par rapport
z puisque Rz €]N — §'/4; N + 0’ /4], on peut, pour €, assez petit et tout |e| €]0; €], écrire
(1 —x)(H)G.(e){A)~! sous la forme

(I—(1=X)(H)G-(0)ieB*B) (1= x)(H)G-(0)(I + ieB* B x(H) G.(€) ) (A) " .
On en déduit 'estimation, pour ¢, ¢ indépendants de z et ¢,
(1= ) E)G=()(A) | < e(1 + e deale] | Fale)]|'?) .

Cela prouve (2.21) pour T' = I. Comme (H +il)(1—x)(H)G,(0) est uniformément borné
par rapport a z, le méme argument donne (2.21) pour 7'= H + il. On a donc

1= (el KA XU)G()(A) T+ (AT (1 =) (H)G(e)(A) 7]

<
< d(1+d el F())?)

Or (t >0 et t? <1+ |e[~Y/?t) implique ¢ € [0;t(¢)] on

tle) = (le| 2 +[1/e+4]"2) /2 < d"[e] M2

On obtient donc || F,(e)||'/? < " |e|71/2. 0

2.7.6 Inégalité différentielle.

On reste dans le cadre défini dans le paragraphe 2.7.5 précédent.

Proposition 2.15. Dans les conditions précédentes, l'application R\ {0} 3 € — G.(€) €
B(H) est dérivable de dérivée

(dG,/de)(e) = G.(€)iB*BG,(e) . (2.22)
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Preuve : Par la formule des résolvantes,
G.(e) — G.(€) = (e—¢€)G,(e)iB*BG.(€). (2.23)

Par la proposition 2.9, ||G.(€)|| est uniformément borné en e. La formule (2.23) donne la
continuité de € — G, (€). En divisant par € — ¢’ # 0 dans cette formule, on voit que cette
fonction est en fait dérivable de dérivée donnée par (2.22). O

Proposition 2.16. Dans les conditions précédentes, avec le €y introduit dans la propos-
tion 2.14, il existe ¢ > 0 tels que, pour tout || €]0; €],

I(@F./de)(e)] < e(1+[e| | Fa(e)]'?) . (2.24)

Preuve : Par (2.22),
(dF./de)(e) = (A) ' G.(€)iB*BG.(e) (A)™*
et on écrit, comme opérateur agissant sur D(H ),

[H,iA]" = B*B + (1—x)(H)[H,iA]" (1 - x)(H)
+ X(H) [H,iA] (1= x)(H) + (1= x)(H) [H,iA]" x(H) .

En insérant (H + ¢I)"'(H + il), en utilisant le fait que [H,7A]°(H +il)~! est borné et
en utilisant la proposition 2.14,

(A1 G.(e) (1 = x)(H) [H,iA]° X(H) G-(e) (A) "

< e 1+ [ IEO)2) el 72 Fule)]?

On a la méme estimation pour
(A1 G e) x(H) [H,iA]" (1 = x)(H) G-(e) (A) 7!
et par les mémes arguments, on obtient

(A Ge) (1 = x) (H) [H,iA]* (1 = x)(H) G- (€) (A) 7"

IN

2
e (L + [ IIF(e)])

On pose
F(e) = (A)7'G.(e) [H,iA]" G.(e) (A) 7"

Comme G, (€) envoie D(A) dans D(A) N D(H) (cf. proposition 2.12), on a, pour tout
(6,9) € H?,

(@, Fl(e)y) =

/\

G.(e) (A)'o, [H — 21 — ieB'B, A|G.(e) (A)™'¥)
(G.(e) (A)'¢, ie[B*B, A|Ga(e) (A)'v)

(A7, [Ga(e), Al (A) ')
(G-(e) (A) ', ie[B*B, A|G.(€) (A)™'v) .

I
/\+

+
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Notons que, sur D(A)?, la forme [G,(¢), A] est représentée par G.(¢)A — AG.(¢). Comme
[B*B, A] est bornée de D(H) dans D(H)* (cf. proposition 2.12), on a, en insérant
convenablement (H +iI)™'(H +il) et (1 —x)(H) + x(H),

[(A) 1 Go(e)ie[B*B, A G.(e) (A) 7!
< ce|[(H+i) Go(e) (AP < ee (L + el E()'? + Je /2 HFZ(G)HW)Q,
d’apres la proposition 2.14. Enfin, en insérant (1 — x)(H) + x(H),
[ G A < e(1+ 12 IR + e 2 Fa(e)]2),
d’apres la proposition 2.14. En regroupant, on obtient,

|(@F./de)(e)| < ¢ (1 + 1l + [|E(e)]) -

Or ||E.(e)|] < c1le]™* (cf. proposition 2.14), donc ||F,(e)| < HFZ(E)Hl/? . (0116\_1)1/2 <
et/ ?|e| ™2 - ||F.(€)[| /2. On a donc bien (2.24). 0

2.7.7 Conclusion.
Pour terminer la preuve du théoreme 2.2, il ne reste plus qu’a appliquer le lemme
élémentaire suivant.

Lemme 2.17. Soit (B, || - ||) un espace de Banach et soit ¢y > 0. Soit f :]0;€e0] — B, de
classe C*, telle qu’il existe a, 3 € [0;1], v € R et c1,co > 0 tels que, pour tout € €]0; €]

IFO1 < a1+ e lIfEl°), (2.25)
IfEl < ce. (2.26)

Alors lim,_ f existe et f est bornée par une constante dépendant de ¢y, ca, v, 3,7.

Preuve : Siy <0, f tend vers 0 en 0 et on a le résultat cherché. On peut donc supposer
que v > 0. Pour 0 < € < €1 < ¢, f(e1) — f(e) = [ f/(t)dt. Si f est bornée (par exemple
siy=0)ousi @ =0, alors on a, par (2.25),

@)= fO < ala—e+ [t=a)

avec [;°t~*dt < oo. La fonction f vérifie donc un critere de Cauchy en 0 donc lim,_q f
existe. On peut donc supposer maintenant que v > 0 et que 5 €]0; 1[. Par (2.25),

IFI < [If )l + creo + e /:1 Iy (2.27)

Si a4+ By < 1 alors f est bornée. Dans le cas contraire, on peut toujours augmenter
de sorte que a + 3y > 1. L’estimation (2.27) donne alors || f(€)|| < e}~ qui améliore
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(2.26) puisque, comme «,( € [0;1], « + 7y — 1 < 7. On peut reprendre l'argument
précédent en remplagant v par a + v — 1. En répettant la procédure un nombre fini de
fois, on obtient que f est bornée. ]

Preuve du théoréme 2.2 (suite et fin) : Par les propositions 2.14 et 2.16, on peut
appliquer le lemme 2.17 & ]0;¢69] © € — F,(e), uniformément par rapport a z tel que
Sz > 0et Rz €]N —§/4; N + 8" /4], d'une part, et a ]0; ] 2 € — F,(—e¢), uniformément
par rapport a z tel que Sz < 0 et Rz €]N —§'/4; X' 4 ' /4[, d’autre part. Cela donne (2.2)
sur [N — 8 /4; N + 0" /4]. O

3 Probleme a N corps.

Cette partie est consacrée a 1’étude de la théorie temporelle de la diffusion des opérateurs
de Schrodinger a N corps. On en donnera les principaux résultats. Parmi eux, I’estimation
de Mourre, introduite dans la partie 2 précédente, joue un role important. Le point
culminant, la complétude asymtotique, sera présenté dans le “cas a courte portée”
seulement. L’excellent livre [DG] contient tout ce que 'on souhaite présenter ici et le
fait de belle maniere. C’est pourquoi, ici, on renvoie a certains paragraphes de ce livre, on
utilise ses notations et on résume certains de ses principaux résultats. L’objectif poursuivi
est de faciliter la lecture de ce texte de référence. Comme il contient bien d’autres aspects
de cette théorie, il est fortement recommandé si ’on veut approfondir la présente étude.

3.1 Formulation géométrique.

Dans ce paragraphe, on présente la formulation géométrique des problemes a N corps
classique et quantique. Ceci étant bien traité dans [DG], on renvoie a la lecture des
paragraphes 5.1 et 5.2 de [DGJ. On utilisera aussi les notations de [DG] dans les
paragraphes suivants.

3.2 Probleme a N corps quantique.

Dans ce paragraphe, on donne les principaux résultats concernant les opérateurs de
Schrédinger a N corps. En particulier, on donne 1’énoncé de la complétude asymptotique
dans le cas a courte portée. La encore, le sujet est bien traité dans [DG|. On va ici résumer
une partie de la partie 6 de [DGJ. On utilise les notations de [DG].

On se donne un espace euclidien (X, |- |) de dimension finie et une famille {X,,a € A}
de sous-espaces de X. L’ensemble A est muni d’un ordre partiel < et admet un plus petit
(@min) et un plus grand (@mq.) €élément. De plus, X, . = X. Soit N(A) la longueur de
la plus longue suite strictement croissante d’éléments de A. Pour a € A, on note par X
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'orthogonal de X,. De plus, pour a,b € A, on a (b < a) <= (X’ C X?) <= (X, C Xp).
On peut équiper le dual X’ de X d’une métrique induite par celle de X, que 'on note
encore par |-|. Pour a € A, soit (X’), le sous-espace de X’ composé des formes £ € X' qui
s’annule sur X . Il est isomorphe au dual (X,)" de X,. On note par (X’)* son orthogonal
dans X'. Ce dernier est constitué des formes £ € X’ qui s’annule sur X, et est isomorphe
au dual (X*)" de X Pour z € X, on note par z, (resp. %) la projection orthogonale de
x sur X, (resp. X%). Pour £ € X', on note par &, (resp. £*) la projection orthogonale de
¢ sur (X'), (resp. (X')*). Soit f : X — C différentiable. Pour x € X, la différentielle
df (z) de f au point x est un élément de X’. En utilisant le métrique sur X, on construit
le gradient Vf(z) de f au point x. Si f(x) ne dépend que de z, (resp. z%), on peut
identifier df (z) & un élément de (X,)’ (resp. (X*)) et noter le gradient correspondant par
Vaof(x) (resp. V2 f(z)). On pose D := (1/i)V, D, := (1/i)V,, D* := (1/i)V?, —A = D?
—A, = D? et —A® = (D)2,

On introduit maintenant les hamiltoniens a N corps généralisés. Pour tout a € A, on
considere une fonction v® : X* — R telle que 1'opérateur

—1
v® (1 - A“) est compact dans  L*(X®) . (3.28)
On suppose que v*in est nulle. On pose, pour a € A et pour z € X,

Viz) == Y *@", Vi) = > h). (3.29)

be A beA, b<a

Comme, pour b < a, X* C X? V¢ est bien une fonction de z¢. Grace a (3.28), V (resp.
V®) est relativement borné par rapport & —A (resp. —A%). L’opérateur

H = (1/2)D* + V(z), (3.30)

agissant dans L?(X), est auto-adjoint sur le domaine H?(X') du laplacien D? et est borné
inférieurement. De méme, 'opérateur

H® = (1/2)(D")? + V*(z), (3.31)

agissant dans L2(X?), est auto-adjoint sur le domaine H?(X®) du laplacien (D%)? et est
borné inférieurement. En identifiant L?(X) & L?(X,) ® L?(X?), 'opérateur

H, = (1/2)D>’®1 + 1® H*, (3.32)
agissant dans L%(X), est auto-adjoint sur H?(X) et est borné inférieurement.

Définition 3.1. Avec les notations précédentes, 'opérateur H, associé a la famille
{Xu;a € A} de sous-espaces de X, est un hamiltonien a plusieurs corps généralisé. Pour
tout a € A, H, est ’hamiltonien d’amas associ€ a a et H* est [’hamiltonien interne d’amas
associé a a. Le potentiel I,(x) = V(x) — V(x®) est appelé potentiel inter-amas associé a
a. Chaque a € A est appelé sous-systeme a plusieurs corps du systéme a plusieurs corps
constitué par X et H.
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Le "nombre de corps” de I'hamiltonien H est donné par N(A). Pour a € A, H, est un
hamiltonien & plusieurs corps généralisé, associé a la famille {X;,;0 € A, b < a} de sous-
espaces de X et H® est un hamiltonien a plusieurs corps généralisé, associé a la famille
{X*N X0 € A b <a} de sous-espaces de X

Comme X®in = {0}, on pose par convention L*(X%min) = C, Vmin = () et Hmin = ().
Comme {b € A, b £ amqer} = 0, on pose par convention I, . = 0. Le terme (—1/2)A
s'interpréte comme |’énergie cinétique du centre de masse du systeme et n’est pas
intéressant du point de vue physique. C’est pourquoi on préfere se concentrer sur le
systeme formé par X%mer  Hmer et la famille { X% N X,;a € A} de sous-espaces de
X®maz T hamiltonien H%* s’appelle 'hamilonien réduit du systeme initial. Le plus petit
sous-espace de X% dans la famille { X% N X,;a € A} est XN X, —={0}. Clest
pourquoi, il est légitime de supposer que, pour le systéeme a plusieurs corps considéré,
associé a la famille {X,;a € A}, on ait X, . = {0}.

On va maintenant énoncé les principaux résultats disponibles sur les systemes a N corps
généralisés. On va voir qu’on peut se faire une image assez précise des propriétés spectrales
de ces systemes, sous des hypotheses assez générales.

Un role particulier va étre joué par les seuils que 1’on introduit maintenant.

Umaz

Définition 3.2. Soit H un hamiltonien a plusieurs corps généralisé satisfaisant X,, . =
{0} et (3.28), pour tout a € A. L’ensemble des seuils d’un sous-systeme a € A\ {@min}

est donné par
T = | op(H') (3.33)

be A
b<a

et on pose X :=inf T*. On note T et Y%= par T et X respectivement.

Comme o, (H%) = {0}, on a ¥* < 0, pour tout @ € A\ {a,}. Le premier résultat
fondamental est le théoreme "HVZ” suivant. Les trois lettres renvoient & Hunziker-Van
Winter-Zhislin.

Théoreme 3.3. Soit H un hamiltonien a plusieurs corps généralisé satisfaisant X, =

Umaz

{0} et (3.28), pour tout a € A. Le spectre essentiel de H est donné par oess(H) = [X; +00].

Le second résultat fondamental est I'estimation de Mourre. En plus de X, .. = {0} et
(3.28), on va supposer, pour tout a € A,

(1 — Aa>_1 (x“ : V“v“(w“)) (1 - A“)_l est compact dans L*(X?). (3.34)

On note par - le produit scalaire de X. On introduit le générateur des dilatations
A = (1/2)(x - D + D - z), qui est auto-adjoint dans L?(X). Pour tout a € A, on
a la décomposition A = A, @ 1 +1® A% ou A, := (1/2)(x, - D, + D, - x,) et ol
Ay = (1/2)(x*- D+ D* - z*). Ces opérateurs sont auto-adjoints dans L*(X,) et L*(X%),
respectivement, et sont les générateurs des dilatations sur X, et X?, respectivement. Par
convention, A%in = () agissant dans L*(X®in) = C. Notons que, grace a (3.28) et (3.34),
Vopérateur (H + 1) '[H,iA](H +i)~" est borné sur L*(X).

On rappelle que, si b est un borélien de R, 1, désigne sa fonction caractéristique. On
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rappelle que, x = pp, ¢, 1*(H) désigne la projection orthogonale sur le sous-espace H,. De
plus, on note 1*(H)1,(H) = 1,(H)1*(H) par 1} (H).
Enfin, on définit une ”distance supérieure” a l’ensemble des seuils en posant, pour
A€ [E; 400,

dA) == inf{fA—7;7< XN, 7€T}. (3.35)

Théoreme 3.4. Soit H un hamiltonien a plusieurs corps généralisé satisfaisant X,,,,, =
{0}, (3.28) et (3.34), pour tout a € A. On a les résultats suivants.

1. Pour tout At < Ay tels que [M; o] NT = 0, le rang de 13 ., (H) est fini. En
particulier, opp,(H) ne peut s’accumuler que sur T. De plus, T et T U op,(H) sont
au plus dénombrables.

2. Pour tout € > 0 et A € [¥;+oo, il existe un intervalle borné I contenant X\ et un
opérateur compact sur L2(X) tels que

1,(H)[H,iA|1;(H) > 2(d(A\) —e)1;(H) + K. (3.36)

3. Pour tout € > 0 et \ € [X;+00|, il existe un intervalle borné I contenant X\ tel que

15(H) [H,iA]17(H) = 2(d(\) — e)15(H) . (3.37)

Ce résultat est tres important car il va influencer tous les suivants. Tout d’abord, on a un
résultat de ”décroissance exponentielle” des fonctions propres de H.

Théoréme 3.5. Soit H un hamiltonien a plusieurs corps généralisé satisfaisant (3.28) et
(3.34), pour tout a € A. Soit E € R et 1) € H*(X) tels que Hy = Ev). Soit

T = s.up{(1/2)62 +E;0>0, ey e LQ(X)} :
Alors T € T U {+00}. De plus,

T = sup{(1/2)92+E;920,69|$|¢€H2(X)}.

Ainsi, si ¥ est un vecteur propre de H associé a la valeur propre E ¢ 7, alors, d’apres
le théoreme 3.5, il existe # > 0 tel que e’#lyp € L2(X), ce que I'on interpréte comme une
”décroissance exponentielle” de 1. Une conséquence importante est ’absence de valeur
propre strictement positive pour H.

Théoréme 3.6. Soit H un hamiltonien a plusieurs corps généralisé satisfaisant (3.28) et
(8.34), pour tout a € A. On suppose de plus que

limsup (A = (1/2)4) 7 (z - V,V) (A = (1/2)A) 72| < 1.

A——+00

Alors H n’a pas de valeur propre strictement positive.
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On s’intéresse maintenant a la théorie de la diffusion pour les systemes a N corps. On
introduit une autre hypothese concernant les potentiels v, pour a € A, a savoir

/Om |1 = A" (Vaet () T[] /R)) (1 = A7 dR < 400, (3.38)

Sous (3.28) et sous (3.38), il se trouve que (3.34) est satisfaite et le théoreme 3.4 s’applique.
On note par C4 '’ensemble des fonctions de R dans R continues et tendant vers 0 a I'infini.
On note par n la dimension de I'espace euclidien X et on y choisit une base orthonormée
(€j)1<j<n- On voit Popérateur de "multiplication par le vecteur z” agissant dans I’espace
L?(X) comme le vecteur composé des opérateurs auto-adjoints de multiplication par e; -z,
qui & toute fonction ¢ € {¢ € L*(X); (e;-x)¢(x) € L*(X)} =: D(e; - x) associe la fonction
z — (ej - x)i(z). Ces opérateurs commutent deux a deux. Le domaine de I'opérateur de
"multiplication par le vecteur x” est bien siir I'intersection des domaines D(e; - ), pour
1 < j < n. Il se trouve que ni la définition de 'opérateur de "multiplication par le vecteur
2” ni le résultat suivant ne dépend du choix de la base orthonormée (e;)1<;<, de X.

Théoréme 3.7. Soit H un hamiltonien a plusieurs corps généralisé satisfaisant X,, . =
{0}, (3.28) et (3.88), pour tout a € A.

1. Pour tout g € Cy, pour tout 1 < j < n, pour tout ¢ € L*(X), la limite

tligrn eglej-aftye ™o = g(P)o
existe. De plus, ces limites définissent un vecteur PT = (P;“)lgjgn d’opérateurs
auto-adjoints dans L*(X) qui commutent deuz ¢ deuz.

2. On alyy(PY) = Iy, (P*) = WP(Hme).

L’opérateur Pt s’interpréte comme la vitesse asymptotique du systéme quand ¢ — +oo.
Cet opérateur va donner une classification des éléments ) de L?(X) en fonction du
comportement asymptotique, quand t — o0, de exp(—itH ). Pour ce faire, il est utile
de considérer la partition suivante de 1’espace des configurations X.

Pour a € A, on pose
Z, = X\ U X, (3.39)

be A
bLa

s amas- 11 S€ trouve que la famille {Z,,a € A} forme une
partition de X. Donc 1 = Y ,c4 1z, (PT) et, d’apres le théoreme 3.7, 1, (P) =
Ix, (PT) =l (Pt) = 1PP(H* ). Donc les vecteurs propres de H%m* correspondent
aux éléments de L?(X) dont la vitesse asymptotique est nulle. On va maintenant
s'intéresser aux autres éléments de L*(X) et montrer la ”complétude asymptotique”
lorsque les interactions sont a ”courte portée”.

On introduit une condition plus forte que (3.38) : pour a € A,

avec la convention Z, = X,

[0 20 0 @) g (1B (1= A VAR < +oo. (3.40)

On a alors le résultat fondamental suivant.
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Théoreme 3.8. Soit H un hamiltonien a plusieurs corps généralisé satisfaisant X,,,,, =
{0}, (3.28) et (3.40), pour tout a € A.

1. Pour tout a € A, pour tout ¢ € L*(X), les limites
tlg_noo eitH e—itHa ]Ipp(Ha)¢ —- Q;—Qb et tl}g_noo eitHa e—itH]IZa (P+)§b
existent. De plus, la seconde est égale a (2F)*¢.

2. L’opérateur QF est une isométrie partielle telle que (QF)*QF = 1PP(H®), QF (QF)* =
1z, (P, QfH, = HQ! et QF D, = PQF = PTQ}.

Comme 1 = Y, .41z, (P"), le théoréme 3.8 implique L*(X) = PuealmQ. Comme
Qf = WP(H%e=), on a aussi ImI°(H**) = @aecdatame M. Clest cette égalité

qu’'on appelle la complétude asymptotique. Les opérateurs QF sont appelés opérateurs
d’onde de canal.
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