L3M, Analyse complexe.

Controle continu du 10 décembre 2024, 60 min..

L’utilisation de documents, téléphones, tablettes, calculettes ou d’objets connectés est
interdite. En cas de présence, ces objets doivent étre éteints et rangés dans un sac.
Interrogation notée sur 20, le bareme est indicatif. Elle comprend 3 exercices indépendants.
Au sein d’un exercice, on pourra répondre a une question en utilisant les résultats des
questions précédentes, méme si ceux-ci n’ont pas été démontrés.

Toute réponse a une question d’un exercice doit étre justifiée.

On pourra utiliser sans justification les faits suivants :

F1 : cos(m/4) = sin(r/4) = 1/v/2. F2 : cos(27/3) = —(1/2) et sin(27/3) = v/3/2.

Exercice 1. : 6 pts.
1. Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes : 7, =7, 1 +i et 1 — 1.

2. Justifier I'existence et déterminer les parties réelle et imaginaire des nombres com-
plexes

Log(7), Log(l + i), Log(l — 1), Logo(l — i) et Logr/(=7).

On ne justifiera pas les calculs d’argument.

Exercice 2. : 9 pts.
Soit j := exp(2im/3) et T le triangle plein T'(1; 5; j2). On rappelle que le bord 97" de T' est
la réunion des segments [1; j], [7; %] et [1;7%]. On note par T lintérieur de T. On admet

que T=T=Tet que le bord OT de T est OT. Pour a € C, soit m, : C —s C définie
par m,(z) = az.

1. Vérifier que j2 = j.
2. Montrer que la borne supérieure du module sur le segment [5; 5]
sup || = sup |[z]
[7552] z€[5;5°]
est atteinte en j et j2.

3. Montrer que m2([5; j%]) = [1; j] et m;([5; j%]) = [L; 5%].

4. Montrer que la borne supérieure du module sur 7', notée supy | - |, vérifie
sup |- | = sup |-].
[7:5%]

(Indication : on pourra appliquer le principe du maximum & une fonction adéquate.)
5. En déduire que T'C D(0; 1].

TOURNER SVP.



Exercice 3. : 5 pts.
Soit f : D(0;1[— C une fonction analytique telle que f(0) = f/(0) = f®(0) = 0 et
J"(0) #0.
On rappelle que, pour tous zy € C et 79 > 0, Yz, : [0;277] — C(20;70) est le chemin C*
défini par 7., (t) = 20 + roe™.
1. Montrer qu’il existe r € ]0; 1] et une fonction analytique g : D(0; r[— C* tels que
g (0) = 0 et, pour tout z € D(0;r[, f(2) = 2%g(2).

2. Montrer qu'il existe r; €]0;7] tel que, pour tout ' €]0; [, I'intégrale

dw

R R

est bien définie et vaut 0.
(Indication : on pourra utiliser le DSE de 1/g en 0.)



L3M, Analyse complexe.

Correction du controle continu du 10 décembre 2024.

Exercice [1} 6 pts :

1. On a, en utilisant F1 et les propriétés de exp,
7 = Texp(i0), —7 = Texp(in), 1+1i = V2 exp(in/4)
et 1 —i=T+i= V2exp(—in/4).
1 pt.
2. Les nombres 7, 1 4+ et 1 — ¢ n’appartiennent pas a R~ donc Log(7), Log (1 + 1) et
Log (1 — 7) sont bien définis. Par définition de Log, on a
Log(7) = In(7) + i Arg(7) = In(7) + 0 = In(7),

Log(1 + i) = In(V2) + iArg(1 + i) = In(v2) + Zg

et Log(l —i) = ln(\/g) + 1 Arg(l — i) = ln(\/g) - ZZ

Comme (1 — i) € R*, Logo(1 — @) est bien défini et, par définition de Logy,
Logo(1—1) = ln(\/ﬁ) +iArgog(l—i) = ln(\/i) +i(2r—7w/4) = ln(\/i) —|—i%.

Comme —7 = Texp(in) et m1 — (7/2) & 277, w/2 n’est pas un argument de —7, par
le cours. Donc —7 € (C\ R*e™?2) et Log,/2(—7) est bien défini. De plus

Logr/2(=7) = In(7) + i Argr/2(=7) = In(7) + in.
5 pts.

Exercice 2}, 9 pts :
1. Par les propriétés de 'exponentielle, j2 = exp(3 - 27/3) = exp(27) = 1 et 1 = |j|*
Donc j3 = jj et, en simplifiant par j # 0, j2 = 5.
1 pt.
2. Version 1 : Pour z € [j; 57, il existe ¢t € [0;1] tel que z = tj2+ (1 —t)j. On a donc,
d’apres 1 et le fait que ¢ € [0; 1],

2l < e + [ =05] = ¢+ A=l = 1 = [i] = 7]
Donc | - | est maximal sur [j;j%] en j et j2 et la valeur maximale est 1.
Version 2 : Pour 2 € [j; j7], il existe ¢ € [0;1] tel que 2 = 5% 4 (1 —t)j. Dapres 1,
on adonc z = tj+ (1 —t)j = Re (j) +ilm (§)(1 — 2t) = (—1/2) +4(v/3/2)(1 — 2¢).
Comme —1 <1—2t<1,0na (1—2t)? <1 donc

2] = V1/4+ 3/ (1 —2t)2 < /1/4+ (3/4) = 1 = |j| = |5}

Donc | - | est maximal sur [j;7%] en j et j2 et la valeur maximale est 1.
1 pt.




3. Soit a € C. Pour z € C, on a

z€ma([j; %) < 3t e(0;1]; z = a(tj® + (1—1)j)
= Jte(0;1]; 2 = t(aj®) + 1—1)(aj) <= 2z € [aj; aj’] .

En appliquant cela pour a = j et a = j2, on obtient mj([j; 7%) = [j% %] = [1; /]

et my([7; %)) = [5%7°] = [1; 57, car j° = 1.
2 pts.
4. Soit f : C — C donnée par f(z) = z. C’est un polynome donc f est analytique

et donc continue sur C. En particulier, f est C} sur T et continue sur T = T'. Par
le principe du maximum appliqué a f sur T,

Sup 2| = sup 2] = max || (1)
avec T = [1;5] U [j;57] U [1;57].

Soit z € [1;4]. D’apres 3, il existe w € [J;72] tel que z = j*w donc |z| = |7?| |w| =
[w] < maxgjje |- |-

Soit z € [1;5%]. D’apres 3, il existe w € [j;5?] tel que z = jw donc |z| = |j| |w| =
w] < maxyz | - |

D’ott maxpr | - | = max; 2 | - |. D’apres (I)),
sup |z| = max |z| = sup |z].
z€T 2€ji7?] z€jss?)
4 pts.
5. D’apres 2 et 4, supy | - | = max(;,;2) |- | = |j| = 1. Pour tout z € T', on a donc
|z] <1 c’est-a-dire z € D(0;1]. On a montré que 7' C D(0; 1].
1 pt.

Exercice [3} 5 pts :

1. Version 1 : Comme f est analytique dans D(0; 1], elle admet un DSE en 0. Il existe
donc R €]0; 1] tel que, pour tout z € D(0; R|,

() (0 JZ > f(n)
) Z " 10 3100

1"(0 - f" f10) | o fP2(0) ,
( DS ) <2+Z(p+2)!z>‘

n=4

Soit gg la somme de la série entiere

L(O) Z f(p+2)(0) .

2 s (p+2)!

On a donc, sur D(0; R[, f(z) = 2%go(z), le rayon de convergence de cette série en-
tiere est au moins R et gy est analytique sur D(0; R[ (cf. cours). De plus, ¢;(0)/(1!)



est le coefficient de z dans cette série entiere donc est nul.
Comme g est continue et go(0) = f”(0)/2 # 0, il existe r € ]0; R] tel que go(D(0;r[) C
D(g0(0);]g0(0)|/2[C C*. Soit g la restriction de go & D(0;r[. Elle vérifie les proprié-
tés requises.

Version 2 : D’apres les hypotheses sur f, 0 est un zéro d’ordre 2 de f. Comme
f est analytique sur l'ouvert connexe par arcs D(0;1[ et est non nulle (puisque
f7(0) # 0), il existe, d’apres la preuve du théoreme des zéros isolés du cours, un
r €]0; 1] et une fonction g : D(0;r[— C* analytique tels que, pour z € D(0;r|,
f(z) = 2%g(2). Pour z € D(0;7[, on a

fiz) = 229(2) + 24 (2), ['(2) = 29(2) + 424/(2) + 24" (2),

fP() = 64'(z) + 629"(z) + 2 ¢¥(2).
Donc ¢'(0) = f®(0)/6 = 0.
2 pts.
. Comme ¢ ne s’annule pas sur D(0;7[, f ne s’annule pas sur D(0;7[\{0}, par 1.
En particulier, pour tout 7’ € ]0; [, f ne s’annule pas sur C'(0;7’). Donc 1/f y est
continue et 'intégrale I est bien définie.
Comme g est analytique et ne s’annule pas sur D(0;r[, 1/g est analytique, par le
cours. Elle admet donc un DSE en 0. Il existe donc r; €]0;7] tel que, pour tout
z € D(0;7r],

[e.o] oo

LRI(() J— )™ (0) =
(1/g)(2) = > _(1/9)"(0) = = 70) + > (1/9)™0) =,
n=0 n=2
car, par 1, ¢'(0) = 0 et
9'(2) /
1/9)'(z) = — =% donc (1/9)'(0) = 0.
(1/9)'(2) L (1/9)'(0)
Par 1, 1/f est, sur D(0;7[\{0}, la somme de la série de fonctions
5= 22—1—21/9 Zin
n>2
Soit 7 €]0;r1[. On a
" 1 2"
sup 1 sup 1/¢9)™(0) =
zeC(0;r7) Zz( / ) ( )n (T/)z zeC(0;r7) ( / ) ( )TL'

Par le cours, le DSE de (1/g) converge normalement sur C'(0;7). Donc la série s
converge uniformément vers 1/f sur C(0;r). Par le cours, on a donc

1 dz 1
I = — / + (1/9)™(0) = / 2" 2dz.
g(o) Yo:r! Z2 n=2 n' Yo:r!

T 3T

Comme C* > z — —1/z est une primitive de C* 3 z — 1/2%, comme, pour tout
n>2C3zw 2"1/(n—1) est une primitive de C 3 z — 2" 2, comme le chemin
Yo, est fermé, les intégrales de la derniere égalité sont toutes nulles, par le cours.
D’ou I = 0.

3 pts.



