L2554, Analyse 3.

Controle continu du 7 avril 2026, 45 min.

L’utilisation de documents, téléphones, tablettes, calculettes ou d’objets connectés est
interdite. En cas de présence, ces objets doivent étre éteints et rangés dans un sac.
Interrogation notée sur 20, le bareme est indicatif.

Sauf mention contraire explicite, toute réponse doit étre justifiée.

Exercice 1. : 4 pts. Questions de cours.

1. Donner la définition d’une norme N sur un R-espace vectoriel F.

2. Donner la définition d’un compact K d’un R-espace vectoriel E.

Exercice 2. : 3 pts. Soit E le R-espace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients dans R.
On le munit de la norme S : E — R définie par, pour

A () ) = max{Jals () € (1521

a2:1  A2;2

Pour n € N*, on considere la matrice

-n2 1
M = < 0 n‘1> '

1. Montrer que la suite (M,),en+ converge pour la norme S.

2. L’ensemble GG des matrices inversibles de E est-il fermé pour la norme S 7

Exercice 3. : 14 pts. Soit £ := R[X], le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels. On considere sur E la norme N définie par, pour P € E,

1
NPy = [ |,
-1
Soit f : E — R l'application définie par, pour P € E,
1
F(P) = / LP(1)dt
-1
Pour P € E \ {0}, on note par dp son degré. Soit B(0;1) la boule fermée de centre 0 de
rayon 1 de F.

1. Montrer que, pour tout P € E, |f(P)| < N(P).



2. En déduire que f est une application continue du R-espace vectoriel normé (F, N)
vers le R-espace vectoriel normé (R, |- |).

3. Pour p € N, on considere le sous-espace vectoriel de F
E, .= {Pe E\{0}; dp < p} U {0}.

On note par B, la boule unité fermée de E,, c’est-a-dire B, = B(0;1) N E,,.
La borne supérieure
sgp f o= sup{f(P); Pe Bp}

est-elle atteinte 7
4. Soit (P,)nen la suite définie par, pour n € N, P, = (n + 1) X"+,
a). Montrer que, pour tout n € N, P, € B(0;1) et f(P,) < 1, et que lim f(P,) = 1.

b). En déduire que la borne supérieure

sup f := sup{f(P); P € B(0;1)}
B(0;1)

vaut 1.
5. Soit P € E tel que f(P) = 1.

a). Montrer qu'il existe un € > 0, (a;b) € [—1;1]? avec a < b, tels que, pour tout
t € [a;b], |[P(t)] > e

(Indication : on pourra remarquer que P est non nul.)

b). Montrer que 1 < N(P).

6. La borne supérieure sup f est-elle atteinte ?

B(0;1)



L2554, Analyse 3.

Corrigé du controle continu du 2 mars 2026.

Exercice 2, 3 pts. :

1. Soit

v (30)

S(Mn—N) = maX{O; n~% n_l} < nt

Comme, pour n € N*,

et comme limn~!' = 0, la suite (S(Mn — N))neN* tend vers 0, par le théoreme des
gendarmes, donc la suite (M,,)nen+ converge vers N pour la norme S.
1 pt.

. Pour tout n € N*, M,, € G car le déterminant de M,, est —n =3 # 0. Si G était fermé
pour la norme S alors, comme la suite (M,,),en+ converge vers N pour la norme S
(cf. 1), sa limite N appartiendrait & G, d’apres le cours. Or, le déterminant de N

est nul donc N ¢ GG. Donc G n’est pas fermé pour la norme S.
2 pts.

Exercice 3, 14 pts. :

1. Soit P € E. Comme, pour t € [—1;1], [t| < 1, 0n a

£(P)| < / IP@)]d < / P()|dt = N(P).

1
0,5 pt.
2. Soit (P;Q) € E?. On a, par lindarité de I'intégrale,
1 1 1
1P - 1@ = [ tpwd - [ 1w = [ 1(pe - aw)d
= f(P - Q).
D’apres 1 en remplacant P par P — (), on a donc

f(P) — f(Q)] = |f(P-Q)] < NP - Q).

Donc f est lipschitzienne pour N. Par le cours, f est continue pour N.
2 pts.



3. Le sous-espace E, est de dimension p + 1 car il est engendré par la famille

4.

{X”; n € [0;p] N N},

qui est libre, car extraite de la base

{X”; nEN}

de E. Comme la boule unité fermée B, de E, est bornée et E, est de dimension
finie, elle est compacte, par le cours. Comme f est continue sur E (cf. 2) donc aussi
sur B, sa borne supérieure sur le compact B, est atteinte, d’apres le cours.

3 pts.

a).

Soit n € N. On a, par parité,

1 1
N(Py = 0) =N(P) = (n+1)/ Lt ae = 2(n—|—1)/ 2t gy
- 0

1

$2n+2 } 1

2n + 2 0

Donc P, € B(0;1).
0,5 pt.
On a, par parité,

1 - 1 - $2n+3 1
P) =(n+1 / t”*dt—2n+1/t"+dt—2n+1
f(R) =+) [ () | (41 3073
_2n+2<1
 2n+3 '
0,5 pt.
Comme

2n + 2 1+ nt
= — 1,
2n+3 1+ 3(2n)~t
quand n — 400, la suite (f(P,))nen tend vers 1.

0,5 pt.

. Pour P € B(0;1), on a, par 1, f(P) < |f(P)] < N(P) < 1, donc 1 majore

I’ensemble
Vo= {f(P), Pe E(O;l)} :

Comme la suite (f(P,))nen est une suite d’éléments de V' et tend vers 1, par
a), 1 =supV (cf. L1). Donc

sup f = supV = 1.
B(0;1)

2 pts.

5. Soit P € E avec f(P) = 1.



a). Si P était nul sur [—1;1] alors, par définition de f, on aurait f(P) = 0.
Contradiction. Donc il existe ty € [—1; 1] tel que P(to) # 0. Soit € = |P(to)|/2 >
0. Comme P et | -| sont continues, |P| est continue par composition. Il existe
donc ¢ > 0 tel que, pour t € [—1; 1] avec |t — ty| < J, on ait

|P(to)| — € < |P(t)] < |P(to)] + €

donc |P(t)| > |P(to)| — € = .

Soit [a;b] :== [ty — 0/2;t0 +6/2] N [—1;1].

Sitg = —1, il existe » > 0 tel que [to;to + r[C [a;b]. Si tg = 1, il existe
r > 0 tel que |tg — r;to] C [a;b]. Enfin, si ty €] — 1;1][, il existe r > 0 tel que
|to — 75 to + [ C [a; b]. Dans tous les cas, b > a.

Sur l'intervalle [a; ], on a bien |P| > e.

2 pts.

b). On a, en utilisant a) et le fait que |t| < 1, pour t € [—1; 1],
a b 1
1 =f(P) = / tP(t)dt—l—/ tP(t)dt+/ tP(t)dt
-1 a b
a 1
1 < ‘/ tP(t) dt‘ + / t P(t) dt‘
b

1§/ Pw|a+ [ |pe |dt+/ ] [P(#)| dt

a

1 g/ |P(t |dt+/ |t|\P(t)|dt+/ |P(t)| dt

1§/}P |dt+/ (Jt] — 1)| Pt |dt:N(P)—/(1—|ty|P )| dt .

b
P dt‘ +

Comme la fonction [a;b]  t — (1 — |t|)|P(t)| est continue, positive et non
identiquement nulle (cf. a), et comme b > a,

b
/(1—175\ |P(t)|dt > 0

donc 1 < N(P).
2 pts.

6. Supposons que la borne supérieure en question soit atteinte en un P € E(O; 1).
Dapres 4, f(P) = 1 donc, d’aprés 5, on a N(P) > 1. Contradiction car, comme
P € B(0;1), N(P) < 1. La borne supérieure n’est donc pas atteinte.

1 pt.



