CHAPTER 4

ANALYTICITE DES FONCTIONS
HOLOMORPHES.

S : fait en salle. T - voir en td. L:alire.

/-J usqu’a présent, on a établi que, pour une fonction f sur un ouvert, on a les équivalences : f
est C} si et seulement si f est C;° si et seulement si f est analytique. Si f est C} alors, par
définition, f est holomorphe. Dans ce chapitre, on va prouver la réciproque, en montrant :
si f est holomorphe alors f est analytique.

Pour ce faire, on va utiliser des primitives. Alors que, pour toutes fonctions f : I — R
continues sur un intervalle I, on a automatiquement des primitives que 1’on peut construire en
utilisant des intégrales, la situation est différente pour les fonctions complexes d’une variable
complexe. Certes, certaines fonctions, comme les polynomes, admettent des primitives (cf.
exemple 1.10) mais la fonction C* 3 2z — 1/z, qui est pourtant C;°, n'en a pas sur C*
(cf. exemple 1.11). Il va donc étre important de trouver un cadre dans lequel 'existence de
primitives est assurée.

On donnera aussi des résultats sur les suites et séries de fonctions holomorphes ainsi que
pour des intégrales dépendant d’un parametre complexe.

4.1 Fonctions holomorphes, primitives et analyticité.

Soit f :  — C continue. Supposons que f admette une primitive F. Dans ce cas, F
est C-dérivable et F” = f. Comme f est continue, F' est C} et donc analytique, par le
théoreme 3.3. Pres de tout point, F' est la somme d’une série entiere donc sa dérivée f aussi
(cf. proposition 2.7). Donc f est analytique donc holomorphe.

Ceci explique pourquoi la conjugaison complexe -, considérée dans ’exemple 1.12, ne peut
avoir de primitive puisqu’elle n’est pas holomorphe (cf. remarques 1.14 et 1.17).

Le fait d’étre holomorphe est donc nécessaire pour avoir une primitive mais ce n’est pas
suffisant comme le montre 'exemple de la fonction f : C* — C, définie par f(z) =1/z.
Soit f : 2 — C holomorphe. Pour construire une primitive F' de f, il est naturel (puisque
c’est ce que 'on fait pour les fonctions de R dans R) de fixer un point zy € €2 et d’utiliser
une intégrale :

F(z) = / f)du
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76 Analyticité des fonctions holomorphes.

le long d'un chemin ~, allant de 2z a z en restant dans . Il y a alors immédiatement
plusieurs questions qui se posent:

~

1. Que fait-on s’il n’existe pas de chemin allant de zy a z 7 Cela ne se produit pas si on
travaille dans un ouvert {2 connexe par arcs.

2. S’il existe un tel chemin, il y a d’autres. On a vu sur des exemples que la valeur de
I'intégrale peut dépendre du chemin choisi. Dans ce cas, on doit préciser le chemin
choisi pour que F' soit bien définie.

3. Définit-on ainsi une primitive de f 7

On rappelle la définition d’un ensemble étoilé, voir la Définition 1.16 a la fin de la Section
1.1. On a vu qu'un ensemble étoilé est connexe par arcs (cf. proposition 1.11).

Définition 4.1. Soit Q C C et zy € Q. On dit que Q) est étoilé par rappor a zy si, pour tout
2 €K, on alzo;2] C Q. On dit que Q est étoilé s’il existe un zy € Q tel que ) est étoilé par
rappor a zi.

Remarque 4.1. Exemples et contre-exemples.

1. Soit zg € C et R > 0. Le disque D(zo; R[ est étoilé par rapport a zy. En fait, comme
D(zo; R[ est conveze, il est étoilé par rapport a tout z; € D(zp; R|. Ceci est aussi vrai
pour le disque fermé D(zo; R]. On a déja signalé ces faits dans la remarque 1.8.

2. C* n’est pas étoilé.
3. Soit zo € C et R >r > 0. L’ensemble D(zo; R[\D(z0; 7] n'est pas étoilé.

4. Soit § € R et Qg := C\ eR*. Soit r > 0. Qq est étoilé par rapport a zy = —re' =
(04
Voir TD.

Définition 4.2. Soit u,v,w € C. On note par T(u;v;w) le triangle (plein) de sommets
u,v,w, défini par

T(u;v;w) = {s(tw+ (1 —t)v) + (1 — s)u; (s;t) € [0;1]*}.

C’est un compact comme image par une application continue du compact [0;1]*. Le bord de
T(u;v;w), noté IT (u;v;w), est la réunion = [u;v]U[v; w]U[w;u] des cotés du triangle. Soit
v la concaténation des chemins C' Wy, Vpay €t Yy (cf. exemple 1.2). C’est un chemin (cf.
proposition 1.19).

vy =v+t(w —v)

w

u+s(vy —u) =u+s(v—u)+ st(w—v)
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4.1 Fonctions holomorphes, primitives et analyticité. 77

Remarque 4.2. Dans le cadre de la définition /.2, on peut_vém’ﬁer que l’ensemble OT (u; v;w)
est bien le bord, au sens topologique du terme, c’est-a-dire T (u; v; w)\T (u; v; w) = T'(u;v; w)\

o

T(u;v;w) = 0T (u;v;w). Voir TD.

Le théoreme qui suit permet de caractériser les fonctions qui admettent des primitives sur
des ouverts étoilés.

Théoréme 4.1. Soit 2 un ouvert étoilé et f : Q — C continue. Alors f admet une
primitive holomorphe sur ) si et seulement si, pour tout triangle T(u,v,w) C ), on a

Aﬂ@@:o.

Ici, 7y est le paramétrage du bord OT (u;v;w) introduit dans la définition 4.2.

Remarque 4.3. Si Q) est étoilé, on peut vérifier que 'inclusion 9T (u;v;w) C Q implique
Uinclusion T'(u;v;w) C Q. Voir TD.

Démonstration du théoreme 4.1. Si f admet une primitive sur §2 alors, le paramétrage
v du bord d’un triangle T'(u;v;w) C  étant fermé, I'intégrale de f le long de v est nulle
par la proposition 1.28.

Supposons maintenant que, pour tout triangle 7'(u; v;w) C Q, 'intégrale de f le long de ~y
est nulle. Soit ug € € un point par rapport auquel €2 est étoilé. Soit zg € 2, on a [ug; 2o] C 2.
On pose

F@izAWfWNw

Comme (Q est ouvert, il existe r > 0 tel que D(zg;7[ C . Soit h € C avec |h| < r. Comme
20+ h € D(zp;7|, 20 + h € Q et, comme Q est étoilé par rapport a ug, [ug; 2o + h] C Q et

F(z+h) = /w f(w)dw.

ug;zg9+h

{ Comme D(zp; r[ est convexe et inclu dans 2, on a [zo; zo + k] C D(zo;7[C Q. Donc le bord
du triangle T'(uo; zo; 20+ h) est inclus dans Q. Comme 2 est étoilé, T (ug; 2o; 20+ h) est inclus
dans €2, par la remarque 4.3. D’apres 'hypothese, l'intégrale de f le long du paramétrage ~
de 0T (20;up; 20 + h) est nulle. Comme 7 est la concaténation 1., +¥ug:z+h+ Vs iz, ON
a, d’apres la proposition 1.23,

0=Lﬂmmu=4

Donc, par la proposition 1.22,

flwydw + |

wuo;zo+h

flw)dw + / f(w)dw.

ENE) wzo+h;zo

ﬂ%+M—F%):/
wuo;zo+h

W S

f(w) dw —|—/ fw)dw = —/w f(w) dw

¢z0;u0 zo+h;zg
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78 Analyticité des fonctions holomorphes.

Comme
1 1
/ ldw = / Lol o (t)dt = / 1-(20+h—2)dt = h,
wzo;zo+h 0 0

on a, par la proposition 1.21,

F(zo+h) — F(z0) — hf(z) = /¢ f(w) dw _/w f(z0) dw

z0;20+h z0;20+h

- [ ) - se)de.
P

z0;20+h

Par la proposition 1.24, on en déduit que

|F(20+h) = F(20) — hf(20)|] < L(Wepzoen)  sup  [f(w) = f(20)] (4.1)

wE€[z0;20+h]

Soit € > 0. Comme f est continue en zy, par hypothese, il existe § €]0;r] tel que
€
VweC |w— 2z <0 = |f(w) — f(20)| < 3
Dong, pour |h| < §, on a

sup | f(w) — f(2)| <

wE[z0;20+h]

|
AN
2

La fonction

h — sup |f(w) — f(z0)]

wE[z0;20+h]
tend donc vers 0 en 0. Comme L(t),..0+n) = |h|, on déduit de (4.1) que F' est C-derivable
en 2o de C-dérivée f(zp). La fonction F' est donc une primitive de f sur . O

Remarque 4.4. Comme on l’a vu a travers la preuve, si on sait que ) est étoilé par rapport
a ug, on peut se restreindre dans le théoréeme précédent aux triangles dont uy est ['un des
sommets. Par ailleurs, le théoréme montre que, au moins dans un ouvert étoilé, si l’intégrale
le long du bord de n’importe quel triangle est nulle alors la fonction admet une primitive et
donc lintégrale le long de n’importe quel chemin fermé est nulle: si on sait ce qu’il se passe
pour les triangles, on récupere ce qu’il se passe pour tous les chemins fermés.

qu'une fonction continue sur un ouvert étoilé {2 admette une primitive. Le point négatif est
que cette condition semble difficile a vérifier dans la pratique: il faut calculer I'intégrale de
f le long du bord de tous les triangles inclus dans 2. On va voir qu’en fait, il suffit que f
soit C-dérivable pour que cette condition soit satisfaite.

/ Le théoreme précédent a l'avantage de donner une condition nécessaire et suffisante pour

Théoréme 4.2 (Goursat). Soit 2 un ouvert non vide et f : Q@ — C holomorphe. Alors,
pour tout (u;v;w) € C3 tels que T(u;v;w) C Q, on a

/f(Z)dZ = 0. (4.2)

Ici, 7y est le paramétrage du bord OT (u;v;w) de T(u;v;w), introduit dans la définition 4.2.
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4.1 Fonctions holomorphes, primitives et analyticité. 79

Remarque 4.5. Attention, on demande que le triangle plein T (u;v;w) soit inclus dans Q
S et pas juste son bord, voir [’exemple ci-dessous.

Exemple 4.1. Soit Q@ = C* et f(z) = 1/z. La fonction f est bien holomorphe sur €.
Prenons le triangle de sommets a = 1, b = e*™/3 et ¢ = e*7/3. Le bord du triangle est dans
Q mais pas son intérieur (0 est a lintérieur du triangle). On va calculer l'intégrale de f le
long du triangle. On a

dz dz dz dz
= = ~ 4+ =+ =
i z wa;b z wb;c z c;a z
T Les segments [a;b] et [c;a] sont inclus dans . sur lequel la fonction f admet comme

primitive, voir la remarque 2.11, la détermination principale du logarithme. On a donc

wa;b c;a < 3

Enfin [b; c] est inclus dans o,0x sur lequel la fonction f admet comme primitive la fonction

Log,. Donc
dz Ar 27 2
/;}b;c 7 = LOgO(C) — L0g0<b) = Z?—Z? = Z?.
D’ou 4 A 5
§:¢§+¢§:2z‘w¢o.

Y

On pourra noter que la valeur de 'intégrale est 2im, la méme que dans le 3 de l’exemple 1.7.
Ce n’est pas un hasard, voir la partie /.2.

Démonstration du théoréme 4.2.  On rappelle que, pour tout (z1;2,) € C?, on note
par v,,.., : [0;1] — C le chemin C' défini par 1,,..,(t) = tz3 + (1 — t)z;, un paramétrage
du segment [z1; z2]. On note que ¥y, = (V225 ) opp-

Soit f : & — C holomorphe et T := T(u;v;w) C Q. Soit v le paramétrage du bord
OT (u; v;w) de T'(u; v;w), introduit dans la définition 4.2. C’est la concaténation des chemins
Yoy Yoaw €6 Yy, dans cet ordre. Soit 4 := (v +w)/2, U := (v +w)/2 et W = (u+v)/2.
On décompose T'(u;v;w) en quatre sous-triangles de la fagon suivante :

T(u;v;w) = T(u;w;0) U T(a;0;w) U T'(w;w;v) U T (G w;0)

soit

PavaN
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80 Analyticité des fonctions holomorphes.

En utilisant les propositions 1.23 et 1.22, on a

A ) £(2)dz

= (2)dz + (2)dz+ [ f(z)dz
wuﬂ) w’ll?w ww;u

= (z)dz + (z)dz + (z)dz + (2)dz + (2)dz+ [ f(z)dz
wu;u',v wu?;v %;a wﬁ;w 1/"11);1") wﬁ;u

= (2)dz + (z)dz + (z)dz+ [ f(2)dz
wu;'d) wu?;'ﬁ w'ﬁ;ﬂj wi};u
+ | f(z)dz+ (z)dz + (2)dz+ [ f(2)dz
'lz)u');v 1/11;;12 d}ﬁ;u“) w'u“);’&
+ [ f(z)dz+ (z)dz + (z)dz+ | f(2)d=.
Vasw Yo V.4 Yao

On est passé de la troisieme ligne a la quatrieme en regroupant le premier et le dernier
terme et en ajoutant 0, en regroupant les deuxieme et troisieme termes et en ajoutant 0, en
regroupant les deux termes restant et en ajoutant 0.

On note par Yr(ape) le paramétrage du bord du triangle T'(a; b; c) (selon la définition 4.2).
On a

/w f(z)dz

= z)dz z)dz z)dz z)dz z)dz z)dz
/7 G RE +L CLSYRE +A feds+ [ £2)

T (u;w;v) T (w;v;a) T (a;w;v) wﬁ;ﬁ

= / f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)dz. (4.3)

VT (u;@;9) VT (w;v;a) VT (;w;) VT (a;9;%)

Soit &1 'ensemble des quatre triangles inclus dans T' qui apparaissant dans (4.3). Soit 77 € &

tel que
d f(z)d
/W f(z)dz /VT1 (z)dz

En notant Ty = T = T'(u;v;w), on a donc, par (4.3),

/wo fleydz| < 3 A f(z)dz /m (=) dz] .

Te&
On remarque la longueur de yp, vérifie L(yr,) = L(vg,)/2. Soit (ug;ve;wp) = (u;v;w) et
soit (u1;v1;w;) les sommets de 7.
Supposons construits, pour un n € N*, des triangles Ty D T} D --- D T, tels que, pour tout
je N N[0 —1)), Tj = T(uy;v55w;), L(yry,,) = Lyr)/2 et

[w. f(2)dz /WT F(2)dz] .

J+1

VTGgl, <

< 4 (4.4)

< 4 (4.5)
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On reprend 'argument menant a (4.4) en remplagant Ty = T par T,,, le nouveau triangle T3
par Ty1 = T(Unt1; Vng1; Uns1) €6 E par

{T(un; un—i—vn‘ un—i—wn) : T(un—l—vn‘ ‘vn—i—wn)

Ent1 = 5 T o 5 U5
- T(anrwn;wn;unern); T(vn+wn;un+wn;un+vn>}.
2 2 2 2 2

Soit T,,11 € &1 tel que

VTE€n+17 S

/YT f(z)dz

Donc (4.4), avec Ty remplacé par T, & remplacé par &,,1 et Ty remplacé par T),q, est
valide. Enfin, on a aussi L(vr,,,) = L(vr,)/2.
Par récurrence, on a construit une suite décroissante de triangles (7},),, avec Ty = T' vérifiant,

pour tout j, L(yz,,,) = L(vr;)/2 et (4.5).

/7 f(z)dz| .

Tp+1

U1
V2

w = Wy U = Uy = Uy
wy = Wws U2

Par récurrence, on vérifie que, pour tous n € N, L(y,) = L(y7)2™" > 0 et

/WT f(z)dz LTH f(z)dz

Pour tout n, on a |u,+1 — u,| < L(yp,) = L(y7)27", terme général d’une série géométrique
convergente. La série Y (u,+1 — uy,) converge donc absolument donc converge vers un z{, (cf.
L2). Pour 2y := 2z + ug, on a, pour tout n > 0,

< an . (4.6)

n—1

/
Up — 20 = g (U1 —ug) — 2z, — 0,
k=0

quand n — co. Comme
[Un — | + W, — us| < L(vyp,) = L(yr)2™" — 0,

quand n — oo, comme
lon, — 20| < |vn — un| + |un — 20|

et comme
lw, — 20| < |wn — un| + |u, — 20/,
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on en déduit que les suites (v,), et (w,), convergent aussi vers zp. Comme les termes
u, € T, C Ty = T, pour tout n, et comme T est fermé, zg € T. Comme T C € et  est
ouvert, il existe r > 0 tel que D(zp;r[C Q. Par hypothese, f est holomorphe en z; donc il
existe une fonction 7 : D(z; 7r[— C tendant vers 0 en 2 telle que

Vze D(zo;r[, [f(z) = f(z0) + f(20) (2 — 20) + (2 — 20)n(2). (4.7)

Comme les suites (,)n, (vn)n €t (wy,), convergent vers zp, il existe N € N tel que, pour
n > N, u, € D(z0;7], v, € D(20;7] et u, € D(zp;7r[. Soit n > N. Comme D(zp;7]| est
convexe (cf. remarque 1.8), T, C D(zo; 7| et, comme D(zo; 7| est étoilé (cf. remarque 1.8
et proposition 1.11), T,, C D(zo; ] (cf. remarque 4.3).

En utilisant (4.7), le fait que la fonction polynomiale z — f(29) + f'(20) (2 — 29) admet une
primitive, le fait que les chemins considérés sont fermés et les propositions 1.28, 1.21 et 1.24,
on obtient, pour tout n > N,

/m f(z)dz

B /7 fz)dz / (f(z0) + f'(z0) (= = 20)) d2

VT

_ / (£2) = (F(0) + F'(20) (= — ) ) 2

VT

< L(yr,) sup |z — 2l [n(2)]

z€T),

= /Wn (z—20)n(2)dz

L(yr
< (Q—R) sup |z — zo| [n(2)]. (4.8)
z€Ty,

Soit n > N. Comme la suite (7},), est décroissante, 2y est aussi la limite de la suite (u,)p>n
d’éléments de T,, et, comme T,, est fermé, zo € T,,. Pour z € T,,, on a |z — z| < L(vr,)/2
(cf. TD). Donc

1
Lrs,) sup 1) = 5 =0 sup In2)]
ZGTn ZETn

N | —

sup [z — zof [n(2)] <

ZGTn

On déduit de (4.6), (4.8) et de I'inégalité précédente que, pour tout n > N,

[ s L)’

. L)’
< 4 sup [n(z)| = sup [n(z)]. (4.9)
Soit € > 0. Comme 7 tend vers 0 en zg, il existe § > 0 tel que

2 X 47’1 z€Th, 2 z€T,

Vze D(zgr[, [z—2| < d = |n(z)| <
L(vr)

Soit Ny € (N N [N;+oo|) assez grand pour que L(yr)2 NM~! < §. Pour n > Ny, on a, pour
z €T,

|2 — 20| < = <0
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donc |n(z)] < 2¢/L(vr)? et donc

2¢
sup [n(z)] <

z€Ty L(")/T)2 '

En reportant dans (4.9) pour n > N; > N, on obtient

[y BEL

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a prouvé (4.2). O

< €.

La premiere conséquence du Théoreme de Goursat est que, dans un ouvert étoilé, toutes les
fonctions holomorphes ont des primitives.

Théoreme 4.3. Soit Q un ouvert étoilé et f : Q0 —> C holomorphe. Alors f admet une
primitive sur ). En particulier, pour tout chemin fermé v dont l'image est incluse dans §2,

Lf(z)dz =0.

Démonstration. Comme f est holomorphe, son intégrale le long du bord de n’importe
quel triangle inclus dans €2 est nulle, d’apres le théoreme de Goursat (cf. théoreme 4.2).
Puisque 2 est étoilé, le théoreme 4.1 garantit que f admet une primitive sur 2. D’apres la
proposition 1.28, on a le dernier résultat, puisque v est fermé. 0]

Remarque 4.6. L’ hypothése sur S est importante ! Dans U'exemple 1.7, la fonction f(z) =
1/z est holomorphe mais son intégrale le long du cercle C(0;1) n'est pas nulle. Cette
hypothése n'est pas toujours indispensable. La fonction g : C* > z + 1/2* est holomorphe
sur C*, qui n’est pas étoilé, mais son intégrale le long de n’importe quel chemin fermé est
nulle puisque g admet —f comme primitive (cf. proposition 1.28).

Corollaire 4.1. Soit Q) un ouvert étoilé et f : Q@ — C holomorphe. Pour tous z1, zo € ) et
tous chemins 1,72 a valeurs dans € et allant de z1 a z3, on a

/M F(2)ds = /7 f(2)dz.

Démonstration. Soit v = Vl—T—(vg)Opp, qui est bien défini car v, s’arréte en 2o et (V2)opp
commence en z;. C’est un chemin (cf. proposition 1.19) qui est a valeurs dans §) car 7 et
72 le sont. Comme 7, commence en z; et (V2)opp S'arréte en zq, v est fermé. Comme f est
holomorphe sur €2, qui est étoilé, le théoreme 4.3 donne

0 = /yf(z)dz = /71 f(z)dz+/(w2)

(cf. proposition 1.22), ce qui donne le résultat. O

f(z)dz = /71 f(z)dz — /72 f(z)dz

opp

Une seconde conséquence du théoreme de Goursat est une amélioration du théoreme 3.3 :
il suffit de supposer que f est holomorphe, pas besoin de demander que sa dérivée f’ soit

| continue.
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84 Analyticité des fonctions holomorphes.

Théoreme 4.4. Soit 2 un ouvert et f : Q@ — C holomorphe. Alors f est analytique.

Démonstration. On suppose f holomorphe. On veut montrer que f est DSE en tout
zp € Q. Soit donc zy € Q. Comme € est ouvert, il existe r > 0 tel que D(zo;r[C Q. Pour
tout triangle T'(a;b; ¢) inclus dans D(zo; [, T'(a;b;c) est inclus dans Q et, par le théoreme
de Goursat (théoreme 4.2), l'intégrale de f le long du paramétrage du bord de T'(a; b; c) est
nulle. Comme D(zp; | est étoilé (cf. remarque 1.8 et proposition 1.11) et comme f y est
continue (puisque holomorphe), le théoréeme 4.1 garantit que f admet une primitive F' sur
D(zp;7[. La C-dérivée F' = f de F est holomorphe donc continue. Donc F' est C} sur
D(zp;r[. Par le théoreme 3.3, F est analytique donc DSE en z,. Par la proposition 2.7, sa
C-dérivée F' = f 'est aussi. O

Remarque 4.7. Comme une fonction holomorphe est analytique, elle vérifie toutes les
propriétés vues au chapitre précédent : formule de Cauchy, zéros isolés, prolongement
\_wtique, principe du mazximum, théoréme de Liouville.

La validité de l'unicité du prolongement analytique pour les fonctions C-dérivables justifie
lutilisation du vocable “holomorphe” pour désigner la C-dérivabilité. Le mot “holomorphe”
vient du grec holos “entier” et morphé “forme”. L’unicité du prolongement analytique dit
précisément que la “forme” globale de la fonction est déterminée par sa “forme” locale, sa
forme est donc “entiére”.

Remarque 4.8. On a vu dans le théoreme /.3 que, sur un ouvert étoilé, toute fonction
holomorphe possede une primitive. Le théoréeme 4./ ci-dessus montre que cette condition
d’holomorphie est en fait nécessaire pour avoir une primitive. En effet, si une fonction f
admet une primitive F', alors F' est holomorphe donc analytique. Sa dérivée F' = f est donc
aussi analytique et en particulier holomorphe (cf. définition 3.2).

Conclusion : dans un ouvert étoilé, les fonctions qui admettent des primitives sont exactement
les fonctions holomorphes.

Attention, on rappelle que, si Q) n’est pas €toilé, alors une fonction holomorphe peut ne pas
avoir de primitive.

Il se trouve que la réciproque du théoreme de Goursat est vraie :

Théoréme 4.5 (Morera). Soit Q un ouvert non vide et f : Q — C continue. Si, pour
tout (a;b;c) € C® tel que T(a;b;c) C Q, Uintégrale de f le long du paramétrage du bord de
T(a;b;c) est nulle, alors [ est holomorphe sur €.

Démonstration. Soit zp € 2 et 7 > 0 tel que D(zp;7[C 2. Comme D(zp;7)[ est étoilé,
I'hypothese et le théoreme 4.1 assurent que f admet une primitive F' sur D(zg;r[. Comme
dans la preuve du théoreme 4.4, on montre que f est analytique sur €2 donc holomorphe sur

Q (cf. définition 3.2). O
NS )

Remarque 4.9. Dans tout ce qu’on a fait dans cette section, on peut généraliser un peu
I’hypothése sur €2 et remplacer la notion d’ouvert étoilé par celle d’ouvert dit simplement
connexe. L7idée de ) simplement connexe est qu’il n’y a pas de “trou a l'intérieur” de €.
Autrement dit, quel que soit le lacet qu’on prenne dans ), tout ce qui est a “lintérieur du
lacet” est dans ). La notion d’ouvert étoilé est amplement suffisante pour ce qu’on fera par
la suite, on se restreindra donc a ce cadre plus simple a définir proprement.
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4.1 Fonctions holomorphes, primitives et analyticité. 85

On termine ce paragraphe par une application du théoreme 4.3. On va I'utiliser pour calculer
la transformée de Fourier de la fonction f : R — R définie par f(z) = exp(—z?/2). Celle-ci
joue un role important en mathématiques et en particulier en théorie des probabilités (voir
le cours de Probabilités du S6).

On donne tout d’abord la définition de la transformée de Fourier d’une fonction. Soit ¢ :
R — C une fonction continue et intégrable, i.e. telle que I'intégrale

[l

soit convergente. La transformée de Fourier de g est la fonction g : R — C définie par

~ 1 e —itx
i(t) = E/ et g(z) da,

I'intégrale précédente étant absolument convergente. Le préfacteur 1/4/27 est une normalisation
qui peut varier selon les livres.

On peut vérifier que la fonction f est intégrable sur R. La transformée de Fourier f de f est
donc bien définie. On peut aussi montrer que

/_:O f(x)dz = V2r.

Cela donne f (0) = 1. Pour déterminer explicitement f, on introduit la fonction holomorphe
h : C — C donnée par h(z) = exp(—2%/2). On fixe un ¢t € R. Pour tout R > 0, soit vg
la concaténation des chemins rectilignes ¥_pg.gr, Yr.r+it, Vrtiti—Rrtit €6 V_pii.—r. Clest un
chemin (cf. proposition 1.19).

—R+t 1t R+t

-R R

Comme h est holomorphe sur C, qui est étoilé, on peut appliquer le théoreme 4.3 a h ce qui
donne, pour tout R > 0, comme le chemin g est fermé,

0 = /h(z)dz
YR
= / h(z)dz+/ h(z)dz+/ h(z)dz —|—/ h(z)dz
Y_R;R YR;Rtit YRtit;— Rtit Y_Riyit;—R

R t R t
= / e Ay +/ e~ (FH)*/2; e~ (THID/2 4g —/ e~ (1492 45 (4.10)
R 0 -R 0

Comme f est intégrable sur R, on a

e @2y = V2.

R 2
lim e 2 Ay
R—+o00 R

-
s

—0o0
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86 Analyticité des fonctions holomorphes.

Pour R > 0, on a

R it 2 2 t2 R it 22 t2 R it m2
e 24y = o7 e dr = ez e e T dx
-R -R -R

et, comme f est intégrable,

2

t2 R it z2 2 Feo it z2 t2 4
lim ez e e Tz dr = e e ez dr = V2me? f(t).

< /
0

qui tend vers 0, quand R — +oo. Donc

t t
lim < / o~ (BHis)*/2; 4 _ / e_(_R“S)Q/%ds) - 0.
R—+400 0 0

On obtient donc, pour tout ¢t € R, en passant a la limite R — +oo dans (4.10),

[e.o]

Soit 0 € {—1;1}. On a

Y

t [¢]
a/ e—(aR+is)2/2Z-dS e—(aR-i—is)Q/Q‘ ds = / e(—R2+s2)/2 ds < |t‘e(—R2+t2)/2
0 0

0 = Vo1 — V2meT f(t) + 0 soit f() = o = f(1),

i.e. la transformée de Fourier de f est elle-méme.

4.2 Indice d’un point par rapport a un chemin fermé.

Soit 29 € C, r > 0 et v,y : [0;27] D ¢+ 29 + re' € C, qui est un lacet C* d’image C(z29;7)
(cf corollaire 2.4). On a vu dans la proposition 2.9 (cf. (2.15) et (2.16)), que

1 1

2 oo W Z
23T

dw =1, sizé€ D(z;r[,

=0, siz¢&D(z0;7].
Pour n € N*, soit v, la concaténation de n copies de ... Par le corollaire 1.3, on a

1 1

2w W —2Z

dw = n, sizeée D(z;r|.

Si A, est la concaténation de n copies de (7., )opp alors, par la proposition 1.22, on a

1 1

20T 5 W— 2

dw = —n, sizé€ D(zy;r|.

Autrement dit, pour  I'un des chemins précédents et pour z & C(zo;7), la quantité

1 1

A% N W=z

dw

est un entier (!) qui compte le nombre de tours que le chemin ~ fait autour de z, le nombre
étant strictement positif si v tourne dans le sens trigonométrique positif, et strictement
négatif si v tourne dans le sens trigonométrique négatif.
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4.2 Indice d’un point par rapport a un chemin fermé. 87

K_Déﬁnition 4.3. Soit v : [a;0] — C un chemin fermé d’image I := ~([a;b]) et z ¢ T'. On

appelle indice de z par rapport a v la quantité

1 dw
Ind(vy;2) = %/w—z'
ol

Remarque 4.10. Dans ['exemple j.1, on a calculé ["indice de O par rapport au paramétrage
du bord du triangle T(l;ei2”/3;ei4’7/3). On a trouvé que cet indice était égal a 1, ce qui
correspond a l'intuition selon laquelle le chemin tourne une fois autour de 0 dans “le sens
trigonométrique positif”.

Théoréme 4.6. Pour tout chemin fermé «y : [a;b] — C d’image I et tout z ¢ T', l'indice
Ind(v; 2) est un nombre entier relatif.

Démonstration. On commence par le cas ot 7 : [a; a] —> C. Par définition de I'intégrale
sur v (cf. définition 1.26), Ind(~; 2) est nul, pour tout z ¢ I.

On suppose que v est de classe C' avec a < b. Pour t € [a;b], soit v la restriction de v &
la;t]. Soit ¢ : [a;b] — C définie par

olt) = exp([ﬁ wdi“z) ~ exp (/:%ds) |

En particulier, ¢(b) = exp(2imInd(y; 2)). D’apres les propriétés de 'exponentielle complexe
(cf. théoreme 2.1), il suffit de montrer que ¢(b) = 1 pour avoir le résultat cherché.
Comme ’exponentielle est holomorphe (cf. théoreme 2.1), ¢ est C! et

7'(t)
V() — 2

(cf. proposition 1.27). Soit ¢ : [a; b] — C définie par ¥(t) = ¢(t)/(7(t) — z). La fonction ¢
est aussi C'!, par quotient, et, par (4.11),

P'(O)(v#) = 2) = p(t)Y'(?)

(v(t) = 2)?

En particulier, la dérivée de Rew et celle de Imy) sont nulles sur [a;b] (cf. remarque 1.10).
Ces fonctions sont donc constantes. Donc 1 est constante et 1(a) = 1(b). Comme 7 est
fermé, v(b) = v(a), ce qui donne ¢(b) = ¢(a) = exp(0) = 1.

Passons au cas ol v est C'' par morceaux avec a < b. Soit 7 = +j<x<,V& la concaténation
issue de la proposition 1.19 avec vy : [tg—1;tx] — I'. On considere les mémes fonctions ¢ et
Y. Pour 1 < j <netté€l[tji;t;], on a, en posant 7; = +1<k<j 17, en notant par (7;); la
restriction de ; a [t;_1;t] et par v, celle de vy a [a; ],

/ dw _/ dw +/ dw
v W — 2 5, W — = (y)e W — 2

et, par le 3 du théoreme 2.1,

p(t) = exp ([y wdiu Z) exp </(mt wdiu z) :

P(t) = w(t), (4.11)

v =

— 0. (4.12)
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88 Analyticité des fonctions holomorphes.

Donc ¢ est C* sur [t;_1;t;]. En appliquant I'argument précédent sur [t;_;;¢;], on obtient
©(tj—1) = p(t;). Ceci étant vrai pour tout j, on a ¢(a) = ¢(b). On termine la preuve comme
dans 'argument précédent. 0

Etant donné un chemin fermé v d’image I', on s’intéresse a l'application Ind, : C\T' — C
qui, a z ¢ T, associe son indice Ind(y; z) par rapport a v. On rappelle que, comme ~ est
continu et défini sur un compact, I' est un compact de C et C \ I" est un ouvert non borné
de C. De plus, par le théoreme 4.6, Ind,, est a valeurs dans Z.

Proposition 4.1. Soit v un chemin fermé d’image I' et Q@ = C\ I'. Alors l'application
Ind, : Q@ — 7Z est

1. continue sur €);
2. constante sur chaque sous-ensemble connexe par arcs () de §Q;
3. nulle sur un sous-ensemble non borné et connexe par arcs €2 de €.

4. nulle sur C\ D(0; R], pour un certain R > 0.

Démonstration. Soit zyp € 2. Comme  est ouvert, il existe 79 > 0 tel que D(zo; o[ C Q.
Soit r €]0;r¢[. La distance de D(zp;r] & I":

p = inf{|z — w|; z € D(20;7], weT}

est strictement positive (cf. TD ou L2). Soit (z;2') € (D(z¢;7])%. D’apres la proposition 1.21,

1 1 1 1 — 2
Ind,(z) — Ind,(2") = — ( — /) dw = —/ S dw
¥ o

\ 2im w—z w-—2z 2im (w — 2)(w — 2')

donc, en utilisant la proposition 1.24, on obtient

L) |z = 2| 1 L) |z = 7|
27 wer |w — z||lw — 2| — 27p '

Ind,(2) — Ind,(2)| <

Cela montre que Ind, est L(v)/(2mp?)-lipschitzienne sur D(zg; 7], donc continue en z5. Ceci
étant vrai pour tout 2y € €2, Ind, est continue sur €.

Soit 2 un sous-ensemble connexe par arcs de €. La restriction de Ind, a Q) étant continue
et a valeurs dans Z, elle est constante, par la proposition 1.17.

Soit © un sous-ensemble non borné et connexe par arcs de . Comme I est compact, il existe
R > 0tel que I' C D(0; R]. On note que I'ouvert C\ D(0; R] est connexe par arcs et est inclus
dans Q. Comme Q est non borné, il existe z € Q tel que |z| > R. Donc z € Q N (C\ D(0; R))
et I'ensemble Q U (C\ D(0; R]) est connexe par arcs et est inclus dans €. La fonction Ind,
est donc constante sur cet ensemble (cf. 2). Pour tout n € N avec n > max(2R; L(vy)/7), on
a, grace a la proposition 1.24,

1
2nm

Ind, (n)| =

nm

/7% L 1dw' < ) (4.13)

puisque, pour tout w € I' C D(0; R], 1 < [(w/n) — 1| + |w/n| < [(w/n) — 1| + (1/2) donc
|(w/n) —1| > (1/2). Comme le majorant dans (4.13) est strictement inférieur & 1 et comme
Ind, est & valeurs enticres, Ind, (n) = 0. Comme Ind, est constante sur Q U (C\ D(0; R]),
auquel n appartient, Ind, est nulle sur cet ensemble. Cela prouve 3 et 4. U
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4.3 Formule de Cauchy générale. 89

Remarque 4.11. En TD, on donne une méthode pratique de calcul de ["indice d’un point
par rapport a un chemin.

Remarque 4.12. Etant donné un ouvert Q, on peut montrer que 2 se décompose de facon
unique comme une réunion disjointe de domaines, i.e. de sous-ensembles ouverts et connezes
par arcs. Ces ensembles sont appelés les composantes connexes de . Lorsque §) est le
complémentaire de l'image T' d’un chemin, £ contient le complémentaire d’un disque D(0; R],
qui est connexe par arcs, et on a exactement une de ces composantes connexes qui est non
bornée. On peut alors reformuler la proposition 4.1 en disant que lindice par rapport a -y
est constant sur chaque composante connexe de Q = C\T' et qu’il est nul sur la composante
connexe non bornée.

Remarque 4.13. On sait plus de choses sur l'indice par rapport a un lacet . Il se trouve que
le complémentaire de l'image de v a une unique composante connexe non bornée (I’extérieur
de 7y) et une unique composante connexe bornée (l'intérieur de ). Il se trouve que l’indice
par rapport a v est a valeurs dans {—1;0;1}. Sur la composante connexe non bornée, cet
indice est nul (cf. proposition 4.1). Sur la composante connexe bornée, il est constant égal
a1l ou égal a —1. On peut définir ['orientation du lacet en fonction de cette derniére valeur
(positive si cette valeur est 1, négative si cette valeur est —1).

Tout ceci est particulierement difficile a démontrer et fait partie d’un théoréme de Jordan.

4.3 Formule de Cauchy générale.

Dans la proposition 3.4, on a montré, pour une fonction f : Q — C de classe C}, zp € Q et
r > 0 tel que D(zp;r] C 2, les formules (3.4) et (3.5) que 'on peut regrouper, en utilisant la
notion d’indice, en la formule

f(w)

w—z

Vze (Q\Clz;r)), / dw = 2im f(z) Ind (V205 2)

ol Vaur ¢ [0;27] D ¢+ 29 + re™ est un paramétrage du cercle C(zg;7) (cf. corollaire 2.4).
D’apres le théoreme 4.4 et la proposition 3.1, une fonction holomorphe sur €2 y est analytique
donc de classe C}. La formule précédente s’applique donc & une fonction holomorphe. C’est
la formule de Cauchy pour les cercles. Le résultat suivant montre que cette formule reste
valable dans un ouvert étoilé si ’on remplace le paramétrage du cercle par un chemin fermé.
Cette formule de Cauchy générale jouera un role important dans le chapitre suivant (cf.
théoreme 5.1).

Théoréme 4.7 (Formule de Cauchy). Soit Q un ouvert étoilé, f : Q@ — C une fonction
holomorphe, v un chemin dont l’image I' est incluse dans Q et z € (Q\I'). On a alors

% %dw = f(2)Ind(y;2). (4.14)

Démonstration. Pour w € T, on écrit f(w) = (f(w) — f(2)) + f(z) et on applique la
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R
proposition 1.21. On a donc
fw) = JE) . [ G
y W — z w — z W = 2
f Jlw) = ) dw + 2im f(2) Ind(y; 2) . (4.15)
w — z

Soit g : @ — C définie par g(z) = f’(z) et, pour w # z, g(w) = (f(w) — f(2))/(w — 2).
Par la proposition 1.27 et la définition 1.31, g est holomorphe sur Q2 \ {z} et continue en z.
D’apres le théoreme 4.4, f est DSE en z : il existe R > 0 et une suite (a,), de complexes
(suite dépendant de z) tels que

Vwe D(z;R[, f(w) +Z%UJ—Z
n=1
Pour w € D(z; R[\{z}, on a donc

oo
—1
ganw—z .

n=1

Comme les deux membres de cette égalité sont continus au point z, cette égalité est valable
pour w € D(z;R[. Par la proposition 2.7, g est holomorphe au point z. Donc g est
holomorphe sur Q) et, comme () est étoilé, 'intégrale de g le long du chemin fermé ~ est
nulle, par le théoreme 4.3. En reportant ce résultat dans (4.15), on obtient (4.14). O

Application de la formule de Cauchy générale. On veut calculer

—+o00
I ::/ cos(t) 4
0

1+1¢2

os(t)

(; o est intégrable sur [0, +oo[ car |g(t)| = O (1/t*) en +oc,

Notons que la fonction g(t) =

donc I est bien définie.
On considere, pour tout R > 0, le chemin I'g donné par la concaténation de vy : [0;1] 5 t —
Rt + (1 —t)(—R) et de 7 : [0; 7T] 5t + Re™ (cf. proposition 1.19 et corollaire 2.4)

Y

V2

et on calcule
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4.4 Suites et séries de fonctions holomorphes. 91
—

Soit f:C\{i;—i} — Cet h:C\ {—i} — C définies par

(¥

(¥ e

f(z) = et h(z) =

1+ 22 241

Elles sont holomorphes comme quotient de fonctions holomorphes. On a, en utilisant la
partité de cosinus et I'imparité de sinus,

R it R R _:
e cos(t . sin(t

/f(z)dz:/ 2ohe:/ —(zdt—l—z/ ) 4
- _pl+t _pl+t _pl+t

R
- 2/ cos) 4 —y o1,
o 1412

quand R — +o00. De plus, pour R > 1,

exp (iRe") . 4 ™ lexp (—Rsin(t) + iR cos(t))]
z)dz '/ e 11 ><2Re dt’ < /0 R 11| Rdt
™ exp (—Rsin(t))
< dt
< [ R
TR  Ro
< fro — 0.

Par ailleurs, comme h est holomorphe sur l'ouvert étoilé {z € C; Im(z) > —1} et comme
f(2) = h(2)/(z — i), pour z appartenant a I'image de I'g, on a, par la formule de Cauchy
appliquée a h,

. f(z)dz = /FR j(_z)z dz = 2imrh(i) Ind(Tg;i) = Qiﬁil = g
Ainsi
T
o= . f(z)dz = /71 f(z)dz—k/w2 f(z)dz — 21

quand R — +o00. D’ou I = 7/(2e).

4.4 Suites et séries de fonctions holomorphes.

Si (fy)n est une suite de fonctions continues définies sur 2 C C et qu’elle converge uniformément
vers f alors f est continue (cf. proposition 1.14). Si on suppose, de plus, que les f, sont
holomorphes (avec 2 ouvert), on voudrait savoir si f est aussi holomorphe. Les résultats
de L2 réclament une condition de convergence uniforme sur les différentielles de f,, pour
conclure que f est différentiable. On va voir que 'hypothese d’holomorphie permet d’éviter
cette condition supplémentaire. C’est une autre manifestation de la “rigidité” des fonctions
holomorphes.

Théoréme 4.8. Soit Q un ouvert non vide, (f,), une suite de fonctions holomorphes sur
Qetf:Q— C. On suppose que (f,)n converge vers f uniformément sur tout compact
K C Q. Alors f est holomorphe sur Q). De plus, la suite (f]), des C-dérivées converge vers
la C-dérivée [’ de f, uniformément sur tout compact K' C €.
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92 Analyticité des fonctions holomorphes.

Remarque 4.14. Soit (f,), une suite de fonctions continues sur Q, qui converge vers f
uniformément sur tout compact K C ). Cela nimplique pas la convergence uniforme de
(fn)n sur Q, comme on le montre dans l’exercice 2.1. On ne peut donc pas appliquer a cette
suite la proposition 1.14 sur ). Malgré cela, f est continue sur ). Vérifions-le.

Soit zg € Q2. Comme Q est ouvert, il existe R > 0 tel que D(zo; R[C Q. Soit r €]0; R[. La
convergence uniforme de (f,)n sur le compact D(0;r], qui est inclus dans Q, garantit, via la
proposition 1.14, la continuité de f en zy. Ceci étant vrai pour tout zg € 2, f est continue
sur 2.

Démonstration du théoreme 4.8. Tout d’abord, on sait, par la remarque 4.14, que f
est continue sur €.

Soit T" un triangle inclus dans 2 et 7 le paramétrage de son bord (cf. définition 4.2). Comme
T est compact, (f,), converge uniformément sur 7' donc aussi sur son bord 97, et, par la

proposition 1.20, on a
/ f(z)dz = lim [ f.(2)dz
~ n—oo v

Pour tout n, f, est holomorphe donc, par le théoreme de Goursat (cf. théoreme 4.2),

[yfn(z)dz = 0 donc Lf(z)dz -

Par le théoreme de Morera (cf. théoreme 4.5), f est holomorphe sur 2.
Soit K’ un compact inclus dans Q2. Comme C \ Q est un fermé disjoint de K’, la distance

2p = inf{Jjw — z[; we K', z€ (C\Q)}
est strictement positive, ’ensemble
= {z€C; JweK'; |z—w| < p}

est un compact disjoint de C \ Q (cf. proposition 1.9). En particulier, pour tout z € K’,
D(z;pl C K C Q.

Pour tout n, on a, d’apres les inégalités de Cauchy pour la C-dérivée premiere (3.7) appliquée
a la fonction holomorphe f,, — f en un point z € K’,

1! 1
fi(2) = F(2)] < = sup |fu(w) = f(w)] < = sup [fu(w) — f(w)|
P weD(z;p)] P wek
donc )
sup [ fn(2) — f'(2)] < = sup |fa(w) — f(w)].
2€K’ P wekK
La convergence uniforme de (f,), sur K implique donc celle de (f}), sur K. O

Remarque 4.15. Sous les hgpotheses du théoreme 4.8, on peut vérifier par récurrence que,
pour tout k € N, la suite ( fn n converge uniformément vers f) sur tout compact K C Q.

En appliquant le théoreme 4.8 a la suite des sommes partielles, on obtient immédiatement
la version suivante pour les séries de fonctions holomorphes.
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Théoréeme 4.9. Soit Q un ouvert non vide, (f,)n une suite de fonctions holomorphes sur
Qetf:Q— C. On suppose que la série Y f, converge vers f uniformément sur tout
compact K C Q. Alors [ est holomorphe sur Q, la série Y f! converge vers f' sur tout
compact K C Q) et

VeeQ, f(z) = > fiz).

n=0

Exemple 4.2. Pour n € N*, soit f, : C — C définie par
fn(z) - - e—zln(n) ]

Comme composée et produit de fonctions holomorphes, f, est holomorphe sur C.
Soit Q := {z € C; Re(z) > 1} et, pour a > 1, F,, :={z € C; Re(z) > a}. Pour z € F,,
ful2)] = e OO <
= =
et, comme la série anl 1/n® converge, > f, converge normalement, et donc uniformément,
sur le fermé F,,. En particulier, >, f, converge simplement sur F, et, comme ceci est valable
pour tout a > 1, > f,, converge simplement sur Q). Sa somme f est donnée sur Q par

o) =3

n=1

Soit K un compact inclu dans 2. Comme Re est continue, elle atteint son minimum sur
K en un point zgp € K C Q. Pour a = Re(zy) > 0, on a K C F,. Par la convergence
normale précédente, on en déduit la convergence normale sur K de», f, donc la convergence
uniforme sur K de Y f, vers f. Par le théoréme 4.9, f est donc holomorphe sur Q.

Cette fonction f est appelée fonction zeta de Riemann et joue un role tres important en
mathématiques, en particulier en théorie des nombres.

/ 4.5 Fonctions holomorphes définies par une intégrale.

En L2, les intégrales sur un intervalle de R et dépendant d’un parametre ont été étudiées.
Que se passe-t-il lorsque le parametre est complexe et que 'intégrande est holomorphe en
ce parametre 7 On va voir que ’holomorphie de 'intégrale s’obtient sous des hypotheses
moins restrictives que celles vues en L2 pour la dérivabilité partielle d’intégrales dépendant
! de parametres réels.

On admet la conséquence suivante du théoreme de convergence dominée de Lebesgue (cf.
cours d’intégration).

Théoreme 4.10. Soit 2 un ouvert non vide de C, soit I un intervalle de R et f: IxQ) — C
une fonction. On suppose que,

1. pour tout z € Q, la fonction I >t — f(t;z) est continue par morceaux,

2. pour tout t € I, la fonction Q2 3 z +— f(t;2) est holomorphe,
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r’: pour tout compact K C Q, il existe g : I — R continue par morceauz telle que, pour
tout (t;z) € I x K, |f(t;2)| < g(t) et [, g(t)dt converge,

Alors la fonction F : Q — C donnée par

i F(z) = /If(t;z)dt

est bien définie et est holomorphe sur ). De plus, pour tout z € €,

F'(z) = / gi (t:2) dt, (4.16)

ot 0/0z est l'opérateur différentiel (0/0x — i0/0y)/2 (cf. définition 1.33).

Remarque 4.16. Pour celles et ceur qui suivent le cours de théorie de la mesure, et donc
[intégrale de Lebesque, vous pouvez bien entendu remplacer, ci-dessus et dans la suite, les
hypothéses “I > t — f(t;z) est continue par morceauz” et “g : I — R coninue par
morceaux” par “I >t f(t;z) est mesurable” et “g mesurable”.

Une application immédiate du théoreme 4.10 donne une formule de Cauchy (cf. théoreme 4.7)
pour toutes les dérivées d’une fonction holomorphe.

Proposition 4.2 (Formule de Cauchy pour les dérivées.). Soit Q un ouvert étoilé et f :
Q) — C holomorphe. Soit v : [a;b] — Q (a < b) un chemin fermé et z € (Q\ vy([a;0])).
Alors, pour tout n € N,

w (n)
L/Ay(f#dw _/ (2 )xlnd(% z). (4.17)

2im w — z)"Hl n!

Démonstration. Lorsque a = b, les deux membres de (4.17) sont nuls donc égaux. On
suppose désormais a < b.

On procede par récurrence sur l'ordre de dérivation n. Pour n = 0, (4.17) est vraie d’apres
le théoreme 4.7. Supposons (4.17) vraie pour un n € N. D’apres la propostition 1.19, on a
j v = (+)-1 75, pour des chemins ~; : [aj; b;] — Q de classe C'. On a

f(w) - /b”' flu®)
—————dw = — 7;(t)dt.
/y(w—Z)“ Zw(‘(t)—z)“]
Soit j € (N N [1;n]). On applique le théoreme 4.10 a la fonction

i) = O

sur 'ouvert 2\ v;([a;;b;])) (en utilisant le fait que f est continue). La fonction

z »—>/ (D) = any](t)dt

a;
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est donc holomorphe de C-dérivée

i f(() / _ _ fw)
z = (n+1) /a @) = Z)n+27j(t)dt = (n+1)/ (w — Z>n+2dw.

J Vi

Par somme, le membre de gauche de (4.17) est donc holomorphe sur © \ v([a;b])) et, pour
tout z € (2\ v([a;b])), sa C-dérivée au point z est donnée par

LES g T -
=r

24 w — z)vt2

Comme Ind, est constante pres de z (cf. proposition 4.1), la C-dérivée du membre de droite
de (4.17) au point z est

(n+1) (n+1)
) oy (2) X Ind(v;2) + 0 = G} oy (2) x Ind(~; 2),

\ ce qui donne (4.17) avec n remplacé par n + 1. d

Exemple 4.3. Soit Q@ = {z € C; Re(z) > 0} et I =]0,400[. On considere la fonction
définie sur I x Q par f(t;2) = t*"le™t ou t*=1 = eV On vérifie que, pour tout z,
la fonction t — f(t;2) est continue sur I et que, pour tout t > 0, la fonction z — f(t;z)
est holomorphe sur Q (et méme sur C tout entier). Pour 0 < a < 8, pour tout z tel que
a < Re(z) <,

(a=1)In(t) ,—t _— pa—1,—t it <1
_ (Re(2)—1)In(t) ,—t e e t et st <1
|f(t7 Z)| = € € S { e(ﬁfl)ln(t)e*t — tﬁileit, sit>1.

. o tolemt st <1
La fonction g définie par g(t) = { tﬂ,ls,t’ Z ‘S 1’

et intégrable.
En effet, en 0, on a g(t) ~ t*" ' et comme o — 1 > —1 lintégrale

1
/ ot de
0

converge. En 400, on a g(t) = t*te™ = t72 x tPTle™t = o(t™2) puisque 1tlier e =0
—+00

est continue par morceaux, positive

(cf. croissances comparées), et l'intégrale

—+o0
/ t=2dt
1
com)erge.

Par le théoréeme /.10, la fonction I' donnée par

+oo
['(z) ::/ = tetdt
0

est bien définie et holomorphe sur tout ensemble {z € C; a < Re(z) < 8} avec 0 < a < .
Elle est donc bien définie et holomorphe sur ). Cette fonction est appelée fonction Gamma.
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