Exercice 21. : On considére les propositions suivantes :

P = (W) e, |s+7] < |2l + I7),
Q =V(z2)eC?, |lz| -|7]] < |z -7]).

Vérifier équivalence (P <= Q).

Exercice 22. : Soit (z;2') € C2. Par le cours, on sait que |z + 2’| < |z| + |2/|. On cherche
a savoir quand cette inégalité large est une égalité.

On remarque que c’est le cas si z =0 et, dans ce cas, z =0 2.

On remarque que c’est aussi le cas si 2’ = 0 et, dans ce cas, 2’ =0- z.

On prend maintenant (z;z') € (C*)2.

1. Montrer 'implication
(BreRt; 2 =A-2) = (Jz2+2]| = |2| + |¢]).

2. Soit (z;2)) € (C*)? tel que |z + 2/| = |z| + |/|. On écrit z = 7€ et 2’ = r'e'? avec

(r,7") € (R**)? et (0;0') € R2

a). Donner une expression de |z + 2’| en fonction de (r;77;6;¢’), qui ne contient
pas le signe | - |.

b). Vérifier que cos(f — ) = 1.
¢). En déduire qu'il existe A € R** tel que 2’ = Az.

On a montré, pour (z;z') € C?, I'équivalence
(Jz+2'] = |2| + |]) <= (3&6R+; (¢ = g-7) 6 [z= of-z')).

Une autre preuve de cette équivalence est donnée dans les compléments du cours.

Exercice 23. : Diéques de C.
On pourra utiliser le fait que la droite passant par deux nombres complexes z et z’ dif-
férents est donné par {tz + (1 —t)2/;t € R}.

1. Soit zyp € C et r € R*. On considere la partie A de R définie par
A = {|z|; z € D(z;r]} .
Montrer que sup A < |z| + r et que D(zo; 7] C D(0; |20] + 7.

2. Soit (z;21) € C? et (ro;m1) € (RT)2

-



a). On suppose rg > 0 et r; > 0. Montrer I'équivalence
D(zp;ro[ND(z1;m[# @ <= |zo— 21| < 1o+711.
b). Montrer I’équivalence
D(zp;r0) N D(z15m1) # 0 <= |z2o— 21| L ro+71.
¢). On suppose ¢ > 0. Montrer I'équivalence
D(zo;m0[C D(21;m1] <= |zo—a| + 10 <1
d). Montrer 'équivalence

D(zp;m0) C D(z15m1] <= |zo—2z| + 10 <11

Exercice 24. : Soit z; € C.

1. Soit (r;7) € (RY)%, 0 € R et 2 = 2, + e € C.

a). On suppose r < r1. Montrer que D(z; ;[ est un voisinage complexe de zp.

b). On suppose r = r;. Montrer que ni D(zy;7[ ni D(z;7] n’est un voisinage
complexe de z.

2. Montrer que les ensembles
= {2€C; R(z) e [-1;1]} et B := {z€C; I(z) €] - 1;2]}
sont des voisinages complexes de 0 dans C.

3. Montrer que les ensembles
= {2€C; R(z—un)e[-1;1]} et By = {2€C; Y(z—2) €] —1;2]}
sont des voisinages complexes de z, dans C.
Exercice 25. : Justifier tout@.-réponse aux questions. _ /

I’fﬁﬁMontrer que l'in érvalle ] —2;3] est.-urll voisinage réel def0. L'intervalle | —/?Mg] est-il

r 4 aussi un \»mjﬁge réelde 0 7 y /

2. LI mterva.He ] — 2;3[ est-il, wn voisinage réel de 3* 7 Lintervalle ] ] est-il un

voisina e réelde3?
3. Ljitervalle | — 2;3 # 10'2023[ est-il un vgiéinage réel de 3 7
/£ / 4 7 4



