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Ce cours porte sur les suites et séries réelles et complexes et sur les calculs d’intégrales et

primitives.

Bien que de nombreux ouvrages de premier cycle existent, il nous a semblé utile d’écrire

ces notes pour plusieurs raisons :

— Pour que les étudiants s’affranchissent en amphi d’un travail de copie qui les détourne
d’une compréhension directe des explications données.

— Pour rassembler de fagon synthétique les connaissances exigées aux examens de ce cours.

— Pour faciliter le travail durant le semestre en indiquant par exemple aux étudiants les
exercices a préparer par leur numéros, ou encore pour indiquer au chargés de TD ou de
TP a quel point le cours en amphi s’est arrété.

— Compte tenu du morcellement des enseignements de mathématiques, il est bon que les
étudiants comme les collegues enseignants aient une idée précise des notions abordées
dans ce cours ainsi que du point de vue de présentation choisi.

Différents renvois a d’autres cours de mathématiques de la Licence, telle qu’elle a été mise

en place a I'Université de Rennes I dans le cadre de la réforme LMD, sont indiqués dans

ces notes (voir http ://perso.univ-rennesl.fr/bernard.le-stum/Coursdemaths.html pour la
numérotation des cours).

Ce cours est prévu pour fonctionner sur 12 semaines avec 2 heures de cours et 2 heures de

TD par semaine. A cela s’ajoutent 3 séances de TP pour travailler sur la Base Raisonnée

d’Exercices (http ://tdmath.univ-rennesl.fr). Un certain nombre d’exercices sont issus de

cette base ou de la collection d’exercices rassemblée par A. Bodin (http ://math.univ-
lille1.fr/~bodin/exercice.html).

Enfin nous remercions F. Guimier, J. Camus, T. Jecko, L. Moret-Bailly qui au cours de

diverses discussions nous ont aidé a bien calibrer ce cours.
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Chapitre 1

Suites réelles et complexes.
Convergence.

1.1 L’ensemble des réels.

Nous supposons connus les ensembles

— N des entiers naturels;

— Z des entiers relatifs qui muni de I'addition + forme un groupe commutatif;

— @ des rationnels qui muni de l'addition + et de la multiplication forme un corps
commutatif.

Ces ensembles sont inclus suivant N C Z C Q et sont munis d’une relation d’ordre total

x <y qui se dit « x inférieur ou égal a y ».

La représentation intuitive de R se fait sous la forme d’une droite. On parle de la droite

réelle. Néanmoins cette représentation graphique ne permet pas de bien comprendre la

distinction entre R et Q. Ce cours sur les suites permettra entre autres choses d’affiner

notre perception. Il nous faut d’abord dire précisément ce qu’est I’ensemble des réels R

Définition 1.1.1. (R, +, x, <) est un corps commutalif totalement ordonné, contenant
Q, archimédien et vérifiant la propriété de la borne supérieure.

Remarque. Il s’agit la d’une définition dite « axiomatique » qui définit R en précisant
les propriétés qu’il doit vérifier mais sans rien dire sur l’existence d’une tel ensemble. En
fait comme pour Q a partir de N et 7Z, il est possible de construire R a partir de Q et
donc de montrer ainsi son existence. Nous dirons quelques mots de cela plus loin.
Cette définition de R rassemble beaucoup de propriétés. Une explication de texte s’impose.
-« (R, -+, ><) est un corps commutatif »
— (R, +) est un groupe commutatif
— La loi de composition interne + : R x R — R est associative : Vr,y,z €
R (x+y)+z=a+(y+2).
— R admet un élément neutre pour + noté 0 : Vx e R, 2 +0=0+2z =x.



— Tout élément x de R admet un inverse pour + : Ve e R, dJy e Rix+y =y+2=0.
Cet inverse est unique. On I'appelle opposé et on le note —x. On abrege ’écriture
r+ (—y)enxz —y.
— Le groupe (R, +) est commutatif : Vo,y e R,z +y=y+x.
— En notant R* = R\ {0}, (R*, x) est un groupe, d’élément neutre 1 et pour lequel
I'inverse est noté = ou % . Le produit de deux réels est noté = x y ou z.y ou zy.
— Les lois de composition internes + et x sont compatibles : Vz,y,z € R, (z + y)z =
rz+yzet x(y+z2) =xy+xz.
— Un corps commutatif est un corps (pptés ci-dessus) dont le groupe multiplicatif est
commutatif :xy = yx .
« totalement ordonné »
— R est muni d’une relation d’ordre < total
— antisymmétrie Vr,y €R, (z <yety<z)=zx=1y9.
— réflexivité : Ve e R, x <z
— transitivité :Vz,y,z e R, (r <yety<z) =z < z.
— totalité : On peut toujours comparer deux réels : Vo, y € R, (x < y) ou (y < x).
— Cette relation d’ordre est compatible avec les lois du corps, (4, X) : Vz,y,z € R

(z<y)=(z+2z<y+2),
(>0 et z<y)= (zx < zy).
(conséquence (2 <0) et z<y)= (2y <zx).)

Avec cette structure, on peut définir la valeur absolue suivant |z| = max {x, —x}, qui
vérifie I'inégalité triangulaire |z + y| < |z| + |y|.
Exercice 1.1. Vérifier dans R les relations :
(la] <) & (b <a<b)
[z 4yl < |z +Jyl .
« contenant Q »
n fois
L’application qui & n € Z associe I"élément (1 + ---+4 1) d'un corps K pour n > 0 et

n fois
— (14 ---+1) pour n < 0 définit un morphisme de groupe. Son noyau est soit pZ avec

p premier soit {0}. Dans le premier cas on dit que K est de caractéristique p. Dans le
deuxieme cas on dit qu’il est de caractéristique 0. Dans ce deuxieme cas, le morphisme
est injectif et on identifie Z avec un sous ensemble de K. Comme K est un corps il
contient aussi les % avec q € 7~ et g avec p € Z et q € Z* . On dit donc a ce niveau que
R est un corps de caractéristique nulle.

« archimédien »

Il s’agit de la propriété suivante : Etant donnée une échelle de graduation r > 0, on a

Ve e R,3In, € Zyngr <z < (ng, + 1)r.

Le n, est unique. Cette propriété permet de définir la partie entiere d’un réel x notée
E(z) (ou [z]) comme I'entier n, obtenu avec r = 1.
Il existe des corps contenant @Q qui ne sont pas archimédiens.



Exercice 1.2. Vérifier ['unicité du n,.

— « vérifiant la propriété de la borne supérieure »

— Borne supérieure : On se place dans un ensemble ordonné (E, <), on dit qu’une partie
A C F admet une borne supérieure b si 'ensemble de ses majorants admet un plus
petit élément :

Vae A,a<b
(Va € Aa < M)= (b< M).

Cette borne supérieure est unique si elle existe.

— Un ensemble ordonné (F, <) vérifie la propriété de la borne supérieure si toute partie
non vide majorée admet une borne supérieure. C’est par définition le cas de R.

— Soit A C R, on note sup A ou sup,c 4 = sa borne supérieure. L’égalité b = sup A est
caractérisée par

(majorant) Va € A,a <b;
(plus petit des majorants) Ve >0,3a€ AN[b—e,b|. (1.2)

Remarque. C’est la propriété de la borne supérieure qui fait la distinction entre R
et Q. En effet Q vérifie toutes les autres propriétés sauf cette derniere : L’ensemble de
rationnels QM| — 0o, v/2[ admet /2 comme borne supérieure dans R mais n’admet pas de
borne supérieure dans Q.

1.2 Définition et exemples.

Exemple.

1. Exemples obtenus par observation d’une évolution. La balle qui rebondit. ¢,, = temps
du n° rebond.

2. Exemples obtenus par modélisation : Dans ’exemple de la balle, on suppose que la
balle rebondit avec la vitesse ev si elle arrive avec la vitesse v sur le sol, avec e < 1.
A Taide des lois de la physique on peut étudier la suite des vitesses de rebonds
(Un)ne? €t des instants de rebonds (,,)nec?. On peut se poser la question de savoir si
il y a une infinité de rebonds auquel cas 1’ensemble des indices est N et si la balle
s’arréte au bout d’un certain temps ou rebondit indéfiniment lim, .. t, =T € R
ou lim,,_,o0 t, = +00.

3. Exemple de suite récurrente : u, 1 = /u,.Est-elle définie ? par quelle formule ?

4. Exemple de suite récurrente double : wu, 1o = 2,11 — Uy.



5. Suites "logiques” et leurs pieges ex : 1, 3, 5, 7 peut se compléter "logiquement” en
1,3,5,7,9,11 ou 1,3,5,7,11,13,.. ou ...

Définition 1.2.1. On appelle suite réelle toute application de N (ou d’une partie de N)
dans R, N> n — u, € R. On note (u,)nen la suite, u, est appelé n*™ terme de la suite
et n lindice de u,, .

Plus généralement pour un ensemble E, les applications de N (ou d’une partie de N) dans
E sont appelées suites de E. On parle ainsi de suites complexes quand E = C et de suites
numériques quand E =R ou C.

Définition 1.2.2. Si l’ensemble E est muni d’une relation d’ordre < (ex. R) les suites
croissantes (resp. décroissantes, strictement croissantes, strictement décroissantes) sont
les suites vérifiant w, < Uy, (TESP Up < Up, Up > Up, Uy > Uy) dés que n < m (Tesp.
n<m,n<m,n<m). Une suite est dite monotone si elle est croissante ou si elle est
décroissante.

Exercice 1.3. Montrer qu’il suffit de vérifier pour toutn € N u,, < tyyq (T€Sp. Up < Upy1)
pour que la suite soit croissante (resp. strictement croissante).

Définition 1.2.3. On dit qu’une suite (u,)n,en de E est
— constante si pour tout n € N, u,, = ug .
— stationnaire si la suite est constante a partir d’un certain rang :
dng € N,Vn > ng, uy, = Uy, -
— périodique s’il existe N € N tel que
Vn € Nyt ny = Uy -
Définition 1.2.4. Si (up)nen est une suite de E (E ensemble) et (ny)ren est une suite

strictement croissante de N, la suite (up,)gen est appelée sous-suite ( ou suite extraite)
de (un)nEN'

Exemple. Pour une suite (u,)n,eny on peut considérer par exemple la sous-suite corres-
pondant aux indices pairs (ugp)pen. Mais une suite extraite n’est pas toujours donnée
par une regle aussi explicite. On peut d’ailleurs considérer ’ensemble de toutes les suites
extraites d’une suite donnée, dont on peut vérifier qu’il est non dénombrable (voir Feuille
d’exercices).

Définition 1.2.5. On dit qu’une suite réelle est bornée (resp. bornée supérieurement,
bornée inférieurement) si il existe A € R tel que

Vn e N, |u,| <A (A>0).
(resp.)  VYneNu, <A.
(resp.) VneNu, > A.
Exercice 1.4. Pour a > 0 on se donne la suite (u,)nen définie par

1 a
un+1:§(un+u—), ug > 0.

Vérifier que la suite est bien définie, monotone a partir de n =1 et bornée.



1.3 Suite convergente.

Définition 1.3.1. On dit qu’une suite réelle (u,)nen converge vers £ € R si

Ve > 0,3n. € N,Vn > ng, |u, — | < e.
On dit que la suite (up)nen admet ¢ pour limite (quand n tend vers l'infini).
Remarque. Traduction : Un intervalle arbitrairement petit autour de ¢, [¢ — ¢, { + €]
contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

Proposition et Définition 1.3.2. Unicité : Une suite réelle (uy,)nen admet au plus une
limite. On note alors
/= lim wu,

n—~o0

pour dire que { est la limite de la suite (up)nen -

Démonstration : Supposons que /1 € R et /5 € R sont des limites de la suite (u,)nen-
Si ¢y # {5, on prend € = @. Par définition de la convergence on peut trouver n; € N
et ny € N tels que

Vn>ny, |u, — 4] <e,
Vn >ng, |u, —ly] <e.

Pour n. = max {ny,ns}, on obtient grace a I'inégalité triangulaire :
de = by — b] < [ly — up | + |y, — 1] < 2.
Cela est impossible pour € > 0. [

Proposition 1.3.3. Une suite réelle convergente est bornée.

Démonstration : Il suffit de prendre € = 1 dans la définition de la convergence. Pour
n>ng,ona |u,| < |u, — € +[¢] <[¢]+ 1. On en déduit
Vn e N, |u,| <max{|ug|,..., |unl, €| +1} .

Remarque. La contraposée de cette proposition dit qu’une suite non bornée ne converge
pas dans R.

Théoréme 1.3.4. Une suite réelle croissante et majorée (resp. décroissante et minorée)
est convergente. On a de plus

lim w, =supu,, (Up)nen croissante.

n—00 neN
lim w, = inf u,, (up)nen décroissante.
n—oo neN



N.B. La limite (ou borne supérieure) d'une suite croissante n’est pas en général le
majorant que l'on a trouvé au premier abord.

Démonstration : Soit (u,)nen une suite croissante majorée. Comme {u,, n € N} est
une partie non vide majorée de R, elle admet une borne supérieure b = sup,,cy u, . En
utilisant la deuxieéme condition (1.2), on sait que pour tout € > 0, il existe n. € N tel que

b—e<wu, <D.
Comme la suite est croissante on a trouvé n. € N tel que
Yn>n., b—e<u, <u,<b,

ou encore
Vn >ne,  |u, —bl <e,

ce pour tout € > 0. [

Exercice 1.5. On reprend la suite récurrente u,, 1 = % <un + ui), ug > 0, définie pour

a > 0. Montrer que la suite converge.

Proposition 1.3.5. Si u, tend vers { et { < V', alors, pour n assez grand, u, < {'.

Démonstration : En prenant ¢ = ZIT_Z, on obtient
C+ 0
Vn > n., un§£+5:?<€'.
]
Proposition 1.3.6. Si deuz suites réelles convergentes (u,)nen €t (Vn)nen vérifient
vn € N, u, <wv,
alors on a
lim u, < lim v,
n—oo n—oo
Démonstration : Supposons ¢ = lim,cyv, < lim,en,, = ¢'. Alors par la proposition
précédente on peut trouver n; € N tel que
C+ 0
Yn >nq, v, < —
De méme, on peut trouver ny € N tel que
C+ 0
n > nog, U, > —
Avec ng = max {ny,ns}, on a alors u,, > HT” > Upy, ce qui contredit ’hypothese. n

N.B. Les limites strictes ne sont pas conservées. Exemple : u,, =0 et v, = n+r1 .

10



1.4 Calculs de limites.

Proposition 1.4.1. Pour une suite réelle (u,)nen et £ € R, on a l’équivalence entre
i) lim, oo u, = ¢,
i) lim, o |u, — €] =0,

iii) il existe une suite (v,)nen de limite O telle que |u, — ¢| < v, pour tout n € N.
Démonstration : La définition de la limite

Ve > 0,3n. e N,Vn € N, |u, — 0] < ¢

exprime exactement la condition ii), en remarquant |u, — ¢| = ||u,, — £] — 0.
La condition iii) implique la condition ii) par passage a la limite dans les inégalités

Vn e N0 < |u, — ¢ <w,.
Enfin ii) contient la condition iii). Il suffit de prendre v,, = |u,, — £]. n

Théoréme 1.4.2. Soit (u,)nen €t (Vn)nen deuz suites réelles convergentes et soit A € R.
On a les propriétés suivantes

Jim (o ) = (Jim ) + (lm ) (13
ot Jim oot = (fim ) (fim o) L4

Enfin si v, ne s’annule jamais (ou v, # 0 a partir d’un certain rang) et si lim,_, o, v, # 0

alors on a aussi :
u lim w,,
lim (—”) = (1.5)

n—oo \ Uy, lim v,
n—oo

Démonstration : On pose lim,,_. u, = ¢ et lim,_,, v, = .
[t + v, — (C+ )] < uy — €| + v, — ']
Soit € > 0, il existe n; € N et ny € N tels que

Vn > ny,  Ju, —

IN
RO BT ™

et Vn>ny, |u, =<

Avec n3 = max {ny,ns} on obtient

Vn>ns, |u,+v,— ((+ ) <e.

11



On a montré (1.3).
Pour (1.4), on considére d’abord le cas ou v, = A # 0 pour tout n € N. Pour € > 0 on

sait trouver n; € N tel que
Vn >nq,  |u, — ] < £
On en déduit
Vn >mny, |Au, —f <e.
Ainsi on a montré
lim Au, = A lim wu, (1.6)

n—oo n—oo
(pour A = 0 le résultat est vrai aussi).
Les deux suites (uy)nen €t (Vn)nen sont bornées

VneN, |u,| <M et |v,| <M.
On écrit
|upv, — ) = |uyv, — v, + (v, — )]
< g = fop| + 1) o = | < My — €] + €] |, — ] .
D’apres (1.3) (1.6) le terme de gauche a pour limite 0 quand n — oo. On applique alors
la Proposition 1.4.1.

Avec (1.4) le cas du quotient (1.5) se raméne & montrer lim,,_.o v, = 7. On remarque
que 'on peut trouver n; € N tel que

l
Vn >ng, v, — £ < 3
On en déduit |v,] > £ pour n > ny. Ainsi la suite (\U_ln|)n€N est bornée
1 1 2
Vnen, |—|<max{—,...,—,—p=M.
n |vo |vn, |7 €
On écrit maintenant
1 1 0 —v,| M
R < 2o, — (]
(O I N O
ou le dernier membre a pour limite 0. On conclut avec la Proposition 1.4.1. [

Exercice 1.6. Toujours avec la suite récurrente u, 1 = %(un + %), uo > 0, définie pour
a > 0. Déterminer lim,_,oc u, . Montrer que \/2 appartient R\Q et qu’il est limite d’une
suite de rationnel.

Théoréme 1.4.3. Théoréme des gendarmes. Soit trois suites réelles (un)nen, (Un)nen €t
(Wn)nen telles que
VneN, v, <u, <w,

et lim v, = lim w, = ¢.

n—oo n—~0o0

Alors on a lim,, oo Uy, = £
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Démonstration : On écrit d’abord

n—oo

|Un, — up| < wp, — uyp 0;

puis
n—oo

Up =V + (U —uy,) — L+0=1.
n
Définition 1.4.4. On dit que deuz suites réelles (u,)nen €t (Un)nen Sont adjacentes si les
trois conditions suivantes sont vérifiées :
— (Un)nen est croissante ;

— (Un)nen est décroissante;
- lim, oo v, —u, =0.

Théoreme 1.4.5. Théoreme des suites adjacentes. Deux suites adjacentes convergent
dans R et ont méme limite.
On a de plus

vm,m' €N, wu,, <supu, = lim u, = lim v, = inf v, < v,
neN n—oo n—oo neN

Remarque. Contrairement au théoreme des gendarmes, il n’est pas nécessaire de
connaitre la limite ici pour dire qu’elle existe.

Démonstration : La suite (v, — uy)nen st bornée en tant que suite convergente. On
a alors
unzvn+(un_vn> §U0+(un_vn> §U0+M'

Ainsi la suite (uy,)nen est croissante et bornée. Elle admet une limite ¢ = sup,,cy . De
meme avec
Uy, = Up + (U — Uyp) > ug— M,

on en déduit lim,,_,o, v, = ¢’ = inf,,cy v,,. Avec la troisitme condition on obtient / = ¢’ . m

1.5 Limites infinies.

1.5.1 Définitions.

Définition 1.5.1. On dit qu’une suite réelle (up,)nen a pour limite +00 (resp. —oo )quand
n — 00 Si

VM € Ry, dny € NVn > npp u, > M.
(resp.) VM € Ry,3ny € NoVn > nppu, < =M.

On note dans ce cas

lim u, = 400, (resp.) lim u, = —oc0.

n—oo n—oo

13



Autrement dit pour M > 0 arbitrairement grand, tous les u,, sont au-dessus de M a partir
d’un certain rang.

Remarque. Une suite qui tend vers 400 ou —oo n’est pas bornée.

Exercice 1.7. On note R = RU {400, —oo}. Vérifier qu'une suite réelle (u,)nen admet
au plus une limite dans R. Justifier [’écriture lim,,_,yu,, = ¢ pour £ € R.

Exercice 1.8. Ecrire a l'aide de quantificateurs les définitions de suites non bornées, non
bornées inférieurement et non bornées supérieurement. Donner un exemple de suite non
bornée supérieurement qui n’a pas pour limite +00 .

Proposition 1.5.2. Soit (u,)nen une suite croissante (resp. décroissante) de R. Alors la
suite converge vers 400 (resp. —o0) si et seulement si elle n’est pas bornée.

Démonstration : Si une suite croissante est bornée, alors elle converge dans R. Dans
ce cas on n’a pas lim,_,, # +00. Si une suite croissante n’est pas bornée. Pour M > |uy|,
il existe ny € N tel que |u,,,| > M. Comme u,,, > ug, et |un,,| > |ug|, on ne peut avoir
Up,, < 0. Comme la suite est croissante, on a

Vn > ny,  Up > Uy, > M.

N.B. Cela est bien str faux si la suite n’est pas monotone. Voir exercice précédent.

Proposition 1.5.3. Si un sous-ensemble E de R, non vide, n’est pas majoré, alors il
existe une suite de points de E qui tend vers 4o00.

Démonstration : Pour n € N, il existe u,, € E tel que u,, > n. [

1.5.2 Calculs de limites (bis).

Proposition 1.5.4. Soient (u,)nen une suite dont tous les termes sont positifs a partir
d’un certain rang. Alors on a lim,,_.. u, = 0 si et seulement si lim,,_, i = +00.

Démonstration : 1) Supposons lim,, .., u, = 0. Pour M > 0, il existe ny € N tel que

1
Yn > nyy, O<UHSM'

On a trouvé ny; € N tel que

1
annMa _EM

n
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et ce pour M > 0 arbitrairement grand. D’ou lim,, i = 400.
2) Si lim,, o ui = 400, alors pour € > 0 il existe n. € N tel que

1
vn>n., — >
Uy,

M | =

On a trouvé n. € N tel que
vn>n.,, 0O0<wu,<c¢

et ce pour € > 0 arbitrairement petit. D’ou lim,,_,,  u, = 0. [

Proposition 1.5.5. Si deuz suites réelles (U )nen €t (Un)nen vérifient u, < v, pour tout
n € N et lim,, u, = +00, alors on a lim,, v,, = +00.

Démonstration : Soit M > 0. Puisque lim,,_, o, u,, = 400, il existe ny; € N tel que
Vn > ny, U 2> U, > M.
On en déduit lim,,_, v,, = +00. n

Théoreme 1.5.6. Les regles de calculs des limites se résument dans les tableauz suivants.
On considére deux suites réelles (u,)nen, (Un)nen telles que

limu,=¢(€R et limuv,=".

n—~o0 n—~o0

lim, oo ttn+v,?| (ER | (=400 | (=-00 |
I eR (+0 | +00 | —00 |
U =400 +oo | +00 | FI |
[ o | R | - |
lim, ooy, | (ERL | (=400 | (=0 |
U eRy oW | 4o | 0]
' = +o0 +o0o | 400 | FI |
=0 0 | FI | 0 |

L’abbréviation FI signifie « Forme Indéterminée ». Autrement dit il peut arriver n’importe
quoi si on n'a pas d’information supplémentaire sur les suites (tn)nen €t (Un)nen -
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Démonstration : Supposons ¢ € R et ¢/ = +00. La suite (u,)nen est bornée par M.
Pour M > 0, il existe ny; € N tel que

Yn >ny, v, > M+ M.
On a alors pour tout n > ny,

cela avec M > 0 arbitrairement grand. Donc lim,, .. u, + v, = +00.
Cas ¢ = 400 et ¢/ = —o0. On peut prendre u,, = n et v, = —n + (—1)", auquel cas la
suite (up, + v, = (—1)"),en ne converge pas. n

Exercice 1.9. Rédiger les démonstrations pour toutes les cases du tableau. Dans le cas
des formes indéterminées, donner deux exemples avec des limites distinctes ou un exemple
sans convergence.

Comment lever les formes indéterminées? On peut

.. , , 2
1. mettre en évidence les termes prépondérants. Exemple : a;_+11

. . sin 1
2. majorer ou minorer. Exemple : —=
n+1

3. silimyr =1 (on dit que u,, et v, sont équivalents) et si (v,,) est plus ”sympathique
” que (u,), remplacer u, par X Uy
4. comparer des ordres de grandeur. Exemples : Suites %, 1“7"
Exercice 1.10. Traiter tous les exemples ci-dessus.
1.6 Suites complexes.
Suivant le cas général de la Définition 1.2.1 une suite complexe est une application
u:N — C, n+— u,. On la note encore (uy,),en-
Définition 1.6.1. On dit qu’une suite complexe (un)nen converge vers £ € C si la suite
(|tn — £]),en converge vers 0.
Proposition 1.6.2. Si (u,)nen est une suite compleze telle que w, = a, + ib,, et si

¢ =a+1ib avec ap,b,,a,b réels, on a lim, . u, = £ si et seulement si lim,, ., a, = a et
lim, .. b, =0b.

Démonstration : Supposons lim, .. u, = £. Alors les inégalités

la, —a| <|u, =¥ et |b,—0b] <|u,—/
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entrainent lim,,_.. a, = a et lim,,_,.o b, = b.
Réciproquement supposons lim,, ., a, = a et lim,,_, b, = b alors I'identité

|, — O = |an — al® + b, — b]?

entraine lim,, .. u, = ¢. n
Alors (exercice) lim |u,| = |¢|.
Hélas, ¢a ne marche pas toujours bien; il faut parfois regarder la forme polaire.

Exemple. Suite géométrique : ¢" ou ¢ = re.

cas |¢| < 1; lim, ¢" =0.

si|q| > 1; |u,| — +o0.

Alors lim,, |u,| = p"* = +o00. Si lim, u,, = ¢, ou £ € C, comme [z" — {| > ||2""| — [{]| =
|p™ — |¢||, on obtient une contradiction. On en déduit que (u,) ne converge pas dans C.

silgl = 1, ¢ = €. Si ca converge, le module aussi, donc |[¢| = 1 et £ # 0. Comme
lim ¢"** = lim¢™, ona ¢ = 1.

Si ¢ = 1, la suite est constante ; sinon ¢ = €% avec 6 €)0, 27| et u, = e™¥ ne converge pas.

Définition 1.6.3. On dit qu’une suite compleze (u,)nen est bornée si la suite (|uy|)
est bornée.
On dit qu’elle tend vers oo si la suite (Juy)|)

neN

neN tend vers +0o .

Remarque. Dans le plan complexe il n’y a pas de distinction +o00.

Notation. On note C = CU {oo}.

Les Propositions 1.3.2 1.3.3 1.4.1 sont encore valables pour les suites complexes. Pour une
suite complexe (uy)neny qui ne s’annule pas, la Proposition 1.5.4 se traduit en regardant
les suites (|un|)nen et (1/ |tn), ey en

(hm un:O) & (lim i:oo) .
n—oo n—00 Uy

Enfin les regles de calcul de limites complexes se résument dans les tableaux suivants :

lim,, o0 Uy, + Uy ? (eC ‘ (=00 ‘
¢ eC (40 ‘ 00 ‘
V' =00 00 ‘ FI ‘
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lim,, oo UpUy, 7 (e C* ‘ ! =00 ‘ (=0 ‘

lecCt o | 00 | 0 |
V= o0 00 ‘ 00 ‘ FI ‘
=0 0 | FL | 0 |

1.7 Limites et fonctions continues.

Dans ce paragraphe I (ou .J) désignera un intervalle de R. Dans le cas ol I est borné, T
désignera le plus petit intervalle fermé contenant I. Dans le cas d’une extrémité infinie,
on exclut cette extrémité de I pour avoir toujours I C R. I est appelée adhérence de I
dans R (voir cours de Topologie D05-E05).

Exemple. [0,1[=[0,1],] — 1,400 = [-1, 400

1.7.1 Résumé de résultats du cours BO1.

Définition 1.7.1. (limites) Soit I un intervalle, et f : I — R une fonction définie sur I.
1. SitelInNR et LeR, onalim, ., f(x)=1L si

Ve>0,3n>0,Ve e l,(|lx— <n=|f(x)— L| <e).
2. Silel, onalim, , f(xr) =400 si
VM >0,9n>0Veel,(|lzx—( <n= f(zx)>M).
3. SiLeR, onalim, o f(x) =L si
Ve>0,3A >0,V e l,(x > A= f(x) > |f(z) — f(0)] <e¢).
4. On alim,_ o f(z) = +o0 si
VM >0,3A>0Ve eI, (x > A= f(x) > M).

On a des définitions analogues pour —oo.

Définition 1.7.2. (continuité) La fonction f est continue en un point xo de I si

limg, .o f(2) = f(20) -
Ve > 0,3a >0, (|x — x| < a) = (|f(x) — f(xo)| <e) .

Elle est continue sur I si elle est continue en tout point de I.
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Retenir

f continue en /¢
(tn — £) = (f (un) = f(0))) -

La notion de fonction continue est en particulier facile a manipuler car elle se comporte
bien avec les différentes opérations.

Proposition 1.7.3. La somme, les combinaisons linéaires, le produit de deux fonctions
continues sur I sont continus sur I. Le quotient de deux fonctions continues sur I dont
le dénominateur ne s’annule pas sur I est continu sur I. St f : I — J C R est continue
et si g:J — R est continue alors go f: I — R est continue.

Exemple. Les polynomes, les fonctions exponentielles, sinus et cosinus sont continues
sur R. Le logarithme est continu sur R*. 2 = e*!"* est continu sur R pour a € R.

Remarque. On définit de la méme fagon la continuité de I — C, de C dans C et les
propriétés restent valables. Par exemple z — 2% = e*!"* est continue de R?% dans C pour
aeC.

1.7.2 Avec les suites.

Proposition 1.7.4. Soit I un intervalle, f : I — R une fonction définie sur I et soit
(un) une suite de réels tels que lim, u,, = ¢, ot £ € RU {400, —0c0}.

1. Sit el etsif estcontinue sur I, alors lim, f(u,) = f({).
2. Plus généralement silim,_, f(x) = L, ot L € RU{+00, —0}, alorslim, f(u,) = L.

Démonstration : On regarde le premier cas. Soit € > 0, il existe a > 0 tel que
VeeR, (lz—/{<a)=(f(z)-fO)]<e).
Pour un tel a > 0 il existe N € N tel que
Vn >N, |u,—/ <a.
On a trouvé N € N tel que
Vnz N, |[f(un) = f(O)] <e,

ce pour € > 0 arbitrairement petit. [

On peut aussi montrer une réciproque

Proposition 1.7.5. Soit [ un intervalle, £ € I et f: I — R une fonction définie sur I.
Si pour toute suite (uy)nen de I telle que lim, u, = ¢, on a lim, f(u,) = f(£), alors la
fonction f est continue en (.
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Démonstration : Supposons que f n’est pas continue en ¢ € I. Nous allons construire
une suite (u,)nen telle que

lim u, = £ et lim flun) = f(0).

n—~o0

Tout d’abord, on remarque que la non continuité de f en ¢ € I, n’a de sens que quand
I'intervalle I n’est pas réduit a un point. Cette non continuité en ¢ dit qu’il existe 5 > 0
tel que pour tout a > 0, il existe z, € [{ —a, {4+ a] N [ tel que

| (za) = f(O)] > €0

Pour a = n%rl, il existe u,, € [f — n%rl,fjt n%rl} N I telle que

| f(un) = fO)] > &
On a trouvé une suite (u,)nen de I telle que

lim u, =0 et VYneN,|f(u,) — f({)] >eo.

n—oo

La suite image (f(un)nen ne converge pas vers f (/). n

1.7.3 Applications aux suites récurrentes.

Proposition 1.7.6. Soit (u,)nen une suite récurrente donnée par u,1 = f(un) et ug € I
avec f : I — I. La suite est alors bien définie. Si (uy)nen converge vers £ € I et f est
continue sur I alors on a € = f({).

Démonstration : L’hypothese f : I — [ assure que la suite est bien définie. Si
lim,, oo u, = £ et si f est continue en ¢, on peut passer a la limite dans chaque membre
de I’égalité :

Uni1 = f(un)-

Exemple. Suite de Heron. ¢ = 1(£ + ¢) entraine £ = \/a.
Exemple. u, . = u%, ug > 0. Limite possible £ = 1. Arrive seulement si ug = 1.

Exemple. 2u, .| = unui/_Ql + 1, ug,u; > 0. Les limites possibles sont ¢ = +1.

Remarque. Quand on étudie une suite, considérer a priori les limites possibles est un
bon réflexe. Attention a 'argument de continuité.

Exercice 1.11. u, 41 = uf avec ug >0 et a € R.

Exercice 1.12. f(z) =x2/2+1/2 siz € [0,1] et f(1) = 1/2. Etudier la suite récurrente
Ups1 = f(un), up € [0,1].

Exercice 1.13. Suite arithmético-géométrique (bis). On considére la suite récurrence

Up, = auy, + b dans C. Déterminer les (la) limites possibles. En notant ¢ une telle limite,
établir la relation de récurrence pour v, = u, — £ .
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1.8 Exercices.
Exercice 1.14. Vérifier dans R ou C, l'inégalité
|zl = [yl < |z =yl
que ['on retient comme « la distance entre les distances est plus petite que la distance ».

Exercice 1.15. Le mazimum de 2 nombres x,y (c’est-a-dire le plus grand des 2) est noté
max(x,y). De méme on notera min(x,y) le plus petit des 2 nombres x,y. Démontrer que :

r+y+|r—yl
9

T4y —|v—y
5 .

max(x,y) = et min(x,y) =

Trowver une formule pour max(z,y, z).

Exercice 1.16. Déterminer la borne supérieure et inférieure (éventuellement infinies)
de : A ={u,,n € N} en posant u, = 2" sin est pair et u, = 27" sinon.

Exercice 1.17. Montre qu’une suite réelle est croissante (resp. strictement croissante)
st et seulement si
Vn €N, uppq > u,  (resp. g1 > up) -

On fera une récurrence sur m — n pour cOMpParer u,, et u, avec m > n.

Exercice 1.18. Laquelle de ces propositions est équivalente a lim,,_, u, = £ dans R ou
C:

Ve > 0,IdN. €e N,Vn > N, |u, — (| < e,

Ve > 0,3IN. € N,Vn > N, |u, — | < ¢,

Ve >0,,IN. e N,Vn > N, |u, — | < e.
Exercice 1.19. Soit A une partie non vide bornée de R. Montrer que b = sup A si et
seulement si les deux conditions sont vérifiées
— b est un majorant de A ;

— il existe une suite (ap)nen de A telle que lim, . a, =b.
Que vaut sup([0, 1[NQ) ?

Exercice 1.20. Unicité de la partie entiere. On rappelle que R est un corps
archimédien. Pour r >0, on a

Vee R, 3In, €N, n,r <z < (n,+ 1)r.

Vérifier que pour r > 0 et x € R fixés, l’entier n, est unique. En déduire que l’application
partie entiere E(x) est bien définie.

Exercice 1.21. Soit x > 0, donner une expression simple de

l+x+a2°+---+2V (NeN).
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Exercice 1.22. On définit une suite (u,)nen par la récurrence suivante :

Ug = 0
Unp+1 = 2un + 1
Exprimer u,, en fonction de n..

Exercice 1.23. Suites arithmetico-géométriques Il s’agit de généraliser [’exercice
précédent. On considere pour a et b € R la suite récurrente

Ups1 = U, + b, ug € R.
Ezxprimer u,, en fonction de n € N. (On distinguera les cas a =0, a =1 et a ¢ {0,1}.)

Exercice 1.24. On appelle image d’une suite [’ensemble de ses termes. Donner un
exemple de deuz suites différentes qui ont la méme image. Construire une suite dont
Uimage est Z. Eziste-t-il une suite dont ["image est ]0,1[NQ ?

Exercice 1.25. 1) Expliquer pourquoi Q est dénombrable.

2) Soit (un)nen une suite strictement croissante de R. Montrer que [’ensemble de ses sous-
suites est non dénombrable. (On se rameénera a l'étude des applications de N dans N. Se
faire guider pour l'argument diagonal.)

Exercice 1.26. Algorithme de Heron. Pour a > 0 on considére la suite récurrente
donnée par

Upy1 = %(un + uin)’ up > 0.
1) Montrer que la suite est définie pour tout n € N et que l'on a u? > a pour n > 1.
2) Vérifier qu’elle est monotone a partir de n =1 et bornée.
2) En déduire que la suite converge vers une limite {, € R, telle que ¢, > 0.

3) Montrer que l'on a l, = /a.
Exercice 1.27. 1) Montrer que v/2 € R\ Q.

2) En utilisant r = % dans le caractere archimédien de R, avec q arbitrairement grand,
montrer que tout réel peut s’écrire comme limite d’une suite de rationnels. On dit
que Q est dense dans R.

3) En utilisant lirrationalité de /2, montrer que R\ Q est dense dans R .
Exercice 1.28. Etudier la convergence des suites suivantes :

n?—n+1 n3 + sin(cos(n))
Up = ————— Up = .
n? + cos(sin(n))

34 2m417

— 1
wn:M xn:w/n_i_ _\/ﬁ
14 3n
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Exercice 1.29. Etudier la suite (un) définie par :

_J0 st n est premier
" l67+1/n  sinon .

Si cette suite converge, montrer que sa limite est inférieure a 72. FEtudier la convergence
de cette suite.

Exercice 1.30. 1. Montrer qu’une suite (uy,)nen converge si et seulement si les sous-
suites (Usgp)pen €t (Ugp+1)pen convergent et ont méme limite.

2. Montrer qu’une suite (up)nen converge si et seulement si les sous-suites (Usp)pen,
(Ugp+1)pen €t (usp)pen convergent.
On notera que dans le deuziéme cas aucune allusion n’est faite a [’égalité des limites.

Exercice 1.31. Etudier la convergence des suites :

. 2n+1 n—1
ST nsin(n) 1 4y 1 lz 1
it l=vn n?+1 n+( ) nzkzl n?+k nk:OCOS(\/n——l—k:)'

1
Exercice 1.32. FEtudier la convergence de la suite u, = (—1)"n il .

n

Exercice 1.33. Soit q un entier au moins égal a 2. Pour tout n € N, on pose
2n
U, = COS ikl
q

1. montrer que Upiq = Uy, Vn € N.

2. Calculer upq et Upgy1. En déduire que la suite u, n’a pas de limite.

Exercice 1.34. Déterminer les limites lorsque n tend vers l'infini des suites ci-dessous ;
pour chacune, essayer de préciser en quelques mots la méthode employée.

P O U

T3 g mam I
2.2/1;4/3;6/5;...;2n/(2n—1); ...
3.023; 0,233; ...; 0,233---3; ...

1 2 n—1
bttt
5 (n+1)(n+2)(n+3)

. -
p 1+3+5+---+(2n—-1) 2n+1
' n+1 2
g nt 2"

n—(—1)»

2n+1+3n+1

2n 4 3n
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9. (1/2+1/44+1/84---+1/2") puis V2; \/2V2; \/2/2V2; ...
1

11 (—1)"
10 (1-Z4+-— — 4.
379 a7 +3n)
11. (Vn+1—+/n)
nsin(n!)
12. ————=
n?+1

13. Démontrer la formule 1 4+ 22 + 3% + --- +n* = tn(n + 1)(2n + 1) ; en déduire

1422432+ 4n?
3 .

lim,, o -

Exercice 1.35. Moyenne de Cesaro : Soit (z,)nen une suite de réels telle que
lim,, oo z, = ¢ € R.

converge vers .

1. Montrer que la suite donnée par y, = %

2. Donner un exemple pour lequel la suite (y,)nen converge mais pas la suite (Zy,)nen -

3. Plus généralement si (¢p)nen est une suite de réels strictement positifs telle que

Yoo cn = +00, montrer que la suite donnée par z, = W converge vers .
- o

. 4 . . n_pn , .
Exercice 1.36. Ftudier la suite u,, = ﬁ, a et b étant donnés dans RY. .

Exercice 1.37. Construire une suite u,, = v,w, (resp. v, + wy,) convergente et telle que
l'une au moins des suites (vy,) et (w,) diverge.

Exercice 1.38. Encadrer la suite (u,) définie par u, = > ;_, HQ#W Que peut-on en
déduire ?
Exercice 1.39. 1. Que peut-on dire d’une suite qui vérifie lim,, .. nu, =0 ¢
2. Que peut-on dire d’une suite qui vérifie lim, . nu, =17
3. Que peut-on dire d’une suite qui vérifie lim,,_,o, nu,, = +00 ¢
Exercice 1.40. Quelles sont les limites possibles des suites suivantes dans C :

Uy — 2 U + 2 —1
T . Wpe1 = )
w, +4° "N T, + 1 T, 1

Up+1 =

On supposera ces suites bien définies.

Exercice 1.41. Suites homographiques. On se place dans C = C U {oo}. On se
donne quatre nombres complezxes a,b,c,d € C tels que ad —bc # 0 et ¢ # 0. On considere
la suite de C définie par

aunth g, € C\ {-2},

cun+d d c
Upi1 =& OO Si Uy = —%,
2 St Uy = 00.
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1. Montrer qu’il existe un ensemble dénombrable E, tel que ug & E entraine u, € C
(i.e. u, # o0) pour tout n € N,

2. Montrer qu’avec I’hypothese ¢ # 0, on ne peut avoir lim,, ., u, = 00 .
3. Quelles sont les limites possibles de la suite (uy)neny dans C 2

4. On se place dans un cas ou il y a deux limites possibles, {1 et Uy # (1. Traduire
cette condition en une condition sur (a,d,b,c). Vérifier que la suite v, = Z:—:Z est
géométrique.

5. Dans le cas ou €1 = {5, montrer que l'on peut trouver o € C tel que la suite

<u 1_a> soit arithmético-géométrique.

6. Reprendre les exemples de l’exercice ci-dessus et conclure au sujet de la convergence.

Exercice 1.42. Suites de Fibonacci On considere les suites réelles données par
Upto = Upt1 + Up, U, u; € R.

1. Montrer qu’il existe deux nombres Ay tels qu’en prenant ug € R et uy = Apug, la
suite (Up)nen est géométrique. Vérifier que l'un de ces nombres est le nombre d’or

1445

A
- 2
et que ['autre est négatif.
2. Vérifier que le systeme
o+ ﬂ = Up
aly + 0. = wuy.

admet une unique solution.

3. Vérifier par récurrence que la solution du systeme ci-dessus permet d’écrire
U, = aX} + A"

4. Conclure sur la convergence de la suite en fonction des données ugy et uy .

5. En considérant un rectangle de coté u, et up,q1 et un carré coté u,,,, expliquer la
fascination des artistes et architectes pour le nombre d’or depuis [’antiquité.

Exercice 1.43. Double récurrence linéaire : On considére une suite donnée par
Upto = QUps1 +buy, L ug,u; € C

avec a,b € C* .

1. Montrer qu’il existe au plus deux complexes A1, Ay € C tels qu’en prenant ug € C et
Uy = A1 ouo la suite (u,)nen est géométrique.
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2. En supposant N\ # Ao, donner une expression de u, en fonction de n € N, A\i, Ao
et de la solution (o, B) € C du systéme

Oé—f—ﬁ = U
ali+ Bl = uyg,

dont on vérifiera ['unicité.

\ _ s . n n s
8. Dans le cas o Ay = A1, vérifier que les suites (A7), oy et (NA]), oy vérifient la
relation de récurrence. Exprimer toute suite vérifiant cette relation de récurrence
en fonction de ces deux suites.

Exercice 1.44. On considére les deuz suites (u,)nen €t (Un)neny données par

1
Up4+1 = 5 (un + Un) Un+1 = /UpUn

avec ug,vg > 0. Montrer que les deux suites sont définies, monotones a partir de n > 1
et adjacentes. En déduire qu’elles convergent vers une méme limite.

Exercice 1.45. On donne la suite (u,) définie par :

U, = V2 et Up = /2 — Up_1.

1. Veérifier que l'on a pour tout n € N*, 0 < u,, < V2.
2. Si la suite converge, quelle peut étre sa limite.
3. Vérifier la relation

N Up4+1 — Un—1
\/2 — Upt1 + \/2 — Up-1 ‘

Unp42 — Up =

4. En déduire que les deux suites (uszp)pen+ €t (Ugpt1)pen sont adjacentes. Conclure sur
la convergence de la suite (Up)nen -

5. Représenter le graphe de la fonction f(x) = /2 —x et la diagonale y = = pour
x € 0,2], ainsi que les premiére valeurs uy, ug, . .., Ug .
Exercice 1.46. Etudier les suites :

1. ug =0 et upp1 = Vu, + 2.
2

n-

2. up € R et upy1 =up —u
Exercice 1.47. Soit a € R. On considére la suite (u,) définie par ug = a et U, 41 = €' —2
pour n > 0.

1. Etudier cette suite si a = 0.

2. Etudier cette suite si a = —10.

3. Etudier cette suite si a = 3.
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4. Généraliser en discutant selon la valeur de a. Indication : Tracer le graphe de la
fonction f(x) =e* — 2 et la diagonale y = x .

Exercice 1.48. Posons us =1 — 2% et pour tout entier n > 3,

= (1= )1 55) (1= ).

22 32 n?
7/ . . 1
Calculer w,,. En déduire que l'on a limu,, = 3"

Exercice 1.49. Sur une planéte lointaine, vous pouvez placer de l’argent a un taux
d’intérét de 100% par an. Donc si vous placez 1 euro, vous repartez avec 2 euros au
bout d’un an. En plus, vous pouvez retirer votre argent a tout moment, avec les intéréts
correspondants, puis le placer a nouveau. Par exemple, si vous placez 1 euro pendant une
demi-année, vous obtenez 1.5 euros, que vous placez une autre demi-année pour obtenir
finalement 2.25 euros. A partir d’un euro, quelle somme pouvez-vous obtenir en un an ?
(Indication on utilisera l’encadrement v — u?/2 < In(1 + u) < u valable pour u > 0.)

Exercice 1.50. On considére les deux suites :

1 1
Up,=1+—=4+..+—; neN,
1! n!

Up = U, +— ; n €N
n!

Montrer que (uy,)n et (v,), convergent vers une méme limite. Et montrer que cette limite
est un élément de R\Q.

Exercice 1.51. Soit (u,)nen une suite réelle dont tous les termes sont non nuls et telle
que :

Up+1
Un,

lim =0.

n—oo

Montrer que lim wu,, = 0.

Exercice 1.52. Etudier la suite définie par récurrence :
ug =a > 0,upr1 = V1 + uy.

Exercice 1.53. Soit x un réel.
E(z)+ EQ2z) + ...+ E(nx)
n2 '

1. Déterminer la limite de u,, =

2. Retrouver la densit de Q dans R.
Exercice 1.54. Soit ¢ : N — N bijective, telle que lim ) — ¢, Calculer (.

n—oo n

Exercice 1.55. Soit ¢ : N — N injective ; montrer que lim ¢(n) = +o0.
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1.9 Probleme : Ecriture décimale des réels.

L’objectif de ce probleme est de montrer que ’on décrit bien I’ensemble de tous les réels
a ’aide de I'écriture décimale.

1) Rappeler la définition axiomatique de ’ensemble des réel R.

2) Rappeler la définition de la partie entiere d'un réel x, notée E(z).

3) Calculer Zivzl 9 x 107% et sa limite quand N — oo. En déduire qu’il n’y a pas unicité
de I'écriture décimale si on ne prend pas certaines précautions.

Dans une des définitions qui suit on exclut les écritures décimales qui se terminent par
une suite de 9.
On considere les ensembles de suites d’entiers

E = {(ck)keNENN, €N, ¢ €{0,1,...,9} pour k> 1}
E = {(Ck)kENega VNGN,E”{IZN,C]{;%Q} .

4) Pour une suite C' = (¢x)gen de &, on considere les suites (uy)nen €t (vn)nen données
par

u, = chlo—’f ot v, = chlo_k 107",
k=0 k=0

Montrer que les deux suites (uy, )nen €t (Vp)nen sont adjacentes. En déduire que 1’on définit
une application F : &€ — Ry en posant F/(C) = limy, 00 >y k1075
5) Surjectivité de F'

a) A un réel x € R, on associe la suite de rationnels (en fait nombres décimaux) donnée
par z = 107*E(10%z) puis on pose ¢y = xy et ¢, = 10%(x), — zx_1) . Vérifier que
la suite C' = (cx)ken appartient a € et que la suite (xy)geny n'est rien d’autre que la
suite (ug)ren de la question 4). En déduire que 'on a x = F(C).

b) Vérifier par l'absurde que la suite C' définie au a) qui vérifie « = F(C) est
nécessairement dans & .

c) Conclure sur la surjectivité de F': & — R
6) Injectivité de F'
a) Montrer que pour C € &, on a E(10™F(C)) = >0, cx10m~F .

b) En déduire que pour deux éléments distincts C' et C? de &, on a F(C') # F(C?)
(On prendra pour ng le plus petit entier tel que 2, # cp, .)

b) En déduire que 'application F' : & — R, est bijective.
c) A-t-on l'injectivité sur € 7

7) Retrouver la densité de Q dans R.
8) Ecriture décimale des rationnels.

a) Montrer que si la suite C' = (¢ )gen est périodique & partir d’un certain rang alors
F(C) est rationnel.
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b) Vérifier que pour un entier ¢ € N* on peut trouver deux entiers distincts ky # ko tel
que 10F = 10% mod (q) .

c) En déduire que si x = p/q € Q. alors la suite C' € &, telle que F(C) = p/q, est
périodique.

9) Non dénombrabilité de R :

a) Par un argument diagonal montrer que {0,...,9}" = (Z/10Z)" est non dénombrable
(Considérer ¢(n) = f,(n) +1 mod (10)).

b) Vérifier que &€ \ & est dénombrable.

c) En déduire que R est non dénombrable.

10) Bijection avec P(N).

a) Adapter la définition de £ et de & a I'écriture en base 2. En déduire que l'intervale

10, 1] est en bijection bijection avec P(N)\ {(), N}, ou P(N)l'ensemble des parties de
N.

b) Rappeler pourquoi P(N) est en bijection avec P(N) \ {0, N} .

c) Vérifier que z — féj) définit une bijection de ]0, 1] sur R. En déduire que R est en
bijection avec P(N).

11) Question subsidiaire : Y a-t-il des ensembles de cardinal strictement compris entre

celui de N et celui de R?
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Chapitre 2

Calcul de primitive.

On travaille sur un intervalle I = [a,b] ou I =]a,b[ de R avec —0o < a < b < oo en
général. Les situations particulieres seront précisées.

2.1 Dérivées.

Nous faisons un rapide résumé du cours BO1. Les résultats peuvent étre admis pour ceux
qui n’ont pas suivi ce cours.

2.1.1 Définition et résultats importants.

Définition 2.1.1. On dit qu’une fonction f définie sur I est dérivable en x € I si la
limaite

b @) = f@) i flz+h)— f(z)
o el\{z} T z+hel\{z} h
¥ —u h—0

existe. On la note alors f'(x) ou %(as). On dit que f est dérivable sur tout I si elle est
dérivable en tout point de I.

Interprétation graphique : La dérivée comme limite d’un taux d’accroissement s’interprete
comme la pente de la (droite) tangente au graphe, ou encore comme un taux d’accroisse-
ment instantané.

Proposition 2.1.2. Une combinaison linéaire, le produit, le quotient quand il est défini
et la composée de deux fonctions dérivables sont dérivables. On a de plus les formules

AU +puV) = XU+ pV’ (2.1)
ov)y = vUv4+uv’ (2.2)
AN Uv —uv’

(b - o o

(go ) (z) = ¢ [f(2)f (), (2.4)
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Et pour Uapplication réciproque (quand elle est définie) on a

—1\/ o 1
U0 = 7

si [ est dérivable en x = f~(y) de dérivée non nulle.

Remarque. Les formules (2.1) et (2.3) sont encore valables pour U,V : R D I — C et
(2.4) est encore valable pour f:RDI —-I"CRetg:1I' —C.

Proposition 2.1.3. Théoréme des accroissements finis. Si f est continue sur [a,b],
—00 < a < b< +o0o, et dérivable sur |a,b|, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f) = fla) = (b—a)f'(c).
On déduit alors
1£(b) = f(@)] < [f'(c)||b—al .
Cette inégalité est en particulier intéressante pour les fonctions continiment dérivables ( f

et f’ continues sur [a,b]). Combiné avec le fait qu'une fonction continue sur un intervalle
fermé borné est bornée et atteint ses bornes (voir cours B01 et C01), cela donne.

Corollaire 2.1.4. Inégalité des accroissements finis. Pour une fonction continiment
dérivable sur un intervalle [a,b], —0o0 < a < b < 400, on a

Va,y € [a, 0], [f(y) = f(z)] < Mi[b—al
avec My = maxyepp | f'(1)] -
Corollaire 2.1.5. Si f est une fonction dérivable dans un intervalle I, on a l’équivalence
(f=Cte) = (f'=0).
On rappelle enfin que la dérivée est utile pour rechercher les extréma locaux d’une fonction.

Proposition 2.1.6. Les extréma locaux d’une fonction dérivable se trouvant a l’intérieur
d’un intervalle (i.e. en on exclut les extrémités de I) vérifient f'(Test) = 0.

N.B. La réciproque est fausse. Exemple : f(z) = 23 sur R.
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2.1.2 Quelques dérivées classiques.

1 f(®) f'(t)
R " nt" !

10, +00] t*aeR a#0 at!

] — 00, 0[ ou ]0, +00] In |¢] 1

R exp(at),a € R ou C aexp(at)
R cost —sint
R sin t cost

] =%, 5l tant —L— =1+ tan’t
R cosht sinh ¢
R sinh ¢ cosht

2.2 Primitive

2.2.1 Définition et premieres propriétés.

Définition 2.2.1. Soit f : [ — R une fonction définie sur 'intervalle I. On dit que F
est une primitive de f si F' est dérivable sur I avec

Proposition 2.2.2. Soit F' et G deux primitives de [ définies sur un intervalle I. Alors
il existe une constante K € R telle que

Veel, Gz)=F(x)+ K.

Démonstration Sur [ on a l'identité (F' — G)" = 0. Comme [ est un intervalle, il
existe une constante K € R telle que

Veel,G(x)=F(z)+ K.

Remarque.

1. Autrement dit, sur un intervalle, une primitive est unique a une constante pres. On
dit parfois « la » primitive de f sans perdre de vue qu’il y a une détermination a
une constante pres. « une » primitive est plus correct.

2. Attention la fonction

% +2 six>0

fx) =

six <0

8|~

est une primitive de —x% qui ne differe pas de i par une constante. R* n’est pas un
intervalle.
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Corollaire 2.2.3. Pour une fonction f : I — R et pour A € R et xq € I fixés, il existe
au plus une primitive F' telle que

Notation. Primitive de f telle que F'(zg) =

/ £()

:/wf(t) dt (+K) ou F:/f(t) dt (+K).

Primitive de f a une constante pres

Proposition et Définition 2.2.4. Si f admet une primitive sur intervalle [a,b], avec
a,b € R, la quantité F(b) — F(a) ne dépend pas du choiz de la primitive F', on appelle
intégrale de f sur [a,b] et on la note

/f@ﬁ:F@—F@.

Démonstration : Il suffit de voir que la quantité F'(b) — F'(a) ne dépend pas du choix
de la primitive F' (i.e. de la constante) . n

Proposition 2.2.5. Si f admet une primitive sur I et a,b,c sont trois points de I,
I'intégrale de f vérifie la relation de Chasles

LVmﬁ:l%mﬁ+lvmﬁ

Démonstration : I suffit d’écrire F(¢) — F(a) = F(c) — F(b) + F(b) — F(a). n
Remarque. En particulier [ f(¢) dt = — fabf(t) dt

Proposition 2.2.6. Si f admet une primitive sur [a,b], a,b € R, il existe c €]a, b] tel que

/f F@b—a).

Démonstration : C’est le théoreme des accroissements finis appliqué a F'. [

Corollaire 2.2.7. Pour —oo < a < b < +o0o, f et g deuzr fonctions admettant une
primitive sur |a,b] et telle que f < g, on a

l%@ﬁgl%@ﬁ.
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2.2.2 Interprétation graphique.

Plagons nous dans le cas d'un intervalle I = [a, b] avec —oo < a < b < +00. On subdivise
I'intervalle I en N intervalles suivant z, = a+ %(b —a),0 <k < N. A l'aide du théoréme
des accroissement finis, on écrit

b N-1 N-1 N-1

/ f(t)dt = F(op)—F(og) = ) Flew)(@r—or) = ) ) (@rep1—2),
“ k=0 k=0 k=0

avec pour tout k € {0,...,n — 1}, ¢x € [2k, Tx11] . On a encore

=z

[ 100 = st w0+ U0 sl - ).

0

S

e
Il

Deux cas sont intéressants
— f est une fonction croissante (ou encore monotone). On a alors

flen) = flaw) < flapn) = flaw)

d’ou l'on déduit

[ 10 a= 5 0 a0+ U050 - st

k=0

Remarque. On peut montrer quune fonction monotone qui admet une primitive est
forcément continue.
— limy w(1/N) = 0 en posant

wi) = sup [f(a) = f(2)].

lo—a/|<1/N

Remarque. Quand f est dérivable et que cette dérivée est bornée sur |a,b[, on a
w(1/N) < C/N par l'inégalité des accroissements finis. Quand f est continue , le
théoreme de Heine ' donne limy_ o w(1/N) =0.

Dans ce cas on a

=2

b—a

N 1 (cr) — fzR)| < (b—a)w(1/N) =70,

0

B
Il

Dans les deux cas, on obtient

b N-1
/a 10 dr = Jim 3 )i ).
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Mais si f est une fonction positive ou nulle sur I, f(xg)(zgs1 — x) désigne laire du

rectangle de base [z, 51 1] et de hauteur f(xy). A la limite F'(b) — F(a) = fab f(t) dt vaut

I’aire de la surface comprise entre x = a, x = b, ’axe des abscisses y = 0 et le graphe de

fry=f(z).

— Cela donne une méthode pour construire la primitive, de toute fonction continue (ou
méme toute fonction qui est la somme de deux fonctions monotones). Intégrale de
Riemann.

— Quand f n’a pas de signe, ff f(t) dt est une somme d’aires signées.

Y

Théoréme 2.2.8. (admis. 2) Toute fonction continue sur un intervalle I admet une
primitive.

Vocabulaire

— Quand on sait définir l'intégrale d'une fonction f un intervalle [a,b], on dit que la
fonction est intégrable. Notre définition dit que toute fonction qui admet une primitive
est intégrable. En fait on peut définir des intégrales de facon plus générale en s’appuyant
sur l'intérprétation graphique du calcul d’aire. Ainsi l'intégrale de Riemann permet
de définir 'intégrale pour des fonctions monotones discontinues qui n’admettent pas
de primitive. L’intégrale de Lebesgue est encore plus générale et permet de définir

Lyoir cours CO1 ou le cours de Topologie D05-E05
2Voir cours CO1
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I'intégrale de la fonction 1g qui vaut 1 sur les rationnels et 0 sur les irrationnels. Pour
chacune de ces théories on dit intégrable au sens de Riemann ou intégrable au sens de
Lebesgue. Pour les fonctions continues sur un intervalle borné, ces notions coincident
avec le fait d’admettre une primitive.

Si f admet une primitive sur [a, +00) telle que lim, .. F(z) = L € R, on dit que
I'intégrale f:oo f(t) dt converge et on note

“+oo

f(t) dt = lim CF@) dt = L— F(a).

Le membre de droite ou une des bornes de 'intégrale est infinie est appelé intégrale
impropre .

Les sommes de la forme fo:_ol flex) (g1 — zx) avec ¢ € [xy, 41| sont appelées
sommes de Riemann.

2.3 Calcul de primitives.

2.3.1 Primitives de base

Connaitre les dérivées classiques permet de connaitre des primitives dites classiques.

1 f(t) F(t)
R t'neZn#£-1| So+K
10, 400 taeRa#-1| Co 4K
] — 00,0[ ou |0, +00] 3 In(|t]) + K
R expt expt + K
R cost sint + K
R sint —cost+ K
| —2,7] — =1+tan’t | tant+ K
R cosht sinht + K
R sinh ¢ cosht + K

2.3.2 Linéarité.

La linéarité de la dérivation conduit a

/:Af(t)+g(t) dt:)\/:f(t) dt+/:g(t) it

Remarquons que si on ne précise pas les bornes, cette égalité est valable modulo une
constante :

/m M) + 9(0) dt:)\/zf(t) dt+/wg(t) dH(+K).

Remarque. Quand il y a indétermination de la constante des deux cotés de 'égalité
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comme ci-dessus, il n’est pas nécessaire d’écrire + K. Il suffit de bien garder a 'esprit ce
que signifie la notation [*.

Exemple. La primitive d'un polynome

On définit I'intégrale d’une fonction complexe par linéarité. f +ig: I — C

/:f(t)Jrig(t) dt:/:f(t) dt+¢/:g(t) i@t

Exemple.

Re/ eitdt:%</ eitdt—l—/ e“dt):/ cost dt .

2.3.3 Intégration par parties.

La regle de dérivation du produit F'G, ou F' et GG sont des primitives de f et g conduit a

/ DG dt = F(2)G(x) — F(a)Gla) — / Plg(t) dt

/U’V:[UV]j—/ UV’

Exemple. Primitive de te’.

qui se résume en

/ tet dp VL= [tet}g - / e dt = xe* — (" —1).
0 0

On obtient [“te! dt = e®(z — 1)+ K .
Plus généralement on peut calculer par intégration par parties des primitives de P(t)e’
o P est un polynoéme, ou P(t)cost ou P(t)sint.

Exemple. Primitive de Int
x T —In _ x 1
/ lntdt:/ 1xIntdt =Y t[tlnt]f—/ tx;dt:xlnx—(as—l)
1 1 1

/ Intdt=xz(lnzx—1)+ K.
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2.3.4 Changement de variable.

La formule de dérivation pour G o u ou G est une primitive de g permet de trouver une
primitive de g o u X o/

Autre écriture

avec la convention d[u(t)] = u/(t) dt cohérente avec la notation 2 = u'(¢). Dans la

deuxieme intégrale, le u apparaissant dans g(u) du doit étre considéré comme une variable,
les bornes sont changées en u(a) et u(b) ou u est la fonction ¢ — u(t). En pratique on

n’utilise pas de caractere gras.

e

Exemple. On retrouve par exemple [ Teot dt = “— + K pour a € R* avec

* Toodot y=er 1 [F e — 1
/ et dt:/ o p— :t—/ e’ du = .
0 0 (6% (8% 0 (8%

d
u=at, du=«adt, t:g7 dt:—u.
! Q@

Ecrire a part

Exemple. Pour a e R\ {1}, a€Retxz >aona

x T—a _ a+1
/(t—a)o‘dt“::_a/ uo‘du:%jtf(

Exemple.

z Qt u:t2 du 1 2
= e ——— K.
/ / arw  2niFe)+

(u =2, du=2t dt.)

Exemple. Primitive de 1/(1 + ?)

t =tanu

r dt u = arctant arctan z
—_— = du = arctanz + K .
/‘1+ﬁ / *

dt
u = arctant, t=tanu, dt= (1+tan’u) du, =du.
1+t
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2.3.5 Fractions rationnelles

Méthode d’intégration.

Clest a dire f(t) = % = (t—tl)kll-:-‘-((tz—tm)km avec t; € C.

Premiere étape : diminuer le degré du numérateur en faisant la division euclidienne de
P par Q :

P(t) =A(t)Q(t) + R(t), d°R <d°Q
R(t) R
ft)=A() + o0 A polynome.

Rappel : La division euclidienne des polynomes se fait comme la division euclidienne
(c’est a dire avec reste) des entiers. Il suffit de remplacer 10* par t*. Dans la suite on
suppose donc

PP < d°Q=hy+ky+ -+ k.

Deuxiéme étape : Un théoreme assure que toute fraction rationnelle se décompose en
une somme d’éléments simples® (ici avec d°P < d°Q, A =0) :
— dans C,

P(t) e i
a2

— dans R, on regroupe les termes conjugués de la décomposition dans le complexe
pour avoir une combinaison linéaire de termes de la forme (t_“a)j ou ((t_gfj fr’ Fy, avec
a,b,a, €R, neN*.

Troisieme étape On intégre terme a terme. Les polynémes ne posent pas de probleme.

de méme : [* =0 dt = o a)nlsln%letf Ty dt = aln |z — al.

pour ((tﬂ‘j)t%, on commence par faire apparaitre la derlvee de (t—a)?+b? au numérateur

en écrivant at + b = §(2(t — a)) + ... La premiere primitive est facile a calculer, elle se

ramene & une forme [ = du. Il reste des termes de la forme [* dt. En faisant

t— N N
( ﬂo‘), on se rameéne a F, = [ (lfﬁ.
On a Fi(x) = arctan z, puis F), se calcule par récurrence en utilisant une intégration par

parties.

(e

un changement de variable u =

Pratique de la décomposition en éléments simples.

On travaille d’abord dans le complexe (voir Deuxieme étape).
— Si le dénominateur n’est pas trop gros on peut identifier les coefficients a;; en mettant

a;
Pexpression 7, Sk jo1 ity au méme dénominateur.

3yoir cours B05

40



Exemple. f(t) = z=. A partir de

f(t) = t _m @ :(a1+a2)§+(a1—a2)7
t=1)(t+1) t—-1 t+1 -1
1 1 a1
t) = . AL e
TO=5—n e+ © /tz_l 5 (" —1) +

— Méthode générale pour trouver les coefficients a;;. Une fois que d°P < Y7 | k;, poser
Pi(y) = Ply+t1) et Qi(y) = Q(y + t1)/y™ . Faire la division suivant les puissances
croissantes de P; par () jusqu’a l'ordre k; pour obtenir

k1

Pi(y) = [Z &kl_j] Q1(y) +y" Ry (y).

=1 Y
On en déduit

k1
P(t—t ' Ri(t—1
I P Gnl N TR 1Gal
Qt —t1) < (t—t))  Q(t—t1)
ot Qi(t —t1) = (¢t —ta)...(t —tm)" et dRi(t — 1) < 1", ki. On peut donc
recommencer avec Ry (t —t;) et Q1(t — t1) en isolant le facteur (t — t5)*2...et ainsi de
suite.

Exemple. f(t) = = )3(t2+t+1)

On a P(t) =3, Q(t) = (t — 1)3(t* + t + 1). On travaille avec t; = 1 et on pose donc
Pi(y) =3et Qi(y) = (y+1)*+ (y+ 1)+ 1) = y* + 3y + 3. La division suivant les
puissances croissantes se fait comme une division (en écrivant les polynomes suivant les
puissances croissantes). On obtient donc

?;3 N 31-33_-»
A | -
O{ln ...\J 9+32’

a%v

U

2 2
3= 1) = (1= 57 ) Qo) — (14 200,
En prenant ¢t =y — 1 et en divisant par Q(t) = (t — 1)3Q,(t — 1), on obtient
1 1 2 14+2/3(t—-1
£(t) = S e,

(t—1)3 (t—1)2  3(t—1)  24+t+1
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2.3.6 Fractions rationnelles en ¢!

On pose u = ¢'. On se rameéne a une fraction rationnelle en u. Méme chose pour une
fraction rationnelle en e

2.3.7 Fractions rationnelles en cost et sint

Un polynome P(x,y) en z et y est une combinaison linéaire de monomes x™y". Alors,
P(cost,sint) est appelé un polynoéme trigonométrique; c’est une combinaison linéaire
de cos™xsin” x Si m (respectivement n) est impair, on pose u = sinz (respectivement
u = cosx) et on utilise cos? z + sin® r = 1.

Si m et n sont pairs, on linéarise. Cette derniere méthode marche a tous les coups. Il s’agit

d’écrire
eit 4+ it it _ it
cost = | ——— et sint=(—1,
2 21

d'utiliser ensuite la formule du binéme (a + b)Y = SN Cka*dV~* pour calculer
cos™ tsin™ t (en remarquant cos™tsin™t = Re (cos™ tsin" t)).

Une fraction rationnelle R(z,y) est un quotient de deux polynémes R(x,y) = —ggz;

Alors R(cost,sint) est appelé fraction rationnelle en cost et sint.
Méthode qui marche a tous les coups : Pour ¢t €] — 7, 7|, le changement de variable
u = tan%, ramene le probleme a celui d’'une primitive de fraction rationnelle en wu.

(do = §(1+ 1), cost = 52, sint = 1227)

Trucs : Les trucs suivants conduisent a des fractions rationnelles moins complexes que
le changement de variable précédent : Si 'expression f(¢)dt a la symétrie du cosinus
(inchangé par t — —t) on pose u = cos(t). Respectivement si f(t) dt a la symmétrie du
sinus, t — m — ¢, (resp. de la tangente, t — t 4+ ), on pose u = sint (resp. u = tant).

Exemple. f(t) = cos®tsint, f(—t) d(—t) = f(t) dt

x w—cos Ccos T 1
/ cos?(t)sint dt = t—/ uzdu:—gcos3x+K.
Exemple. f(t) = cos®t
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it —it\ 3 K
3, _ e’ te 1 k_ikt—(3—k)t
cos’t = (T) —§ZCTL6
k=0
1
8

= Re Ee_"?’t + ge_it - geit + éeigt}
= %cos(—?)t) + g cos(—t) + g cos(t) + % cos(3t)
= icos(?)t) + Z cos(t) .
On en déduit [“cos®¢ dt = & sin(3z) + 3 sin(z) + K .
Exemple. f(t) = . u = tan(t/2), du = £24t, sint = 2
® tan(z/2) 2
% e / 1 —Qi_uu 1?22 =In ‘tan(g)‘ + K.

2.3.8 Fractions rationnelles en ¢ et (%)i, m € N*.

Prendre la variable u = (4+2)

Exemple. f(t)=tyt—1.u3=1t—1, 3u’du=dt.

L
m .
3

T 3 V=1 3 3
/ txd/t—ldtu_f/ (u® 4 1)u3u? du:?(x—1)7/3+1(x—1)4/3+K.

2.3.9 Fractions rationnelles en t et Vat? + bt + ¢

On met at? + bt + ¢ sous forme canonique (a(t + «)? + 3%). Apres changement de variable
affine, on se ramene a une forme v/1 + 2 ou V2 — 1

Forme /1 —#2. 1l faut ¢ € [—1,1]. L’application u + sinu est une bijection de | — 7, 7|
sur | — 1, 1[. On pose t = sinu, u = arcsin t.

Forme v/1 + t2. On pose t = sinh u.

Forme v/t?> — 1. On pose t = cosh u.

Exemple. Surface d’'un disque. f(t) = vVR? — 2, t € [-R, R].

R 1 0
/ VR —t2 dt =L RQ/ V1 —u2du =00 —Rz/ sin’ s ds
—R -1 ™

0 cos(2t) — 1 7 R?
_p [ T
/ﬁ 2 2

L’intégrale donne la surface du demi-disque. La surface du disque est 7 R2.

43



2.3.10 Vérifier a la fin.

Une fois que I'on a utilisé une méthode pour trouver une primitive F' de f,

/. /
Vérifier F' = f.
Encore plus rapide f paire (resp. impaire) et F'(0) = 0 entraine que F est impaire (resp.

paire). f périodique et fOT f(t) dt = 0 entraine F' est périodique (Attention faux sinon.
Exemple sin®(t)).
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2.3.11 Primitives a connaitre ou a savoir retrouver rapidement.

En plus des primitives de base, il est bon de connaitre les primitives suivantes (les
intervalles de définition ne sont pas précisés) :

«

/Ito‘alt—gcmrl + K, aeR\{-1} /x@—lnm—l—[(
= : - =
/lntdt:x(lnx—1)+K (x > 0)

/ cost dt =sinx + K / sint dt = —cosz + K

Todt Todt
/ 5 =tanx + K / —— = —cotwx + K
cos=t sm“t
Todt T T Todt
st =l (G )| E g = (3)] K
cost fhjtan 2+4 + sint fLjtan 2 +

/ tant dt = —In|cosz| + K / cott dt =In|sinz| + K

sinht dt = coshz + K

T

Toodt
sinh? ¢

/ cosht dt =sinhx + K

=tanhz + K = —cothe + K

t
cosh2 t

cosht sinh ¢

cotht dt = In [sinhz| + K

T x

Todt
/ = 2arctan(e®) + K / = In|tanhz| + K
/ tanht dt = In (coshz) + K /
R*

eafdt:—+K aeC atdt—la +L, acR\{1}
na
Pour b €
1 Toodt 1 z—b
= —+ K — =1 K
/ +b2 arctanb—i— /tz—bz 2bnx+b'+
/ —arcsm(x)—i—K— arccos(x>+K
10| 10|
/ ln<x—|—\/x2 )+K
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2.4 Exercices.

Exercice 2.1. Calculer les primitives suivantes :

/ : / : / e'sin(e’) dt / tant dt
t2+5 2 -5

Tl T 2t+3 Tlnt ht dt
[ omidt o [ arpmdemen s [ Ela s [
tan® ¢ (24 3t+T7)m t sinh” ¢

Exercice 2.2. Considérons l'intégrale

In2

I = ver —1dx

0

Effectuer le changement de variables u = v/e* — 1 et calculer I.

Résultat : [ =2 —7/2.
Exercice 2.3. Soit f : [a,b] — R une fonction strictement croissante et continiment
dérivable. On considére les deur intégrales I, = ff f(t) dt et Iy = fff((ab)) F7H¢) dt.

1. Rappeler pourquoi f admet une fonction réciproque f=1.

2. Faire le changement de variable t = f(u) dans lintégrale I.

3. Calculer Iy en fonction de I.

4. Faire un dessin faisant apparaitre f et f=1, et interpréter ce résultat géométriquement.

Exercice 2.4. Calculer les primitives suivantes :

e 1 ,
dt, =VV2+1t);
/ V2+Ht+ Y2+t (u )

: 1 t—1
- —tanh :
/ ((t —1)2 —4)2 dt, ( 5 tanhu ou cothu) ;

/(arcsint)2 dt /t2x/1+t3 dt.

Exercice 2.5. Calculer les primitives suivantes :

/etcostdt ; /?—ndtnEN ; /tArctantdt ; /(t2+t+1)et dt.

Exercice 2.6. Soit I,, = fol (1—t>)" dt.

1. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,.
2. Calculer I,,.
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k
2k+1

k

3. En déduire Z

k=0

Exercice 2.7. Intégrale de Wallis. Soit I, = fog sin™ ¢ dt.

Etablir une relation de récurrence entre I, et I, .

En déduire des formules explicites pour Ia, et Iopyq.
Montrer que (I,)nen est décroissante et strictement positive.
En déduire que I, ~ I,,11.

Calculer nl, I, 1.

S oA e v =

Montrer que lon a lim,,_, I,\/2n/m = 1.

Exercice 2.8. Soit I,, = fol ﬁ—nxdx
1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I,)nen — 0.

2. Calculer I, + I,,41.

k+1

)-

3. Déterminer lim (Z

n—>+oo

Exercice 2.9. Calculer par récurrence :

k]

du

I, = .
o cos"u

Exercice 2.10. Calculer par récurrence :

Jn:/ log(u)"du.
1

Exercice 2.11. Calculer les primitives suivantes :

xT

/ (costcos2t + sintsin3t) dt /

/ sin®tcost dt / sin*t dt / sin®tcos®t dt

/ cosh?tsinh®t dt / sinhtcosh®t dt / coshtsinh®t dt.

xr
costsin®t dt / cost dt

Exercice 2.12. Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :

wcos’x, cos(2x)cos’x.
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Exercice 2.13. Décomposer les fractions rationnelles suivantes; en calculer les primi-
tives.

1 1 3 dx 1 1
a?+22 (1422 22-4" (z-2% 22+2+1 (24+20-1)%
3t+1 3t+1 1 3+ 2 r+1 (22 —1)(2% + 3)
(2 —2t+10)2 2 —-2t+10" $3+1 (z+1* 2(x-2% GYRNID PO R
x? 423 —dr—1 2T+t —dr—1
(22 + 3% (x + 1) w(z? +1)° w(z? + 1)

Exercice 2.14. Calculer les primitives suivantes :

/m 41 5 /m dt /m tdt /m dt
t(t—1)3 ’ (t*+1)2 7 e (t—1)(¢> — 2t — 2)%

Exercice 2.15. Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :

1 2z x? 1
(x+2) (22 +22+5) (1—x+22)?2 (z—1)202+4)" (A+a3)3°

Exercice 2.16. Calculer les primitives suivantes :

T 3 x =3 x T
t t dt cost
/ C.OS5 dt / T dt / — i / —dt ;
sin® ¢ 1+ cost costt 4 sin*t 1+ sin 2t

/ztant—tana P /I sinh ¢t cosh ¢
tant + tana ’ sinh* ¢ + cosh® ¢

Exercice 2.17. Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :

cos® 1 1

sinz’ 14tanz th’z

Exercice 2.18. Calculer les primitives suivantes :

v dt /z dt /x t
T Y —dt
/ t+vt—1 V2 +t+1 V9 + 4t
TVt+1—Vit+1 v t+1
/ Vit Vit dt i dt.
t+2 VAt + 4t 4+ 1
Exercice 2.19. Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :
8r — 3
V12x — 422 =5
22 —1

rVw

x2 —bx+4
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Exercice 2.20. Calculer les primitives suivantes.

1. / S gin 9t dt.

cos’t dt ; / cosh®t dt ; / cos*t dt ; / sinh* ¢ dt.

Int dt;/ tlntdt;/ arcsint dt.

coshtsint dt.

et +1
e cosbt dt ; / e sin bt dt.

10.

z dt pour 0 <z <l

11.

12. / . )
cost +2sint + 3
Tt dt

15. ——  avec 0O0<zx<a.

‘/CL3 _t3

1 / r cosht gt
) cosht + sinh ¢

Exercice 2.21. Calculer les primitives suivantes :

/x / _ /Il—l—cosZt 5
cosh tv/ cosh 2t 7 cos? t ’ 1 —tan?t ’

¥ sin at bt (2 t
/ sinat + cosbt ; / ( —|—c0s)dt'

el sin®t

Exercice 2.22. Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :

chx sin(2x)
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1
V2 + tan? x
(2 + 2z + 2) cos(2z)
z?cosz et ?sinx en utilisant les complezxes

1 1
(@2 —1)% (22— 1)

Exercice 2.23. Calculer [ In(1+ 2?).

Exercice 2.24. Soient I = fowa:cos2 xdr et J = f07rxsirl2 xdz.
1. Calculer I et I + J.
2. En déduire J.

Exercice 2.25. Soit a,, = fol thet dt.
1. Calculer ag, ..., ay.

2. Etudier la suite (ap)pen-
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Chapitre 3

Suites numériques. Compléments.

3.1 Bolzano-Weierstrass

Nous allons donner une propriété fondamentale des ensembles et des suites bornés de R
(resp. C).

Pour zp € K =R ou C, et o > 0, on notera By(zo, 0) (resp. B(zo, 0)), la boule fermée
(resp. ouverte) de centre zg et de rayon o dans K =R ou C :

By(zo,0) ={y € K, |y — ol <o} .
Dans le cas K =R, on a B(z, 0) = [xo — 0, %0 + 0] -

Définition 3.1.1. Soit E une partie de K =R ou C. On dit que x € K =R ou C est un
point d’accumulation de E, si pour tout € > 0, E N By(x,¢e) est infini.

Remarque. Quitte a changer € en 2¢, la définition avec les boules ouvertes est
équivalente. En revanche comme pour la définition de la limite, ¢ > 0, ne peut étre
modifié en € > 0.

Théoreme 3.1.2. Théoréme de Bolzano-Weierstrass, 1ére version. Toute partie infinie
et bornée de R (ou C) admet un point d’accumulation dans R (resp. dans C).

Démonstration : Soit £ une partie infinie et bornée de R(resp. C). Il existe R > 0 tel

que E C [-R, R| (resp. E C [-R, R] x [-R, R]).

On raisonne par dichotomie (resp. en coupant des carrés en quatre).

— On construit une suite d’intervalles emboités (resp. de carrés) qui ont tous une
intersection de cardinal infini avec E. On pose Iy = [ag, Ao] avec ag = —R et Ag = R
(resp. Cy = [ag, Ao X [bo, Bo] avec by = ap = —R et By = Ay = R). L’ensemble Iy N E
(resp. Cp N E) est infini.

— Supposons I, = [an, A,] (resp Cy, = [an, An] X [bn, By]) construit tel que £ N I, (resp.
ENC,) soit infini. On pose a], = %t4n (et b, = 2482) On subdivise ainsi [, en deux
intervalles (resp. C), en quatre carrés)

I, = [an,a,] U a;,, Ay] .

n n?
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L'un des deux (resp. I'un des quatre) a forcément une intersection de cardinal infini
avec E. On choisit a,41 = a, et A,4+1 = a, si c’est le premier; a, 11 = al, et A1 = A,
sinon (faire une raisonnement similaire sur C),, coupé en quatre).
On a construit ainsi deux suites (a,)npen croissante et (A,),eny décroissante (resp. et
éventuellement deux autres suites (b, )nen €t (Bp)nen) telles que

2R 2R
VneN, 0<A4,—a,<—, (et 0<B,—b,<—).
2m 2n
Les suites (an)nen €t (Ap)nen (et (bp)nen et B, € N) sont adjacentes. On note = =
lim, ey a, (resp. x = lim,ey a, +1ib,). Pour £ > 0, il existe N € N tel que 2R/(2") < £/10.
On a alors

wet=(l-u<iy)=welb-zate)

2R

2R
. —y) < =2 )< 2 _ul<e) .
resp (y € Cn) = (|]Re(x y)| < SN Im(z —y)| < 2N) = (|lz—y| <e)

On en déduit que l'intersection

ENnz—ex+e]DENIy
resp. ENBy(r,e) D ENCy

est infinie. m

Définition 3.1.3. Pour une suite (u,)nen méelle ou complexe, on dit que a est une valeur
d’adhérence si il existe une sous-suite (U, )ken qui converge vers a .

Théoréme 3.1.4. Bolzano-Weierstrass, deuxiéme forme. Toute suite bornée de R ou C
admet une valeur d’adhérence.

Démonstration : C’est une conséquence directe de la premiere version. Il y a deux cas.
— FE = {u,,n € N} est fini : Une des valeurs est prise une infinité de fois et on peut
extraire une sous-suite constante (donc convergente).
— E = {u,,n € N} est un ensemble borné infini : Alors il admet un point d’accumulation
x. Pour k € N, il existe nj, € N tel que |u,, — x| < 2% On a alors limy o0 Uy, = .
]

Corollaire 3.1.5. Si [ est un intervalle fermé borné de R (resp. R = IxJ est un rectangle
fermé borné de C), alors toute suite de I (resp. de R) admet une valeur d’adhérence dans
I (resp. R).

Démonstration : Il suffit de passer a la limite dans les inégalités larges. [
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3.2 Suites de Cauchy.

Dans R les suites adjacentes permettent d’obtenir I'existence de limites sans les connaitre
a priori. On voit bien que l'on est une peu géné avec les suites complexes : Si on ne passe
pas par les abscisses et ordonnées, on ne peut pas utiliser les mémes raisonnements que
dans R. La notion de suite de Cauchy résout cette difficulté.

Définition 3.2.1. On dit qu’une suite (u,)nen réelle ou compleze est de Cauchy si

Ve > 0,3IN. € N,Vm,n > N, |upy —u,| <e.

Remarque.

1. Il s’agit bien d’une propriété de la suite. La définition ne fait pas intervenir d’élément
extérieur comme la limite dans la définition de la convergence.

2. N.B. La propriété d’étre de Cauchy met en jeu tous les écarts possibles au dessus
de l'indice N, .

Proposition 3.2.2. Toute suite convergente de R ou C est de Cauchy.

Démonstration : Soit € > 0. Il existe N. € N tel que

anNEa |un_€‘ S

N ™

Pour tout € > 0, on a trouvé N. € N tel que

g S
Vm,n > Ne, o |t — Up| <t — €] + |u, — 0] < 5+ 5 <€,

2 2~
m
Proposition 3.2.3. Toute suite de Cauchy de R ou C est bornée.
Démonstration : Il existe N; € N tel que
Vn > Ny, Ju, —un,| <1, (m=Np).
On en déduit
VneN, |u,| <max{|ug|, |u|,...,|un]|, |un]|+1} .
]

Théoreme 3.2.4. Toute suite de Cauchy de R (resp. de C) converge dans R (resp. dans
C).

53



Lemme 3.2.5. Si une suite (u,)nen Téelle ou complexe est une suite de Cauchy et admet
une valeur d’adhérence £ alors elles converge vers £.

( (un)nen de Cauchy ) N <lim w = E) .

Démonstration : Soit ¢ > 0, il existe N, € N tel que

Vm,n > N, |ty — uy| <

De plus il existe nx, > N. tel que
€
‘un — E‘ < —.
€ 2
On prend m = ng_. On a trouvé N, € N tel que
Vn > No, o |u, — 0] < }un—unkg} + ‘unkg —ﬁ} <e,

ce pour tout € > 0. [

Démonstration (Fin de la preuve du Théoréme 3.2.4.) : Si (u,)nen est une suite
de Cauchy, elle est bornée. Par le Théoreme de Bolzano-Weierstrass elle admet une valeur
d’adhérence. Le lemme précédent nous dit alors qu’elle converge. [

Remarque.

1. Le Théoreme 3.2.4 se résume en disant que R (resp. C) est complet. Le terme
« complet » est particulierement bien choisi : Il signifie qu’il n’est pas nécessaire de
grossir I’ensemble pour avoir toutes les limites possibles (non infinies) de suites.

2. Q n'est pas complet puisque /2 peut s’obtenir comme limite d’une suite de
rationnels et V2 € Q.

3. L'importance de la notion de suite de Cauchy est que comme pour les suites
adjacentes, cela donne une condition sur la suite toute seule pour qu’elle converge
sans connaitre a priori la limite.

TS . k2 —
Exemple. On consideére dans C la suite u, = Y _,_, ¢* % On a pour n > m,

—m

<e ™.

- (&
|un _um| S Z e_k S 1
k=m-+1 €=

On obtient pour N, > —Ine,
VYm,n > Ng, |ty —u,| < €.

La limite Y2, e =% = lim,, o u, existe dans C. Nous reviendrons sur cet exemple (voir
séries absolument convergentes.)
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3.3 Comparaison de suites, vitesse de convergence.

Définition 3.3.1. Soit deuz suites complexes (up)nen €t (Un)nen
— On dit que la suite (uy)nen est dominée par la suite (v,)nen Si

JdA>0,AN e N,Vn > N, |u,| < A|v,|
Notation. u, = O(vy,).
— On dit que la suite (u,)nen est négligeable devant la suite (v, )pen S
Ve > 0,3N.,Vn > N, |un| < € luy, .
Notation. u, = o(v,) .
— On dit que les suites (Up)nen €t (Un)nen Sont équivalentes si u, — v, = o(vy,).
Notation. u,, ~ v,.

Exercice 3.1. Vérifier que ~ définit bien une relation d’équivalence sur ’ensemble des
suites réelles RY.

Ces définitions ont une traduction immédiate quand v,, # 0.

Proposition 3.3.2. Avec les notations précédentes, si la suite (v,)nen ne s’annule pas,
on a les équivalences

— u, = O(vy) si et seulement si la suite (“—”) est bornée.
neN

n

— u, = o(vy,) si et seulement si la suite = converge vers 0.
™/ neN
— Uy, ~ Uy St et seulement st la suite <Z—" converge vers 1.
"/ neN

N.B. Les opérations ne se comportent pas toujours bien pour ces relations. Par exemple,
u, ~ v, n’implique pas en général f(u,) ~ f(v,). Il vaut mieux refaire les raisonnements
en revenant aux définitions.

Définition 3.3.3. Soit (u,)nen une suite convergeant vers £ dans R ou C. On dit que la
convergence est

— lente si |u, — €| = O(%) pour a > 0.

~ géométrique si il existe p € (0,1) tel que |u,, — €| = O(0").

— rapide si pour tout o > 0, |u, — €| = O(o").

3.4 Sommes de Riemann, intégration numérique.

On se donne un intervalle I = [a,b] avec —o00 < a < b < oo et une subdivision
x=a+kAz, k€ {0,...,N —1} avec Az =22,
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Définition 3.4.1. On appelle somme de Riemann toute somme de la forme

—_

N-1 N-1 b—a N—
Sy =3 flema — ) = Ar Y fla) = 3 (e
k=0 k=0

k=0

avec pour tout k € {0,..., N — 1}, ¢x € [xg, T41] -

Ar = b_T“ est appelé le pas de la subdivision, ou pas de discrétisation.
On a vu au Chapitre précédent les résultats suivant

Proposition 3.4.2. Si f est continue sur [a,b] et (Sy)nyen+ est une suite de sommes de

Riemann de pas b_T“, alors on a

]\}i_rgoSN:/abf(t) dt
Si de plus f est continiment dérivable sur [a,b] (f et f' continues) on a
’ 1
/a £(1) di — Sy = O(1).
Remarque. Des cas particuliers intéressants sont ¢, = xp = a + kAx, ¢ = Ty =

a+ (k+1)Az et ¢, = 224 = g + (k4 1/2)Ax.

. : . N
Exemple. Considérons la suite donnée par uy = »_,_; 7% On a

N N-1

1 1 b—a 1
UN = — =
LS - Y
avec b=1,a =0, f(t) = 5. On en déduit
1
dt
lim uy = —— =1n2
N—oo 0 ]_ + t
R 1
et méme uy —In2= O(N> .
Remarque.
1. La méthode des trapezes ou le choix ¢ = % peut conduire a une erreur d’ordre

O(5z) - (voir TD).

2. En général 'intégration numérique qui consiste a approcher une intégrale par une
somme finie conduit & des erreurs d’ordre O(55). I s’agit d’une convergence lente.
Néanmoins, plus I'exposant « est grand, plus la convergence est rapide. Le travail
du numéricien consiste a trouver les méthodes les plus efficaces, c¢’est a dire qui

amene a une précision donnée avec le moins de calculs possible. Ces questions sont
abordées dans les cours C03 et F04.
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3.5 Suites récurrentes (bis).

3.5.1 Points fixes.

On travaille sur un intervalle I de R non réduit a un point et on considere une fonction
f I — I et qui est continue sur /. Nous allons étudier de facon plus précise la convergence
des suites récurrentes données par

Unt1 = [(un) uo€l.

Comme f envoie I dans lui méme, la suite est bien définie. De plus la continuité nous dit
que les limites possibles dans I sont des points fixes :

(= f(£)
Méthode d’étude :

1. Tracer sur un méme dessin le graphe y = f(z), la diagonale y = x et les premieres
valeurs de la suite comme ci-dessous, pour avoir une idée du comportement. La
figure ci-dessous donne un exemple. On peut rencontrer 4 types de figures : des
escaliers convergents ou divergents ou des spirales convergentes ou divergentes.

2. Estimer I’écart entre | f(z3) — f(z1)] en fonction de |z — 24| par exemple en utilisant
le théoreme ou 'inégalité des accroissements finis.

$5
4= f<)

f
L
f
{
(

-——— e —

-,

v

<
£

} (5 f
! 4
| RN | J
v %
il s L

—
o

Nous allons commencer par un résultat qui bien que n’étant pas le plus général met en
oeuvre simplement 1’étape 2.

Proposition 3.5.1. On suppose que la fonction f : I — I admet un point fize £. On
suppose de plus que la fonction f est dérivable sur lintervalle J = I N[0 — o, + al et
qu’il existe o < 1 tel que

Veed, |f(z)]<o.

Alors f(J) C J et pour toute donnée initiale uy € J la suite récurrente donnée par
Uns1 = f(up,) converge géométriquement vers ( :

[y, — €] < 0" |ug — | .
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Démonstration : Pour z € J, le théoreme des accroissements finis permet d’écrire

[f (@) =l = ")z — €] < ele— ¢

en utilisant ¢ = f(¢) puis le fait que le point ¢ entre ¢ et x appartient a U'intervalle J. On

en déduit alors pour x € J
|f(x) =t < |z —{] <.

Ainsi f(z) € I et |f(x) — ¢| < a entraine f(x) € J. L’inclusion f(J) C J entraine u,, € J
pour tout n € N des que ug € J. La convergence géométrique vient ensuite de

‘un—l-l — ) = ‘f(un) —1] < Q|un—€‘ .

Le résulat suivant ne demande que la dérivabilité au point £.

Proposition 3.5.2. On suppose que { € I est un point fixre de f, ¢ = f({) et que f est
dérivable au point £. On a les trois cas possibles

1. |f'(0)| € [0,1]. Alors il existe un intervalle I. autour de £, non réduit a £, tel que u,,
converge géométriquement vers { dés que ug € I., avec |u, — €| = O(0") pour tout
o €|f'(0)],1]. En particulier pour f'(¢) =0, la convergence vers { est rapide.

2. 1f'(0)] > 1. Alors la suite (uy)nen converge vers £ seulement si elle stationne a {.
3. 1f'(0)] = 1. Pas de résultat général

Définition 3.5.3. Dans le cas 1 de la Proposition 3.5.2, on dit que le point fixe { est
attractif. Dans le cas 2, on dit qu’il est répulsif.

Démonstration : 1) En revenant & la définition de la dérivée et en utilisant la continuité
de la valeur absolue, on a

[f(x) = £

xhi)ng T =|f' ()] <1.
xel\{l}
En explicitant la définition de la limite avec ¢ = 1_“;(6)‘, on peut trouver a > 0 tel que
Vee [l —a,l+a]NI\{l}, HW‘—M’(@\'S@. (3.1)
On en déduit
veelt-acranive, M0 <o - TOEL

puis Vere[l—al+a|lnNl, |f(x)—( <o|lx—1,

58



avec

_ O+t
2

Comme dans la preuve de la Propositon 3.5.1, la condition ug € I, = [{ —a,{+a| N1
entraine alors u,, € [{ — a, £ + «] pour tout n € N et la convergence géométrique

<1.

|t — €] < uo — €] o -
De fagon plus précise pour ¢ €] |f'(¢)], 1], on peut trouver un intervalle a, > 0 tel que
Ve e[l —apl+a, NI, |f(x)—( <olx—1.
La convergence lim,,_,, u,, = ¢ entraine qu’il existe N, € N tel que
Vn > N, Ju, = < a,.

On a alors
Vn > N,y u, — ] < o Ne }uNQ — E} < Co",
avec C' = |uy, — €| /o™e. On a donc |u,, — £| = O(¢") pour tout ¢ €] |f'(¢)],1].

2) Pour |f'(¢)| > 1, on utilise & nouveau (3.1) avec € = % pour écrire

Vrell—al+a]nI\{e}, ‘W' S 1) — e = )\+17

puis Vee[l—al+alNl, |[f(x)—¢ <ol|x—1,

avec

_ i+t
2

Supposons que la suite (u,),en converge. Alors on peut trouver N € N tel que

> 1.

Vn >N, |u,—/ <a.

On a alors pour n > N
[Unt1 — L] = o1 |un — €] .
On en déduit
V>N, |u, =€ > "N juy — €] > Jun — £ .

L’hypothese de convergence entraine alors uy = ¢, auquel cas la suite stationne puisque

flO)=¢. .

Avec une hypothese supplémentaire, on peut encore raffiner la compréhension du cas

1) = 0.
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Proposition 3.5.4. On suppose la fonction f : I — I est dérivable sur I, admet un
point fize 0 € I avec f'(¢) =0 et que [ est deux fois dérivable en (. Alors, il existe une
constante C' > 0 telle que

VneN, |up —¢ <Clu, — (] (3.2)
(Cluo — £))*

VneN, |u,—¢| < ,
neN, |u, =] < 8

(3.3)
dés que C'lug — | < 1.

Démonstration : On utilise d’abord le théoreme des accroissements finis pour écrire
pour x € [

[f(@) =l =[f(@) = O < |f (e =€l < [f'(e) = f(O] |z — 1],
avec ¢ compris entre £ et . Comme [ est dérivable en ¢, on a

|[f'(x) = /(0]
|z =]

lim
z— Y

ze I\ {0}

On en déduit qu’il existe deux constantes K > 0 et o > 0 telles que

= [0 -

VielInl—a,l+a], |f(t)—Ff(O<K|t—1.
En supposant z € I N [{ — a, ¢ + ], on peut appliquer cette inégalité avec t = c,
[f@) =l < Kle—tlle = (| < K|z — (]
On pose C' = max {é, K} . On obtient
VeeINn[l—al+a], Clf(z)—{<(Clz—1))?*.

On prend

1 1
L=In|t—-=t+—=|cIn[— .
c N [Z O,ﬁ—l—c} CINi—a,l+a

Il suffit de vérifier par récurrence u,, € I. pour tout n € N des que C'|ug — ¢| < 1.
~ Pour n = 0, c’est vrai. Puisque [ug — | < &.
— Siu, € I, on a alors u,.1 = f(u,) € I et

Clttngr — ) = C|f(u) — €] < (Clun, —£])* < 1.

Ainsi u, 11 € I..
n

Définition 3.5.5. Quand une suite (u,),en convergeant vers £, vérifie une inégalité du
type (3.2), on dit qu’il y a convergence quadratique vers {.
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Remarque. Dans la convergence géométrique le nombre de décimales justes croit
linéairement. Dans la convergence quadratique, le nombre de décimales croit exponen-
tiellement. C’est une convergence tres rapide.

Exemple. On revient sur 'algorithme de Heron. On a f(z) = 3(z + £) avec a > 0
et x > 0. y/a est le seul point fixe de f dans I = R%. On a de plus f'(v/a) = 0. La
convergence est quadratique. Vérifier la rapidité de la convergence a la machine.

3.5.2 Algorithme de Newton.

L’algorithme de Newton est une méthode itérative pour résoudre ¢(x) = 0. En suppo-
sant connue une approximation wu, dune solution zy, on calcule explicitement w, | en
remplacant ¢ par son application affine tangente

@(un) + @/(un)(un-i—l — Un) =0.

En supposant ¢'(u,,) # 0, on obtient

PRI 01 o b

o plun)
Up41 = Up QOI(Un) - f(un)7 Ug € R

_ ()
o' (x)

en posant f(x) =x

Proposition 3.5.6. On suppose que ¢ est 2 fois continument dérivable, que xy résout
o(xg) = 0 avec ¢'(xg) # 0 et que ¢ admet une dérivée troisieme en xy. Alors il
existe un intervalle I. contenant xo et non réduit a xq tel que la suite (un)neny converge
quadratiquement vers { dés que uy € I, .

Résumé : La méthode de Newton est tres efficace si on ne part pas trop loin de
« la » solution.
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Remarque. En étant un peu plus soigneux, on peut se passer de I’hypothese de I'existence
de la dérivée troisieme.

g((z)) est dérivable deux fois dans un intervalle
autour de zq car ¢'(zg) # 0 et ¢’ est continue en xy. On a de plus

Démonstration : La fonction f(z) = z—

2 — p(@0) " (x0)

90’(%)2

f/(l’o) —1— 90/(330) —0.

On applique la Proposition 3.5.2. [

Remarque. L’algorithme de Newton est une méthode itérative de résolution des
équations qui admet beaucoup de généralisations. C’est une technique classique de
I’analyse numérique et du calcul scientifique. Elle est aussi utilisée en algebre avec des
structures plus exotiques que ’ensemble des réels.

Exercice 3.2. Montrer que [’algorithme de Heron n’est rien d’autre que [’algorithme de
Newton pour résoudre x> —a = 0.
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3.6 Exercices.

Exercice 3.3. Soit a € R et a,, une suite convergente vers 0. Etudier la suite ug = a,
Upt1 = 1/2(1 + ap)uy, + 1/2. (montrer d’abord que la suite est bornée, puis montrer que
si x # 1 est valeur d’adhérence, 2x — 1 l’est aussi, et aboutir a une contradiction).

Exercice 3.4. Montrer qu’une suite bornée de R ou C qui n’a qu’une valeur d’adhérence
converge.

sinn

A )nEN

est de Cauchy et que la suite ((—1)" + 1

Exercice 3.5. Montrer que la suite ( E)%N

ne l’est pas.

Exercice 3.6. On considere la suite définie pour n € N* par
1
Uy = —.
>3
k=1

1. Montrer que l'on a ugj+1 — Ugj > % :
2. En déduire que la suite (u,)nen n'est pas de Cauchy.

3. Que peut-on dire de lim,,_, o u, ?

Exercice 3.7. Pour une suite réelle ou complexe (un)nen, indiquer les relations logiques
entre les propositions :

— (Un)nen converge dans C.

— limy, oo Upi1 — U, = 0.

— (Un)nen est une suite de Cauchy .

Exercice 3.8. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite réelle bornée
(tun)nen telle que lim, o uyr 1 — u, = 0 est un intervalle. Donner un exemple de suite de
[0, 1] dont l’ensemble des valeurs d’adhérence est tout [0,1] .

Exercice 3.9. Montrer que toute sous-suite extraite d’une suite de Cauchy est aussi une
suite de Cauchy.

Exercice 3.10. Montrer que si (u,) est une suite de Cauchy, on peut trouver une sous-
suite (uy, ) de (uy) telle que :

1
vp € Na vq 2p7 |unp _unq‘ S %

Exercice 3.11. Une suite (x,) est définie par une relation de récurrence T,y3 =
asinzx, + b ot a est un nombre réel de |0,1[ et b un nombre réel quelconque. Montrer
que pour tout p € N, |z,41 — xp| < aP|zy — xo|. En déduire que la suite (x,,) est une suite
de Cauchy.

Combien de termes faut-il calculer pour obtenir une valeur approchée de limx, a 1071
pres si on suppose a =1/2, b=5, xg=17¢
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Exercice 3.12. Théoréme de Picard : On dit qu’une application f : K — K, K=R
ou C, est o-Lipschitzienne si

Ve,y € C, |f(y) — f(@)] <eolr—yl.

— Montrer que si f est o-Lipschitzienne avec o < 1, toute suite récurrente donnée par
U1 = f(uy,) est de Cauchy.

— En déduire qu’une fonction f qui est o-Lipschitzienne avec o < 1 admet un unique point
fizxe dans K.

Exercice 3.13. Vérifier que la relation u, ~ v, définit une relation d’équivalence sur
RN

Exercice 3.14. Soit f € C’z([a, b, R).
1. Montrer que fﬁ dt = Z2(f(a) + f(B ))+1fﬂf” (x)(a — 2)(B — x)dx.
2. En déduire un encadrement de fﬁ t)dt siVr € [a, 5] m < f"(x) < M.

3. En déduire Nl
b b—a f(zx) +f$k+1) 1
/Gf(t)dt— ¥ ; _O<ﬁ)

avec Ty = a+kb_Ta

n

Exercice 3.15. Déterminer lim () —").
n—-—+0o k=0 ns+

Exercice 3.16. Calculer :

Exercice 3.17. Calculer :

n

2 . B +k oo ]
,};n;oH(H ) ;,}LH;HZ Ty s m Y e

Soit (up)nen+ la suite réelle définie par :

« n

Calculer :

et donner un équivalent de u,, — €.
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Exercice 3.18. On utilise dans [’espace muni d’un repére orthonormé les coordonnées
cartésienne (z,y, z) . On considere la sphére Sg de rayon R > 0 et de centre O = (0,0,0) .

1. Vérifier que pour h € (—R,R), le cercle Sg N {z =h} a pour rayon o(h) =
VR?—h?.
2. Expliquer pourquot le volume de la sphére doit étre f_RR mo(h)? dh.
3. En déduire que le volume de la sphére est % .
Exercice 3.19. Soit f: [0,1] — [0, 1]. On considére a € [0, 1] et la suite (uy,)nen vérifiant
up=a etVn € N, u,1 = f(un). Les propriétés suivantes sont-elles vraies ou fausses :
1. Si f est croissante, alors (u,) est croissante.
Si (uy,) est croissante, alors f est croissante.
Si (uy) est croissante et f monotone, alors f est croissante.
Si (un,) converge vers une limite I, alors | est point fize de f.

Si f est dérivable, alors (u,) est bornée.

S S e

Si le graphe de [ est au dessus de la droite d’équation y = x, alors (u,) est
croissante.

7. St (uy,) converge vers un point fize | de f, alors f est continue en [.

Exercice 3.20. Etudier la suite définie par up.1 =1+ % dans les cas suivants :
1. Ug = —4.

2. ug = —2.
3. ug = 2.
4. ug = 3.
Exercice 3.21. Pour o > 0, on veut résoudre l’équation e ** = x .
— Vérifier que cette équation admet une unique solution x, dans R.
— Montrer que pour o € [0,1], la suite récurrente donnée par u, = e ", uy € R,

CONVETGE VETS Xy, -

— Vérifier que la suite précédente ne converge vers x, que si elle est stationnaire quand
a>1.

— Dans le cas a > 1, vérifier que la suite donnée par v, = —
VETs Ty, -

Inv,
a

, vg €la”t, 1] converge

Exercice 3.22. Vérifier que le polynome X3 + 3X — 7 s’annule une seule fois sur R et
que cette racine réelle appartient a [0,2] .

Ecrire un algorihtme de Newton pour résoudre X3 +3X —7 et donner une approzimation
a 1078 pres de la solution.

Exercice 3.23. FEtudier la suite (u,) définie par

1
Upy1 = §un(ui — 3u, +4) Yn > 0.
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Chapitre 4

Séries numériques.

4.1 Définitions et premieres propriétés.

4.1.1 Séries et opérations.

Définition 4.1.1. Soit (a,)nen une suite de R ou C. On appelle série de terme général
an la suite de RXR (ou CxC), ((an, Y p_qar)),cn- La quantité S, = Y7 ay. est appelée
somme partielle d’indice n .

Notation. On note parfois simplement » a,, la série de terme général a,,. Notation qu’il
ne faut pas confondre & ;- ay & laquelle nous allons donner un autre sens. Une autre

notation utilisée est [an], -

Remarque. FEn fait il suffit de connaitre les a,, pour connaitre la série. Inversement si
on connait les sommes partielles, on peut tout retrouver avec a,, = S, — S,_1, avec la
convention S_; = 0. La définition insiste sur le fait qu’il faut considérer en méme temps
les termes et les sommes partielles.

Définition 4.1.2. Opérations sur les séries : On considére deux séries de terme général

a, etb,.

Troncature La série de terme général (an0+n,zzozx ag)nen est appelée série déduite
de (ap, ZZ,:O ax)nen par troncature d ng. Pour les sommes partielles cela revient a
annuler les premiers termes dindice < ng .

Combinaison linéaire Pour «,3 € R (ou C), la combinaison linéaire de coefficients o

et 3 est la série de terme général aa, + Bb, et de somme partielle :

Z(aak + Bby) = « (Z ak> + 0 (Z bk> )

k=0

Produit La série produit est la série de terme général

n n
Cp = E Ap—1by, = E agby—1 = E aklbk2~
k=0 k=0

ki+ko=n
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4.1.2 Séries bornées et convergentes.

Définition 4.1.3. On dit qu’une série est bornée si la suite des sommes partielles est
bornée.

Proposition 4.1.4. La suite des termes d’une série bornée est bornée.

Démonstration : Si (S,).en est bornée (a, =S, — S,_1)nen est bornée. n

Remarque. En revanche, la série n’est pas forcément bornée quand la suite des termes
est bornée. Exemple : a,, =1, 5, = n.

Définition 4.1.5. On dit qu’une série converge (dans R ou C) si la suite des sommes
partielles converge (dans R ou C). On note > ;- ap = lim, o Sy, = limy, oo Y1 G-
Remarque. On utilise la méme notation si la limite est 00 ou oo sans dire pour autant

qu’elle converge.

Proposition 4.1.6. Si la série de terme général a, converge alors lim, ., a, = 0.

Démonstration : On écrit simplement

Ay — Sn — Sn—l n;»oo (i ak> — (i CLk) =0.
k=0

k=0

Exemple. La réciproque est fausse. L’exemple classique est celui de la série harmonique
de terme général %, n € N*. En prenant n = 2P, on a

2?—1 p—12/t1_1 p—12it1 1
1 1 P p—oo
P
E — — > =" 400.
k; 2i+L — 2
k=1 j=0 f=2J j=0 [=27

Définition 4.1.7. Si la série de terme général a,, converge, on appelle reste au rang n le

nombre
“+o0

Ro= Y m-Ya-s,

k=n-+1

Proposition 4.1.8. Si la série converge la suite des restes a pour limite 0 .

Exemple. La série géométrique de raison p est la série de terme général a,, = ¢". Comme
la somme partielle vaut

e 1 — ontl
Si=Yd = TE s (amntlsie=D),
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la série converge si et seulement si |g| < 1. Si la série converge > -, 0" =1/(1 — o).

Exemple. Série téléscopique. Soit (uy,)neny une suite numérique. La série de terme
général a, = wu,.1 — u, converge si et seulement si la suite converge (u,)nen €t on a
> g Unt1 — Uy = 1My, uy, — U, en vertu de :

4.1.3 Produit infini.

Pour z € C*, on définit In 2z en passant en polaire
z=10e? 0>00¢€] -7 r], Inz=1Inp+if.

Proposition 4.1.9. Soit (u,)nen une suite de C*, telle que la série de terme généralInu,
converge, alors le produit

Hun = hm Hn oln,

existe.

Démonstration : On écrit

N N
n=0 n=0
et on utilise la continuité de la fonction exponentielle. [

Remarque. Pour étudier les produits infinis, on utilise I’exponentielle et le logarithme
pour se ramener aux séries.

4.2 Séries positives.

4.2.1 Généralités.

Théoréme 4.2.1. Une série de terme général a,, > 0 vérifie :

— Soit la série est bornée et alors elle converge avec Y - a, € Ry .
~ Soit Y @y, = +00.

On a de plus l’équivalence

(Zan—O) (Vn e N,a, =0) .
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Démonstration : En fait la suite des sommes partielles S, = ZZ:O ap est une suite
croissante. Soit elle est bornée et elle converge dans R, soit elle tend vers +oo. [

Remarque. En conséquence la somme d’une série positive est toujours définie dans R, .

Exemple. On a déja vu (en TD) un exemple de série positive avec 1'écriture décimale
des réels positifs : © = > "2 ¢, 107% .

Proposition 4.2.2. Principe de comparaison. Pour deuz séries positives de terme général
a, et b, et telle que a, < b,, l'inégalité suivante est valable dans R, :

NE
NE

an < by, .

S
I
o
S
I
o

Démonstration : Les sommes partielles vérifient

by, .

sz
WE

S
Il
o
S
Il
o

On a alors trois cas :
: 00 N . / . ..
—Si Y a, = +oo alors Y b, est minorée par une suite de limite +o00 et on a

o0 [e.e]
— Si )7 b, = +00, I'inégalité est toujours vraie.
— Si les deux séries convergent, alors on passe a la limite dans les inégalités larges.

Proposition 4.2.3. Le comportement de la somme et de la série produit de deux séries
de termes a,, > 0 et b, > 0 est donné par

(somme) Z (ay, +by) = (Z an> + (Z bn>

e ({500 (£ 24)

avec la convention 0 X +00 = 0 st ['une des deux séries est identiquement nulle.

Démonstration : Pour la somme on écrit au niveau des sommes partielles

n=0
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et on passe a la limite quand N — oo.
Pour le produit on écrit

E(N/2) E(N/2) N n
Z ay Z b | < Z g, b, = Zzakbn—k
k=0 k=0 ki+ka<N n=0 k=0
N N
< Z gy by, = (Z ak1> (Z %)
k1<N,ka<N k1=0 k2=0

On applique alors le théoreme des gendarmes si les deux séries convergent. Si une des
deux séries est de somme infinie et ’autre non nulle on minore par le membre de gauche.
Si une des séries est nulle, toutes les sommes partielles sont nulles. [
Les deux propositions suivantes disent que pour une série positive, la somme ne dépend
pas de la facon dont on ordonne et regroupe les calculs.

Proposition 4.2.4. Associativité. Si (n,)men est une suite croissante d’entiers telle que

o , . S y 11
ng = 0 et de limite 400, les séries positives de terme général a,, > 0 et o, = ZZ:;; an,
ont méme somme :

0o 0o Nmy1—1
Zanzz<i an> inRy, (a,>0).
n=0

m=0 Nn=nm

Démonstration : Il suffit d’écrire pour v < np1 —1 < N,

v M N

YSUED LD i

n=0 m=0 n=0
et d’utiliser le théoreme des gendarmes, ou simplement une minoration si la somme de
gauche tend vers +oo, avec v — oo (et donc M — oo, N — 00). n
Proposition 4.2.5. Commutativité. Si p est une bijection de N sur N (permutation de
N), alors les séries positives de terme général a, > 0 et apry ont méme somme.
Démonstration : Sip est une permutation de N, alors pour tout N il existe M(N) et
L(N) tels que

{p(n),0 <n <N} C{0,..., M(N)} C {p(n),0 <n<L(N)},

avec limy_,oo M(N) = limy_oo L(N) = 4+00. On a alors

N M(N L(N

) )
Oy < Y an <) iy -
n=0 n=0

En considérant la limite N — o0, le théoreme des gendarmes, ou une simple minoration
si la somme de gauche tend vers +o00, entraine 1'égalité des sommes des deux séries. =

n=0
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4.2.2 Comparaison intégrale et série.

Le résultat suivant donne un moyen simple d’étudier des séries positives.

Proposition 4.2.6. Soit [ une fonction continue, positive ou nulle et décroissante sur
la,+00[. Les inégalités suivantes ont lieu dans R,

Zf(aJrk:)g/oof(t) dt <> fla+h).

1 k=0

Démonstration : On rappelle qu'une fonction continue admet une primitive. Soit F'
une primitive de f sur [a,4o00|. La fonction F' — F'(a) est croissante et admet donc une
limite

+oo

lim F(t) — F(a) = f(t) dt = i /:kH f(t) dt € Ry U{+o0} .

—
t—o0 a

On a pour £ € N
Viclat+katk+ A, flatk+1)<ft)< fla+k).

En intégrant entre a + k et a + k + 1, on obtient
atk+1
f(a—l—k:+1)><1§/ f(t) dt < fla+k)

a+k

et il suffit d’utiliser le principe de comparaison des séries positives. [

&4

A /Q@} . g=fbo
O e

ade otk ok o) x.
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4.2.3 Application.

Définition 4.2.7. On appelle série de Riemann une série de terme général n%, n € N,

avec a € R..

On appelle série de Bertrand une série de terme général ——, n > 2, avec o, 3 € R.
n*1n’n

Théoreme 4.2.8. La série de Riemann de terme n%,
a>1.
La série de Bertrand de terme Wiﬁn converge si et seulement st « > 1 ou a = 1 et
6>1.

n > 0, converge si et seulement si

Démonstration : Série de Riemann : Si a < 0 alors 1/n* = n~“ ne tend pas vers 0

quand n — oco. Donc > 7 1/n% = 400.
Pour a < 0 la fonction f,(t) = & est décroissante et positive sur [1,+oo[. II suffit donc

de regarder la limite quand x — 400 de

/x ar_ { (a—iio‘*l T (ail) siazl
1

ta Inz sia=1.

On voit que f, est intégrable sur [1, 00| si et seulement si o > 1.
Série de Bertrand : Pour oo < 1 on écrit

11 o
nelnn  p% nPn’
l—a
Comme =2 > 0, on a lim,_. 25— = 400. On peut trouver une constante C' > 0 telle
2 In? n
que
1 C
neln’n = p
On obtient
DI )
n=2 nelnen n=2 nz
De fagon similaire, pour o > 1, on obtient en utilisant limy, o ——3—5— =0
o o
1 C
P oA
—nln"n - —=ine

1
tinP¢

Enfin dans le cas o = 1, on remarque que la fonction f(t) = est décroissante pour

t > tg. Sa primitive vaut

tn”t In(lnz) + K si B=1

73



4.3 Série absolument convergente.

4.3.1 Définition et convergence.

Définition 4.3.1. On dit qu’une série de terme général a,, réelle ou complexe, est

absolument convergente si
[e.e]
E la,| < +o00.
n=0

Théoréme 4.3.2. Dans R ou C, toute série absolument convergente converge.

Démonstration : On note Sy = ZnN:o a, et Xy = 25:0 |a,|. Pour N > M, on a

N N
|SN — Sul| = Z ap| < Z lan] < En — 2.
n=M+1 n=M+1

Comme la suite (X,), .y converge, elle est de Cauchy. Pour € > 0, il existe N. € N tel que
VNZMZNa, ‘SN—SM‘SEN—ZMS&T.

La suite des sommes partielles (Sx)ycy est de Cauchy dans R (resp. C) qui est complet,
elle converge dans R (resp. C). "

Remarque. Pour une série positive convergence et absolue convergence signifie la méme
chose.

4.3.2 Principes de comparaison.

Proposition 4.3.3. Pour deux séries numériques de terme général a,, et b, telles que
a, = O(by,), alors la série Y a, est absolument convergente dés que > by, est.

Démonstration : Supposons Y |b,| < +oo. Comme a, = O(b,) alors il existe
C > 0 telle que
Vn e N, a,| < Clby,| -

Cela entraine Y 2 o |a,| < > 07 |by] < +00. m
Corollaire 4.3.4. Si les termes générauz sont équivalents a, ~ by, alors la série > a,
converge absolument si et seulement si » b, converge absolument.

Démonstration : L’équivalence a, ~ b, implique a, = O(b,) et b, = O(a,). n

Exemple. Toute série > a, telle que a,, = O (n%), a > 1 est absolument convergente.
Méme chose si a, = O(—55-), avec @ > 1, ou (@ = 1 et 3 > 1) est absolument
convergente.
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Théoréme 4.3.5. Critére de d’Alembert. St lim,,_,o |Q‘ZI|1‘ = L, alors la série »_ a, est

absolument convergente si L < 1 et ne converge pas si |L| > 1
Critere de Cauchy. Silim,,_, o \an\l/” = L alors la série Y a, est absolument convergente

st L <1 et ne converge pas si L > 1.

Démonstration : d’Alembert Notons d’abord que I’hypothese contient a, # 0 pour

|an+1]

n > Ny avec Ny assez grand. Supposons lim,, . o = L < 1, alors on peut trouver
N € N tel que
L+1
VTL 2 N, ‘an—l-l‘ S T |an‘ .

On obtient |a,| = O(0") avec o = £ < 1. Comme Y 7 0" < +00, la série > a, est

absolument convergente.

Supposons L > 1, alors il existe N € N, N > N tel que

L+1
2

Comme le terme a,, ne tend pas vers 0, la série ne peut pas converger. .
Cauchy Si lim,, ., |a,|"" = L < 1, alors il existe N € N tel que

L+1\"
Vn > N, |a,| < <%)

Vn >N, |aps1| > |an| > Jan| > 0.

et on conclut comme précédemment.
Si L > 1, on peut trouver N € N tel que

L+1\"
Vn > N, |an|2<%) > 1

et on conclut comme précédemment. [

4.3.3 Opérations sur les séries absolument convergentes.

Proposition 4.3.6. Dans R ou C, la combinaison linéaire ou la série produit de deux
séries absolument convergentes est absolument convergente. On a de plus les formules

i(aan + 0b,) = « <§: an> + 3 <§: bn>

Démonstration : L’absolue convergence vient de la domination

|y + Fbn| < |af |an| + 5] [bn]

n n
Zakbn—k < Z |ak| bk
k=0 k=0
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et du résultat sur les séries positives (membre de droite).
Les formules s’obtiennent ensuite comme ceci :
— Pour la combinaison linéaire, on passe a la limite dans ’égalité

Z(aan + 0b,) =« <Z an> + 0 <Z bn> )

n=0

— Pour la série produit on utilise passe a la limite dans I'inégalité :
< Z ‘akl‘ ‘bk’2|

(%) (S) % (o) < 2,
<[ > <i\bk2|)+<i\akl|) S b

k1=E(N/2) k2=0 k1=0 ko=E(N/2)

ou le membre de droite tend vers 0 quand N — oo. On a utilisé le fait que k; + ko > N
entraine k; > N/2 ou ky > N/2.
]
Les résultats suivants permettent de regrouper les calculs comme on veut si la série
converge absolument.

Proposition 4.3.7. Associativité. Si (n,)men est une suite croissante d’entiers telle
que ng = 0 et de limite +o0 et si la série de terme général a,, est absolument convergente
alors la série o,, = ZZ;”Z;_I a, est absolument convergente et de méme somme.

Commutativité. Si p est une bijection de N sur N (permutation de N), alors la série de
terme général a, est absolument convergente si et seulement si la série de terme général

ap(n)y l'est. Dans Uaffirmative les deux séries ont méme somme.

Démonstration : Si ) > |a,| < oo, I'associativité et la commutativité des séries
positives donnent alors

00 00 Nmy1—1 00
SUAED DY (5 SH) B wNES
m=0

m=0 N=Nm n=0
00 00
> lasem| =D laal < oo

Les séries de termes oy, et ap(,) sont absolument convergentes.
On compare les limites maintenant. Pour 'associativité, on écrit

M-1 7”L]\4—1
2 om= D o
m=0 n=0
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et on passe a la limite quand M — oo . Pour la commutativité, la bijectivité de p permet
d’écrire pour N € N

{p(n),0 <n <N} C{0,..., M(N)} C{p(n),0 <n < L(N)} ,

avec limy o M(N) = limy_o, L(N) = 400 . La majoration

M(N) N L(N) N M(N) L(N) +00 Too
D = D | D Gy = D G| | D = D | S D |+ < D
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=N+1 n=N+1
ou le membre de droite tend vers 0 quand N — oo, donne
D 0= G-
n=0 n=0
]

€ 5 : On roi ir meém Vi Syl umen nvergen
Résumé : On a le droit de faire les méme choses avec les séries absolument convergentes
qu’avec les séries positives.

4.4 Séries semi-convergentes.

4.4.1 Généralités.

Définition 4.4.1. On dit qu’'une série de R ou C est semi-convergente si elle converge
mais n’est pas absolument convergente.

Définition 4.4.2. On dit qu’une série de terme général a,, € R est alternée si a, =
(=)™ lan| (ou an = (=1)"""|an]).

Théoréme 4.4.3. Une série alternée de terme général a, et telle que la suite (|ap|)nen
soit décroissante et de limite nulle, converge.

Démonstration : Supposons a, = (—1)" |a,| pour fixer les idées. L’égalité

N+1(

Snt2 — Sy = anj2 +any = (1) lany1] — ani2])

et la décroissance de (|ay|),,c impliquent que la suite (San)ven est décroissante tandis que
la suite (San11) yep st croissante. On a de plus imy .o Song1—S2ny = limy o0 aon41 = 0
de telle sorte que les deux suites sont adjacentes. Elles ont méme limite et toute la suite
(Sn)nen converge vers cette limite. n

Exemple. La série de terme général (—1)"n~! est semi-convergente.

N.B. On n’a pas le droit de regrouper les termes ou de permuter les termes d’une série
semi-convergente.
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Exemple. On reprend I'exemple ci-dessus avec a,, = (—1)"n~!. Pour n,, = 2™, on pose

0o _ Ny —1 1 _ Ny —1 o Nm+1—1 0 1 .
Om = D s Qop b o, =3 " agy. On a0y, = Yot ay = 0y, + 0, . Mais
om 1
1 1
=3 Sl
2k om 9
k=2m—1
On a
oM _q M M
)R e
n - Um Um
n=1 m=1 m=1

mais on ne peut pas passer a la limite dans le membre de droite (Forme Indéterminée
M M
avec » ' 00 =+oo0et Y, o} =—o00.

Remarque. De la méme fagon la série produit de deux séries semi-convergentes peut ne
pas converger. La seule opération permise est la combinaison linéaire.

4.4.2 Regle d’Abel.

La regle d’Abel repose sur une intégration par partie discrete qui permet de montrer que
certaines séries convergent. Pour une suite (Ug)reny on note (U} )ren la suite donnée par

U1 — Uy

U, =Upt1 —Up = 1

Lemme 4.4.4. Soit (Uy)gen €t (Vi)ren deuz suites réelles ou complexes. On a la formule

K K
> Ui = UV = Vo = > UV,
k=1

k=1

Démonstration : On écrit
UVie + UV = (Ugt1 — Up)Vie + Up(Vie — V1) = U1 Vie — U Vit

La somme Zszl UV + UV, _, est une somme télescopique égale Ug 1V — U1Vp.  m

Théoréme 4.4.5. Reégle d’Abel. St une série de terme général a,, est bornée et si la suite
(bn)nen est positive, décroissante et de limite nulle, alors la série de terme général a,b,
converge.

Démonstration : Pour N € Net K € N* on écrit

N+K K K
Z aiby, :ZUJQVIC = UK+1VK_U1‘/O_ZUI€VI§/—1‘
E=N+1 k=1 k=1
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N+n—1

avec U, = ) . 'y ak, et V;; = byiy, . On obtient
N+K N+K K
Z aib, = (Z ak) byix —anby — Z Ur(bnik — bnsr—1) -
k=N-+1 k=N k=1

Les hypotheses sur la suite (by,)nen et la borne supposée |U,,| < C' donnent

K N
Z Ue(bnsk — bnvyr—1)| < —C Z(bN—i-k—l —bnyk) < Chy .
k=1 k=1
Pour € > 0, il existe N, € N tel que
M N
YN, M > No, Y apbp — > agby| < Chy, <ce.
k=0 k=0

(Prendre M = N + K avec N > N. et K € N). La suite des sommes partielles
(Zi]j:o agby) nen est de Cauchy. Donc elle converge dans R (ou C). ]

79



4.5 Exercices.

Exercice 4.1. Constante d’Euler.
1. Pour n € N*, montrer l'inégalité
1 1

In(n+1) —In(n) — - < -

Indication : Intégrer entre 0 et 1 la dérivée de t — In(n+1t) —In(n) — L.

2. En déduire que la série de terme généralln(n+1)—In(n)—=, n € N*, est absolument
convergente.

3. En déduire qu’il existe v € R tel que
Al
lim E — —In(N) =+~.

N—oo n
n=1

Ce nombre v est appelé constante d’Euler.

Exercice 4.2. Fonction zeta Soit s € C tel que Res > 1.

1. Montrer que la série de terme général #, n € N* est absolument convergente. La
fonction
— 1
C(s) = =
n=1

est la fonction zeta introduite par B. Riemann.

2. En notant p;, le i™ nombre premier. Montrer que le produit

converge. Indication : on utilisera la minoration p; > i et 'équivalence In(1+u) ~ u
quand u — 0.

3. Vérifier I'identité

4. Montrer l’encadrement

5. En déduire ((s) =[], <1 1#5) :
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Exercice 4.3. Intégrale impropre et série. Soit f : [a,+00]— R une fonction

continue. In note
a+n+1 n+1
I, :/ f(t) dt et A, :/ |f(t)] dt.

+n

1. On suppose f > 0, montrer que f:oo f(t) dt converge si et seulement si la série
> 1, converge.

2. Montrer que si la série I, converge et lim,, .., A, = 0 alors l'intégrale impropre
f:oo f(t) dt converge.

3. Donner un exemple de fonction périodique qui montre que la condition lim,,_,., A, =
0 est nécessaire.

4. Que dire de f(t) = w définie pourt > 1.

Exercice 4.4. Un wrogne part a un instant donné d’un point donné. A chaque seconde, il
fait un pas dans une direction inconnue (et qui peut changer de fagon arbitraire a chaque
pas). Comme il se fatigue, ses pas sont de plus en plus courts. Peut-on prévoir qu’au bout
d’un certain temps il restera a moins d’un metre d’une certaine position si on admet que

la longueur de son n-ieme pas est :
1. 1/n métre ?
2. 1/n* métre ?

|
. . nle
Exercice 4.5. Soient, pour n > 0, u, = 3 et v, = Inu,.

n"T2
1. Etudier la serie de terme général w, ou, pour n > 2, w, = v, — V,_1 €t w; = vy.
2. En déduire, en utilisant la convergence de la suite des sommes partielles de w,, que
la suite u, converge vers A > 0.

22n !2
3. Déterminer X en utilisant la formule de Wallis : limn_,+ooﬂ = 7. En
Vn(2n)!
déduire un équivalent de n!.
Indication : Ezprimer n! (respectivement (2n)!) en fonction de u, (resp. de us,) et
remplacer-les dans la formule de Wallis.

)n—l

Exercice 4.6. Soit S = Z(_i

5 Donner une valeur approchée de S en garantissant
n

n=1
une erreur inférieure ou égale a 1073.

Exercice 4.7. FEtudier la série de terme général

a™2vn

::§?ﬁi;z; 0ucz>>0,bﬁ> 0.

Unp,

Indication : Chercher un équivalent suivant les valeurs de b.
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Exercice 4.8. Ftudier les séries de terme général

1.
T .
— ---8iln — avec x > 0.

Vil

U, = Vn!sin x sin

v, =e" (1 —=)"

a
n

Exercice 4.9. Ftudier les séries de terme général

1.
2
™
R L — >0
u cos(%2 ap— 1) avec a
2.
Uy = e V"
3. ]

Exercice 4.10. Soit (u,) une suite de réels strictement positifs, on suppose que

Uy,
lm(—*) =1 et que
Un41 « 1 \
=1——+0(—),o0ua>0 f>1.
Uy, n np
Un . . L.
On pose v, = n“u,. Etudier 1 et montrer que (v,) a une limite finie. Application :
Up,

Etudier la série de terme général
1 1
Uy = Vnlsin1sin — - - - sin —.
V2 NG
Exercice 4.11. Déterminer la nature de la série de terme général :

|
iy (cosh VInn)~2, n~0+1/m)
nn

1 1 1
2. —In(1+ - nlmme=vn

vt ) ey

Exercice 4.12. FEtudier, suivant les valeurs de p € N, la nature de la série de terme
général :
+214---4nl
Uy =
(n+p)!

Exercice 4.13. Calculer les sommes des séries suivantes, en montrant leur convergence :
—n
1. ano(n +1)3

n
2. —
;n‘l—i-nz—l—l
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n

Exercice 4.14. Soit (u,,) une suite réelle positive et S,, = Z u,. Comparer la nature des

p=0
séries (> uy,) et ( %)
Exercice 4.15. FEtudier les séries de terme général
' (-1
= () (/)
2.
v, = —(_1)n ouwa >0
Ve + (=)
3. .
w, = In(1+ (=) ) ot aw >0

Indication : Des calculs de D.L. peuvent etre fructueux ...

Exercice 4.16. Le but de cet exercice est de montrer la convergence de l’intégrale

dx
14 a4sin®z’
Pour cela, on considére la série de terme général

(n+1)m dr
e 14 z%sin”x

Par un changement de variable, transformer u, en

o
généralisée suivante /
0

/7r dx
Up = .
o 1+ (nm+a)isina

Encadrer ensuite u,, par les termes de la suite v,, ot

/ T dz
Up = :
o 1+ (nm)tsin®z

Calculer explicitement ’intégrale v, et en déduire un équivalent de u,,. Conclure.

Exercice 4.17. Soit u, une suite décroissante a termes positifs. On suppose (> uy)
converge. Montrer que
lim (nu,) = 0.

n—~o0

Indication : Encadrer ZZH u pour n > p. Puis revenir aux définitions des limites avec
les epsilons.
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Exercice 4.18. Soient ), oo Un, Y50 Vn deuz séries a termes réels strictement positifs.
On suppose que Y, -, v, converge, et que

Un+2 _ Unt2
Yn e N, = < 72
Unp Un,

Montrer que Y, -, u, converge.

Exercice 4.19. En justifiant votre réponse, classer les diz séries > u, suivantes en 4
catégories

— GD : celles telles que u, ne tend pas vers 0;

— ZD : celles qui divergent et telles que limu,, = 0;

— AC : celles qui convergent absolument ;

- SC : celles qui convergent, mais non absolument.

(Attention : pour pouvoir répondre, certaines séries demandent deux démonstrations : par

exemple pour montrer que Y u, est SC, il faut montrer que »  u, converge et que y  |uy|
diverge.

2
n=1 n n n=1 n=1

(1), 1)

= [1 1 = n! 1.,
S| n a4 D SIS (1- -2
n=1 n=1 n=1
12"+ 1000 T, o . T =11
3717_’_1, Z(l — COS 5), ZSII’I(TFTL) Sll’l(g), Z (Z ?3n—k> .
Exercice 4.20. 1. On rappelle que la série harmonique alternée converge et a pour
somme
o0 _1 n
Z( ) = —log?2.
n
n=1
Montrer la convergence des deuz séries > po | (557 — 55) €t > opey (Tlﬂ — o) et
calculer leur somme a ’aide du rappel ci dessus.
2. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ﬁ.

3. Montrer la convergence de la série Y -, met calculer sa somme a [’aide de ce
qui précede.

dx
43—z

4. L’intégrale impropre floo converge t-elle 2 Si out, la calculer.
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