Suites et fries nunerigques,
calcul de primitives.

Cours B02

Licence STS, Mention Mathematigues
Universie de Rennes 1

Francis Nier
Sahbi Keraani



Ce cours porte sur les suites et gries eelles et complexet sur les calculs d'inegrales et

primitives.

Bien que de nombreux ouvrages de premier cycle existent, dus a sembk utile decrire

ces notes pour plusieurs raisons :

{ Pour que lesetudiants s'a ranchissent en amphi d'un trawail de copie qui les cetourne
d'une compehension directe des explications donrees.

{ Pour rassembler de facon syntlretique les connaissancegigees aux examens de ce cours.

{ Pour faciliter le travail durant le semestre en indiquant @r exemple auxetudiants les
exercicesa peparer par leur nureros, ou encore pour induer au charges de TD ou de
TPa quel point le cours en amphi s'est arrée.

{ Compte tenu du morcellement des enseignements de mathetigues, il est bon que les
etudiants comme les colegues enseignants aient une ekpecise des notions abordees
dans ce cours ainsi que du point de vue de pesentation chiois

Dierents renvoisa d'autres cours de mattematiques de h Licence, telle qu'elle aet mise

en placea I'Universie de Rennes | dans le cadre de la efme LMD, sont indiques dans

ces notes (voir http ://perso.univ-rennesl.fr/bernard.e-stum/Coursdemaths.html pour la
nunerotation des cours).

Ce cours est pevu pour fonctionner sur 12 semaines avec dires de cours et 2 heures de

TD par semaine. A cela s'ajoutent 3 ances de TP pour travé@r sur la Base Raisonree

d'Exercices (http ://tdmath.univ-rennesl.fr). Un certain nombre d'exercices sont issus de

cette base ou de la collection d'exercices rassembke par Bodin (http ://math.univ-
lillel.fr/ bodin/exercice.html).

En n nous remercions F. Guimier, J. Camus, T. Jecko, L. MoreBailly qui au cours de

diverses discussions nous ont aicea bien calibrer ce caur
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Chapitre 1

Suites eelles et complexes.
Convergence.

1.1 L'ensemble des eels.

Nous supposons connus les ensembles

{ N des entiers naturels;

{ Z des entiers relatifs qui muni de l'addition + forme un groupeommutatif;

{ Q des rationnels qui muni de l'addition + et de la multiplication forme un corps
commutatif.

Ces ensembles sont inclus suivabt  Z  Q et sont munis d'une relation d'ordre total

X Yy qui se dit< x inkrieur ouegalay >.

La repesentation intuitive de R se fait sous la forme d'une droite. On parle de la droite

eelle. Neanmoins cette repesentation graphique ne penet pas de bien comprendre la

distinction entre R et Q. Ce cours sur les suites permettra entre autres choses d'aen

notre perception. Il nous faut d'abord dire peciement @ qu'est I'ensemble des eelR

Be nition 1.1.1. (R;+; ; ) estun corps commutatif totalement ordonre, contenant
Q, archinedien et \eri ant la proprete de la borne supe rieure.

Remarque. |l s'agit A d'une & nition dite < axiomatique> qui e nit R en pecisant
les proprees qu'il doit \eri er mais sans rien dire sur I'existence d'une tel ensemble. En
fait comme pourQa partir de N et Z, il est possible de construirdRa partir de Q et
donc de montrer ainsi son existence. Nous dirons quelquestsnde cela plus loin.
Cette ¢k nition de R rassemble beaucoup de proprees. Une explication de texs'impose.
{ <(R;+; ) estun corps commutatif>
{ (R;+) est un groupe commutatif
{ La loi de composition interne + : R R ! R est associative :8x;y;z 2
R;(x+y)+z=x+(y+ 2).
{ R admet unekment neutre pour + noe 0: 82 R; x+0=0+ X = X.



{ Touteement x deR admet un inverse pour +:8x 2 R;9y 2 R;x+y=y+x=0.
Cet inverse est unique. On l'appelle oppos et on le notex. On abege lecriture
x+( y)enx .

{ Le groupe (R;+) est commutatif : 8X;y 2 R;x+y=y+ X.

{ Ennotant R = Rnf0g, (R; ) estun groupe, dekment neutre 1 et pour lequel
l'inverse est noe x ! ou % . Le produit de deux eels est noex y ouXx.y ouXxy.
{ Les lois de composition internes + et sont compatibles :8x;y;z 2 R; (X + y)z =

XZ+yzetx(y+z)= xy+ xz.

{ Un corps commutatif est un corps (ppes ci-dessus) dont Igroupe multiplicatif est
commutatif :xy = yx.
{ <totalement ordonre >
{ R est muni d'une relation d'ordre total

{ antisymnetrie : 8x;y 2 R, (x yety X)) x=y.

{eexivie: 8x2R,x X

{ transitivie : 8x;y;z2 R, (x yety 2)) x z.

{ totalie : On peut toujours comparer deux eels : 8x;y 2 R;(x y)ou(y X).

{ Cette relation d'ordre est compatible avec les lois du cogp (+; ): 8x;y;z2 R

x y) (x+z y+2z);
(z 0 et x vy)) (zx zy):
(conequence ¢ 0) et x vy)) (zy zx)3)

Avec cette structure, on peut ce nir la valeur absolue suiant jxj = max fx; xg, qui
\eri e l'iregalie triangulaire  jx+vyj | Xj+ Jyj.
Exercice 1.1. \erier dans R les relations :
(aj B, (b a b
X+ i J iy
{ <contenantQ >

n fois

L'application quia n 2 Z associe leement (1+ +1) d'un corps K pourn 0 et
n fois

(1+ +1)pour n 0 cknitun morphisme de groupe. Son noyau est sopZ avec
p premier soitf0g. Dans le premier cas on dit qu& est de caraceristiquep. Dans le
deuxeme cas on dit qu'il est de caraceristiqgue 0. Dans cdeuxeme cas, le morphisme
est injectif et on identie Z avec un sous ensemble d¢. Comme K est un corps il
contient aussi Iesé avecq?2 Z et g avecp2 Z etq2 Z . On dit donca ce niveau que
R est un corps de caraceristique nulle.

{ <archinmedien >

Il s'agit de la propree suivante : Etant donree uneechelle de graduationr > 0, on a

8X2 R;9N, 2 Z;nyr X< (ny+1)r:

Le n, est unique. Cette propree permet de ck nir la partie entere d'un eel x nokte
E (x) (ou [X]) comme l'entier n, obtenu avecr = 1.
Il existe des corps contenan€ qui ne sont pas archinediens.



Exercice 1.2. \erier l'unicie du ny.

{ <\eriant la propree de la borne sugerieure >

{ Borne sugerieure : On se place dans un ensemble ordonrg;( ), on dit qu'une partie

A E admet une borne sugerieureb si I'ensemble de ses majorants admet un plus
petiteement :

8a2A;a b
(Ba2Aa M)) (b M):

Cette borne sugerieure est unique si elle existe.

{ Un ensemble ordonre E; ) \eri e la propret de la borne sugerieure si toute par tie

non vide majoee admet une borne sugerieure. C'est par daition le cas de R.

{ Soit A R, on note supA ou sup,, X sa borne superieure. Legalie b= sup A est

caracerigee par

(majorant) 8a2 A;a b; (1.1)
(plus petit des majorants) 8"> 0;9a2 A\ [b ";b]: (1.2)

Remarque. Cl'est la propree de la borne superieure qui fait la distinction entre R
et Q. Eneet Q \er'be_toutes Igs_autres proprees sauf cette dernere : L'ensemble de
rationnelsQ\'] 1 ; 2[admet 2 comme borne superieure danR mais n'admet pas de
borne superieure danxQ.

1.2 [ nition et exemples.

Exemple.

1.

Exemples obtenus par observation d'uneevolution. La i@ qui rebondit. t,, = temps
du n® rebond.

Exemples obtenus par moctlisation : Dans I'exemple de kalle, on suppose que la
balle rebondit avec la vitessev si elle arrive avec la vitesse sur le sol, avee 1.
A l'aide des lois de la physique on peut etudier la suite desitesses de rebonds
(vn)n2- et des instants de rebondstf),2~. On peut se poser la question de savoir si
il y a une in nie de rebonds auquel cas I'ensemble des indés estN et si la balle
s'arréte au bout d'un certain temps ou rebondit ince niment lim,; t, =T 2R
oulim,; t,=+1.

Exemple de suite ecurrente Uy = P u,.Est-elle ¢k nie ? par quelle formule ?

Exemple de suite ecurrente double U, =2Up+;  U,.



5. Suites "logiques" et leurs peges ex : 1, 3, 5, 7 peut se cplter "logiqguement” en
1,3,5,7,9 110u 1,35,7,11,13,.. ou ...

Be nition 1.2.1. On appelle suite eelle toute application dé& (ou d'une partie deN)

dansR, N3 n! u, 2 R. On note (uy)n2n la suite, u, est appeen®™ terme de la suite
et n l'indice de u, .

Plus gereralement pour un ensembl&, les applications deN (ou d'une partie deN) dans
E sont appekes suites d&. On parle ainsi de suites complexes quamld= C et de suites
nunreriques quande = R ou C.

Be nition 1.2.2. Si I'ensembleE est muni d'une relation d'ordre  (ex. R) les suites
croissantes (resp. cecroissantes, strictement croissés, strictement decroissantes) sont
les suites weriant u, u, (respu, <uUpy, U, Um, U, > Up) cBS quen m (resp.

n<m,n m,n<m).Une suite est dite monotone si elle est croissante ou sieekst
cecroissante.

Exercice 1.3. Montrer qu'ilsutdeerierpourtout n2 Nu, Up+r (reSp.Up < Ups1)
pour que la suite soit croissante (resp. strictement croiaste).

& nition 1.2.3. On dit qu'une suite (up)non de E est
{ constante si pour toutn 2 N, u, = Ug.
{ stationnaire si la suite est constantea partir d'un certain rang :
92 N;8n  np;Up = Up,:
{ periodique s'il existe N 2 N tel que
8n2 N;Up+ny = Up:

& nition 1.2.4. Si (Up)n2n €St une suite deE (E ensemble) ef(ny)kon €St une suite
strictement croissante deN, la suite (u,, )kon €St appeke sous-suite ( ou suite extraite)

de (Un)nZN-

Exemple. Pour une suite (,)n2n ON peut consicerer par exemple la sous-suite corres-
pondant aux indices pairs {zp)p2n. Mais une suite extraite n'est pas toujours donree
par une egle aussi explicite. On peut d'ailleurs consider I'ensemble de toutes les suites
extraites d'une suite donree, dont on peut \eri er qu'il est non cenombrable (voir Feuille
d'exercices).

Ce nition 1.2.5. On dit qu'une suite eelle est borree (resp. borree sumeurement,
borree inkrieurement) si il existe A 2 R tel que

8n 2 N;ju,j A (A 0):
(resp) 8n2 N;u, A:
(resp) 8n2 N;u, A:
Exercice 1.4. Pour a> 0 on se donne la suit€u,)non C nie par

1 a
Ups1 = =(up+ —): Uug> 0:
n+1 2(n Un) 0

\éri er que la suite est bien c nie, monotonea partir de n =1 et borree.



1.3 Suite convergente.

& nition 1.3.1. On dit qu'une suite eelle (up)n2n cOnverge vers 2 R si
8">0;9n- 2 N;8n n-;ju, j "

On dit que la suite(un)non @dmet™ pour limite (quand n tend vers l'in ni).

Remarque. Traduction : Un intervalle arbitrairement petit autour de , [ ;" + "]
contient tous les termes de la suitea partir d'un certain rag.
Proposition et Be nition 1.3.2. Unicie : Une suite eelle (un)n2n @admet au plus une
limite. On note alors
"= lim u,
n!l

pour dire que” est lalimite de la suite (uy)n2n -

Emonstration : Supposons gque; 2 Ret ", 2 R sont des limites de la suite §,)n2n-
Si*16 ", onprend” = 122 Par e nition de la convergence on peut trouvern; 2 N
et n, 2 N tels que

8n  ny jun 4 7
8n  ny juy, o M
Pour n- = max f ny; n,g, on obtient gracea l'iregalie triangulaire :
A'=j2 "4 j 2 Unjtjun. T4 2%
Cela est impossible poul > 0. ]

Proposition 1.3.3. Une suite eelle convergente est borree.

Bemonstration Il sut de prendre " =1 dans la & nition de la convergence. Pour
n ngonajuy j uy j+jj j j+1.0n en ceduit

8n 2 N; junj maxfjuej;::i;jun,j;ij+1lg:
| |

Remarque. La contrapose de cette proposition dit qu'une suite non braeee ne converge
pas dansR.

Theoeme 1.3.4. Une suite eelle croissante et majoee (resp. cecroissate et minoee)
est convergente. On a de plus

lim u, =supu,; (Up)n2n Croissante:

n!l n2N
lim u, =inf u,; (uy)n2n CECroissante:
nll n2N



N.B. La limite (ou borne sugerieure) d'une suite croissante n& pas en gereral le
majorant que l'on a trouve au premier abord.

emonstration : Soit (uy)n2n UNE suite croissante majoee. Commeéu,; n 2 Ng est
une partie non vide majoee deR, elle admet une borne superieurd = sup,,n Un . En
utilisant la deuxeme condition (1.2), on sait que pour tou " > 0, il existen- 2 N tel que

b " u, b:
Comme la suite est croissante on a trouva- 2 N tel que
8n n; b " u, u, b;

ou encore

ce pour tout" > 0. [

Exercice 1.5. On reprend la suite ecurrente Uy, =
a > 0. Montrer que la suite converge.

a .
Uy + &, Uo > 0, ¢k nie pour

NI

Proposition 1.3.5. Si u, tend vers" et " <" © alors, pour n assez grandu, < °

emonstration :  En prenant" = —-, on obtient

Proposition 1.3.6. Si deux suites eelles convergentgsi,)n2n €t (Vn)n2n \eri ent

8n2 N;u, Vv,
alors on a
lim u lim v,
L YE R
Emonstration : Supposons’ = lim pan Ve < limpang, = % Alors par la proposition
peedente on peut trouver n; 2 N tel que
~ + \O
8n ni; v, < >
De méme, on peut trouvem, 2 N tel que
~ + \0
8n ny, u,> 5
Avec nz = max f ny; n,g, on a alorsu,, > *To > Vpn,, Ce qui contredit I'nypothese. n

1
n+l °

N.B. Les limites strictes ne sont pas consenees. Exemplel; =0 et v, =

10



1.4 Calculs de limites.

Proposition 1.4.1. Pour une suite eelle (u,)n2n €t 2 R, on a lequivalence entre
|) ”mn!l Un = ‘,

i) limpyg juy j=0,

iii) il existe une suite(v,)n2n de limite O telle queju, j v, pour toutn 2 N.

Cemonstration La ck nition de la limite

8"> 0;9n- 2 N;8n 2 N;ju, j "

exprime exactement la condition ii), en remarquaniu, j=jju, ] 0.
La condition iii) implique la condition ii) par passagea lalimite dans les iregalies

8n2 N;0 ju, j Vn:
En n ii) contient la condition iii). Il sut de prendre v, =ju, j. ]

Treoeme 1.4.2.  Soit (uy)n2n €t (Vh)n2n deux suites eelles convergentes et soit2 R.
On a les proprees suivantes

lim (uy + vp) = limu, + lim v, (1.3)
n'l n'l n'l
et nI!|{n (Upvp) = r]I!|{11 Un nI!|{n Vp (1.4)

Enn si v, ne s'annule jamais (ouv, 6 0 a partir d'un certain rang) et si lim,; v, 60

alors on a aussi : _
lim up

. u
im = =04 ; (1.5)
ni1 Vi lim v,
n'l
Bemonstration :  On pose limy U, = " etlimy; vy, = "%

jun+ vy C+9 jun Citive S
Soit" > 0, il existen; 2 N et n, 2 N tels que

8n ny; juy

NI

et 8n ny jvin Y

NI

Avec nz = max f nqy; n,g on obtient

8n n3 jun+ve (C+79 "

11



On a monte (1.3).
Pour (1.4), on consicere d'abord le cas av, = 6 0 pour tout n 2 N. Pour " > 0 on
sait trouver n; 2 N tel que

8n ng; ju, ) —
1, JUn ] i
On en ceduit
8n ny jun, M
Ainsi on a monte
nI!|lm Upn= n|!|1m Un (1.6)
(pour =0 le esultat est vrai aussi).
Les deux suites @n)n2n €t (Vn)n2n SONt borrees
8n2N; jujj M et jvij MO
Onecrit
UV 9 = juava OVt (Ve 9
joun Chivej* iive Y MO%un i+ jiive TS
D'apes (1.3) (1.6) le terme de gauche a pour limite 0 quand ! 1 . On applique alors
la Proposition 1.4.1.

Avec (1.4) le cas du quotient (1.5) se ramenea montrer lim: Vv, = 4. On remarque
gue l'on peut trouvern; 2 N tel que

8n ny; kv, 'k =:

2
On en ceduit jv,j i pour n  n;. Ainsi la suite (ﬁ)nm est borree
1 1 1 2
8n2n; — max —;:i.;——;=- =M
Vi JVo) JVn,J

Onecrit maintenant . _
1 1 ] Vo] M. .
— < —  —JVn ]
Vi J el ) )

al le dernier membre a pour limite 0. On conclut avec la Propsition 1.4.1. n

Exercice 1.6. Toujours avec la suite ecurrenteUn+; = %(un + ﬁ), Uo > O, ¢k nie pour
a> 0. Determiner limy; U, . Montrer que 2 appartienta RnQ et qu'il est limite d'une
suite de rationnel.

Treoeme 1.4.3. Theoeme des gendarmes. Soit trois suites eellegu,)nan, (Vn)non €t
(Wn)n2on telles que
8n2N; v, u, w,

et lim v, = Iim w, ="
n'l n!l

Alors on alimp; u, = .

12



CGemonstration : Onecrit d'abord

n!l

jVa  Un]  Wn Uy 0;
puis
_ n!ll N RN
Un_Vn+(Vn Un) H +O— .
[ ]

Ce nition 1.4.4. On dit que deux suites eellegun)non €t (Vn)n2n SONt adjacentes si les
trois conditions suivantes sont \eriees :

{ (un)n2n €st croissante;

{ (Vn)n2n €St cecroissante;

{ limpy v u,=0.

Treoeme 1.4.5. Theoeme des suites adjacentes. Deux suites adjacentesngergent
dansR et ont méme limite.
On a de plus

8m;m°2 N; umn supu, = lim u, = lim v, =inf vy Vo
n2N n'l n!l n2N

Remarque. Contrairement au treoeme des gendarmes, il n'est pas essaire de
conn&tre la limite ici pour dire qu'elle existe.

emonstration : La suite (v,  Up)n2n €St borree en tant que suite convergente. On
a alors
Uy =Vhp+(Uy V) Vo+(up, V,) Vot M:

Ainsi la suite (un)n2n €st croissante et borree. Elle admet une limité = sup,,y Us. De
méme avec
Vo= Up+(Vn Up) Up M;

on en ceduit limp; v, = “%=inf o5 Vn. Avec la troiseme condition on obtient™ = "0, m

1.5 Limites in nies.

1.5.1 D& nitions.

Ce nition 1.5.1. On dit gu'une suite eelle (u,)non @ pour limite +1 (resp. 1 )quand
n'lT si

8M 2 R:;9ny 2N;8n ny;u, M:
(resp) 8M 2 R:;9ny 2 N;8n  ny;u, M :

On note dans ce cas

limu,=+1; (resp) limu,=1
nil nil

13



Autrement dit pour M > 0 arbitrairement grand, tous lesu,, sont au-dessus d& a partir
d'un certain rang.

Remarque. Une suite qui tend vers Y1 ou 1 n'est pas borree.

Exercice 1.7. On note_ﬁ = R[f +1;1g . \erier qu'une suite eelle (un)nzn admet
au plus une limite dansR. Justi er lecriture lim,, yu, =  pour 2 R.

Exercice 1.8. Ecrirea l'aide de quanti cateurs les ce nitions de suites non borrees, non
borrees inkrieurement et non borrees sugerieurement Donner un exemple de suite non
borree superieurement qui n'a pas pour limite+1 .

Proposition 1.5.2.  Soit (un)n2n UNE Suite croissante (resp. decroissante) dB. Alors la
suite converge vers-1 (resp. 1 ) si et seulement si elle n'est pas borree.

Bemonstration : Si une suite croissante est borree, alors elle converge dd Dans
cecasonnapaslim; 6+ 1 .Siune suite croissante n'est pas borree. PolM > jugj,
il existe ny 2 N tel queju,,j M. Commeu,, U, €tjuy,]> juej, ON ne peut avoir
un,, 0. Comme la suite est croissante, on a

8n nm; U, U, M :

N.B. Cela est bien sar faux si la suite n'est pas monotone. Voir ecice peedent.

Proposition 1.5.3. Si un sous-ensembl& de R, non vide, n'est pas majoe, alors il
existe une suite de points d& qui tend vers+1 .

Emonstration : Pour n 2 N, il existe u, 2 E tel queu, n. n

1.5.2 Calculs de limites (bis).

Proposition 1.5.4. Soient (u,)n2n UNE suite dont tous les termes sont positifsa partir

d'un certain rang. Alors on alim,; u, =0 si et seulement slimy; ﬁ =+1 .

emonstration : 1) Supposons lim;  u, =0. Pour M > O, il existeny 2 N tel que

1
8n ny; O<u, W:

On a trouwe ny 2 N tel que
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et ce pourM > 0 arbitrairement grand. D'as lim ui =+1.

2) Si limyiy ﬁ =+ 1, alors pour”> 0 il existen- 2 N tel que

On a trouve n- 2 N tel que
8h n.; O<u, "

et ce pour” > 0 arbitrairement petit. D'au lim ,; u, =0. n

Proposition 1.5.5. Si deux suites eellequ,)n2n €t (Vn)non \erient u, v, pour tout
n2Netlimyu, =+ 1, alorson alm,v,=+1.

Emonstration : Soit M > 0. Puisque limy; u, =+ 1, il existe ny 2 N tel que
8 ny:; Vs U, M:
On en ceduit lim,; v, =+ 1 . n

Treoeme 1.5.6. Les egles de calculs des limites se esument dans les &hix suivants.
On consicere deux suites eellegun)n2n, (Vn)n2n telles que

limu,= 2R et I,{n vy = 0
n!

nil

limnyy, Uy + vy ? 2R | =+1 | =1 |

02 R T+00 +1 | 1 |

0=+1 +1 | +1 | Fl |

0= 1 1 | Fi 1 |
limp: Uve?| "2R, | =+1 | =0 |
02 R, "o | +1 | 0 |
=41 +1 | +1 | FI |
0=0 0 | Fi | o0 |

L'abbeviation FI signi e < Forme Indetermiree >. Autrement dit il peut arriver nimporte
guoi si on na pas d'information suppementaire sur les stes (Un)nan €t (Va)nan -
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Emonstration Supposons 2 Ret "=+ 1 . La suite (Un)n2n €St borree par M.
Pour M > 0, il existeny 2 N tel que

8n ny; vian M+ Mg:
On a alors pour toutn  ny
U+ Vo ] Uj+ M+ My M;

cela avecM > O arbitrairement grand. Donc lim,; u, + v, =+ 1 .
Cas  =+1 et = 1 . On peut prendreu, = netv, = n+( 1)", auquel cas la
suite (u, + v, = (  1)")non NE converge pas. [

Exercice 1.9. Rediger les cemonstrations pour toutes les cases du table Dans le cas
des formes incetermirees, donner deux exemples avec desites distinctes ou un exemple
sans convergence.

Comment lever les formes incetermirees ? On peut

n2+1

1. mettre enevidence les termes peponcerants. Exemple

i1
sin &
‘n+1

2. majorer ou minorer. Exemple

3. silim 3—: =1 (on dit que u, et v, sontequivalents) et si (v,) est plus "sympathique
" que (up), remplaceru, par \Lj—n V.

. = AP
4. comparer des ordres de grandeur. Exemples : Suifes T-" .

Exercice 1.10. Traiter tous les exemples ci-dessus.

1.6 Suites complexes.

Suivant le cas gereral de la Denition 1.2.1 une suite conplexe est une application
u:N! C,n7!u,. Onla note encore {n)n2n.

Be nition 1.6.1. On dit qu'une suite complexdu,),2n converge vers 2 C si la suite
(jun  j)non COnverge vers).

Proposition 1.6.2. Si (u,)n2n €St une suite complexe telle qug, = a, + ib,, et si

"= a+ ib aveca,;by;a;beels, on alim,; u, =" si et seulement siim,,;; a, = a et
Iimml b’] = b.

emonstration : Supposons limi;  u, = . Alors les iregalies

jan @ ju, joet jbh b oju
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entranent lim,; a, = aetlim,; b, =b.
Reciproquement supposons limm; a, = aetlim,; h, = balors l'identie

jun iP=ja, @+ ijh b2

entrane limy,; u, = . n
Alors (exercice) limjunj = jj.
Helas, ca ne marche pas toujours bien; il faut parfois regder la forme polaire.

Exemple. Suite geonetrique 9" @ q=re .

casjg < 1;lim,q"=0.

sijg > Lijuaj! +1.

Alors lim,jupj = "=+1.Silimyu, = ", au ~ 2 C,commejz" j jj 2" ] i =
j ™ j 'li, on obtient une contradiction. On en ceduit que (1,) ne converge pas dan€.

sijg =1, g= € . Sica converge, le module aussi, doncj = 1 et ~ 6 0. Comme
limg"*! =lim ", on aq= 1.
Siqg=1, la suite est constante ; sinorg= € avec 2]0;2 [etu, = €" ne converge pas.

& nition 1.6.3. On dit qu'une suite complexgun)n,2n €St borree si la suite(junj),,y
est borree.
On dit qu'elle tend versl si la suite (juyj),,, tend vers+1 .

Remarque. Dans le plan complexe il n'y a pas de distinctionl

Notation. On noteC = C[flg

Les Propositions 1.3.2 1.3.3 1.4.1 sont encore valables pl&s suites complexes. Pour une
suite complexe (I,)n2n qui Ne s'annule pas, la Proposition 1.5.4 se traduit en regiant
les suites [unj)nzn €t (1=jUnj),,y €N

. . 1
limu, =0 , im —=1
nll n'l1 U,

Enn les egles de calcul de limites complexes se esumemntans les tableaux suivants :

limp, U, + vy ? 2C | =1 |
\02 C \+ \0 ‘ 1 ‘
0= 1 1| R
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limp, uve?| "2C | =1 | =0 |

02 C o | 1 | o |
0= 1 1 | 1 | R |
0= o | F | o |

1.7 Limites et fonctions continues.

Dans ce paragraphé (ou J) cesignera un intervalle deR. Dans le cas al est borre, |
esignera le plus petit intervalle ferme contenantl . Dans le cas d'une extrémie in nie,
on exclut cette extrémie de | pour avoir toujours|  R. | est appeke adrerence dd
dansR (voir cours de Topologie D05-E05).

Exemple. [0;1[=[0;1],] ZL1;+1[=[ L+1[

1.7.1 Resune de esultats du cours BO1.

Be nition 1.7.1. (limites) Soit | un intervalle, etf :1 ! R une fonction ¢ nie sur |.
1.Si*21\ RetL2R,onalim, -f(x)=L si

8>09 > 0;8x21I;(jx 7] )j f(X) Lj< ):
2. Si"21,onalimy ~f(x)=+1 si

8M > 0,9 > 0;8x21; (jx ] ) f(X)>M):
3. SiL2R,onalimy 1 f(X)=1L si

8 > 0,9A>0;821I;(x>A =) f(X)>jf(x) f()j< ):
4. Onalimy +1 f(X)=+ 1 si
8M > 0;9A> 0;8x21; (x>A ) f(X)>M):
On a des ¢k nitions analogues pourl

Be nition 1.7.2. (continuie) La fonction f est continue en un pointx, de | si
limy x, f(X)= f(Xo) :

8"> 0,9 > 0;(jx Xxof )) (F(x) f(xo) "):

Elle est continue surl si elle est continue en tout point de .
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Retenir ] .
f cont)mue en )
(un ! ) (f(un) ! £O)):

La notion de fonction continue est en particulier facilea ranipuler car elle se comporte
bien avec les dierentes ogerations.

Proposition 1.7.3. La somme, les combinaisons lireaires, le produit de deuxnictions
continues surl sont continus surl. Le quotient de deux fonctions continues sur dont
le cenominateur ne s'annule pas sut est continu surl. Sif : 1! J R est continue
etsig:J! R estcontinue alorsg f :I! R est continue.

Exemple. Les polyndmes, les fonctions exponentielles, sinus etinas sont continues
sur R. Le logarithme est continu surR, . x = e "X est continu surR, pour 2 R.

Remarque. On ck nit de la méme fecon la continuie de 1 | C, de C dansC et les
proprees restent valables. Par exemplex ! x = e "X est continue deR, dansC pour
2C.

1.7.2 Avec les suites.

Proposition 1.7.4. Soit | un intervalle, f : 1 ! R une fonction ¢ nie sur | et soit
(up) une suite de eels tels quém,u, = ", @ "2 R[f +1 ; 1g

1. Si” 21| etsif estcontinue surl, alors lim, f (uy) = ().
2. Plus gereralementsilimy, -f(x)= L,au L 2 R[f +1 ; 1g ,alorslim,f (u,) = L.

Bemonstration : On regarde le premier cas. Solt> 0, il existe > 0 tel que
82R; (x 7)) () fCO) ")
Pouruntel > Oil existeN 2 N tel que
8n N; ju, 7j
On atrouve N 2 N tel que
8n N; jf(uy) fCO) ";

ce pour" > 0 arbitrairement petit. ]

On peut aussi montrer une eciproque

Proposition 1.7.5. Soit| un intervalle, 21 etf :1 ! R une fonction & nie sur |.
Si pour toute suite (up)non del telle quelim,u, = °, on alim,f (u,) = f ("), alors la
fonction f est continue en'.
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Bemonstration Supposons qué n'est pas continue en 2 |. Nous allons construire
une suite {,)n2n telle que

limu,=" et Iimf(u,)="°():

n'l n!'l
Tout d'abord, on remarque que la non continuie def en” 2 |, n'a de sens que quand
l'intervalle 1 n'est pas eduita un point. Cette non continuie en "~ dit qu'il existe "o > 0

tel que pour tout > O, ilexistex 2[ ;  + ]\ I tel que
jf(x) f(‘)J' >"0
Pour = 1, il existe u, 2 L0+ -\ | telle que

jfu) fCON>"0
On a trouwe une suite (Up)n2n del telle que

n|'l{n u, =" et 8n2 N;jf(uy) f()j>"o
La suite image € (un)n2n NE converge pas vers(’). [

1.7.3 Applications aux suites ecurrentes.

Proposition 1.7.6.  Soit (u,)n2n UNe suite ecurrente donree paru,+; = f(u,) etug 2 1
avecf : I ! 1. La suite est alors bien & nie. Si(u,)n2n COnverge vers 2 | et f est
continue surl alorsona = f().

Bemonstration L'hypottese f : I ! | assure que la suite est bien ¢ nie. Si
lim,; u, = " etsif estcontinue en’, on peut passera la limite dans chaque membre
de legalie :

Un+1 = F(Up):

Exemple. Suite de Heron.” = (" + 2) entrame ~ = pé.

Exemple. Up+ = Uo > 0. Limite possible” = 1. Arrive seulement siupg=1.

u2 ]
Exemple. 2Un. = P Tnu2 +1, Up; U, > 0. Les limites possibles sont = +1.
Remarque. Quand onetudie une suite, consicerer a priori les limitegossibles est un
bon e exe. Attentiona l'argument de continuie.

Exercice 1.11. un4+; = U, avecup> Oet 2 R.

Exercice 1.12. f(x) = x=2+1=2six 2 [0;1[ et f (1) = 1=2. Etudier la suite ecurrente
Up+1 = f(un)a Un 2 [O; 1]-

Exercice 1.13. Suite arithmetico-geonetrique (bis). On consicere la suite ecurrence
U, = au, + b dansC. Determiner les (Ia) I|m|tes possibles. En notant” une telle limite,
etablir la relation de ecurrence pour v, = Uy
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1.8 Exercices.

Exercice 1.14. \erier dans R ou C, liregalie
ixji i b x i
gue l'on retient commex< la distance entre les distances est plus petite que la dist@an.

Exercice 1.15. Le maximum de 2 nombreg;y (c'esta-dire le plus grand des 2) est noe
max(X;y). De méme on notera milix;y) le plus petit des 2 nombres;y. Demontrer que :

X+y+jx yj
2

Trouver une formule pour maxx;y; z).

X+y jx Vi,

et min(x;y) = >

max(X;y) =

Exercice 1.16. Determiner la borne superieure et inkrieure gventuellement in nies)
de : A = fu,;n 2 Ng en posantu, =2" si n est pair etu, =2 " sinon.

Exercice 1.17. Montre gqu'une suite eelle est croissante (resp. stricteent croissante)
si et seulement si
8N 2 N; Up+1  Un (resp.Unp+r >Up):

On fera une ecurrence surm n pour compareru,, etu, avecm n.

Exercice 1.18. Laquelle de ces propositions estequivalentelém,; u, = ~ dansR ou
C:

8" 0;9N- 2 N;8n N-;ju, 7 ";

8"> 0;9N- 2 N;8n  N-;ju, j<";

8" 0;;9N-2N;8n N-;ju, j<":
Exercice 1.19. Soit A une partie non vide borree deR. Montrer que b = sup A si et
seulement si les deux conditions sont \eriees
{ best un majorant deA;

{ il existe une suite (ay)n2n de A telle quelim,; a, = b.
Que vautsup([G 1\ Q) ?

Exercice 1.20. Unicie de la partie entere. On rappelle queR est un corps
archinedien. Pour r > 0, on a

8Xx2R;9ny 2 N; nyr X< (ny+1)r:

\erier que pour r> Oetx 2 R »es, l'entier n, est unique. En deduire que I'application
partie entere E(X) est bien ¢k nie.

Exercice 1.21. Soit x > 0, donner une expression simple de

1+x+x2+  +xN (N2N):
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Exercice 1.22. On ¢k nit une suite (u,)n2n par la ecurrence suivante :

ug=0
Un+]_ ZZUn+1

Exprimer u, en fonction den..

Exercice 1.23. Suites arithmetico-gonetriques Il s'agit de gereraliser I'exercice
peadent. On consicere pour a et b2 R la suite ecurrente

U1 = au, + b, w2R:
Exprimer u, en fonction den 2 N. (On distinguera les casa=0, a=1 eta62D;1g.)

Exercice 1.24. On appelle image d'une suite I'ensemble de ses termes. Daonoe
exemple de deux suites dierentes qui ont la méme image. Rxiruire une suite dont
l'image estZ. Existe-t-il une suite dont I'image esfo; 1\ Q ?

Exercice 1.25. 1) Expliquer pourquoiQ est cenombrable.

2) Soit (up)n2n UNe suite strictement croissante d&®. Montrer que I'ensemble de ses sous-
suites est non cenombrable. (On se raneneraa letude de applications deN dansN. Se
faire guider pour lI'argument diagonal.)

Exercice 1.26. Algorithme de Heron. Pour a > 0 on consicere la suite ecurrente
donree par

1 a
Ups1 = =(Uy+ —); Ug> 0:
n+1 2(n Un) 0

1) Montrer que la suite est ce nie pour toutn 2 N et que I'on au? apourn 1.
2) \krier qu'elle est monotonea partir de n =1 et borree.

2) En ceduire que la suite converge vers une limitg, 2 R, telle que™; > 0.

3) Montrer que lI'on a4, = P a.

Exercice 1.27. 1) Montrer que P 22 RnQ.

2) En utilisant r = % dans le caracere archinedien deR, avec(q arbitrairement grand,
montrer que tout eel peut secrire comme limite d'une suie de rationnels. On dit
gueQ est dense dang.

3) En utilisant l'irrationalie de P 2, montrer que R nQ est dense dang .

Exercice 1.28. Etudier la convergence des suites suivantes :

U = n2 n+1 _ n3+sin(cos(n))
" nd+2n+1’ " n3+ cos(sin(n))
W _pﬁ n+1 « _pn+1 p_

" 1+43n "o
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Exercice 1.29. Etudier la suite (u,) ¢ nie par :

(

0 si n est premier

Un .
67+1=n sinon:

Si cette suite converge, montrer que sa limite est inkrigea 72 Etudier la convergence
de cette suite.

Exercice 1.30. 1. Montrer qu'une suite (u,)n2n CONverge si et seulement si les sous-
suites (Uzp)p2n €t (Uzp+1)p2n CONVergent et ont méme limite.
2. Montrer qu'une suite (Un)n2n CONVerge si et seulement si les sous-suit@sy)pon,

(Uzp+1)p2n €t (Usp)p2n CONVErgent.
On notera que dans le deuxeme cas aucune allusion n'esttéa legalie des limites.

Exercice 1.31. Etudier la convergence des suites :

P—0—— pP_ nsin(n) 1 EA S| 1X? 1
n’+n+1 n —+( 1) n — b—):
nZ+1 n (3 nZ+ k n cos n+k)
k=1 k=0
: : . n+1
Exercice 1.32. Etudier la convergence de la suita, = ( 1)" —

Exercice21.33. Soit g un entier au moins egal a 2. Pour tout n 2 N, on pose
n
U, = COS—.

q

1. montrer queun+q = Un; 8N 2 N.
2. Calculerupg et ung+1. En ceduire que la suiteu, n'a pas de limite.

Exercice 1.34. Determiner les limites lorsquen tend vers I'in ni des suites ci-dessous;
pour chacune, essayer de peciser en quelques mots la neth employee.

1 1 ( )t
1.1, = =; ;o
) 2’3’ ) n 1
2. 2=1;4=3;6=5; :::; 2n=2n 1); :::
3. 023, 0233;:::; 0,233 3, :::
1 2 n 1
4, —+ — + +
nZ n? n2
(n+21)(n+2)(n+3)
5.
n3
1+3+5+ +(2n 1) 2n+1
6.
n+1 2
n
7 N+ D7
n (1
n+1 n+1
g 2 _*3"7
2"+ 3"
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05— T3
9. 1=2+1=4+1=8+ +1=2" puis pé; 22 2 Ep_é;
1 1 1 ( 1)
101 373 75 "%
11. pn+1 pﬁ
nsin(n!)
12 9551

13. Demontrer la formule 1 + 22 + 32 + +n? = In(n +1)(2n + 1); en ceduire

. 1+22+32+ +n2
limp, 28

Exercice 1.35. Moyenne de Cesaro : Soit (X,)n2n UNe suite de eels telle que
Ilmnll Xn = ) 2 R.
H — X1t + X \
1. Montrer que la suite donree pary, = **—=*1 converge vers.
2. Donner un exemple pour lequel la suifg,)n>n CONverge mais pas la suitéx,)nan -
3. Blus ereralement si (¢,)non €St une suite de eels strictement positifs telle que
! G =+1, montrer que la suite donree parz, = St *&%Xa converge vers.

Ci+ +¢cCn

Exercice 1.36. Etudier la suite u, = H, a et betant donres dans R, .

Exercice 1.37. Construire une suiteu, = v,W, (resp. v, + w,) convergente et telle que
'une au moins des suitegv,) et (w,) diverge.

. . . P
Exercice 1.38. Encadrer la suite (uy) e nie par u, = ¢, ﬁ Que peut-on en
ceduire ?
Exercice 1.39. 1. Que peut-on dire d'une suite qui \erielim,; nu,=07?
2. Que peut-on dire d'une suite qui \erielimp; nu, =17
3. Que peut-on dire d'une suite qui erielim,; nu,=+1 ?

Exercice 1.40. Quelles sont les limites possibles des suites suivantessdan

u, 2. Vp+2 1

v Vol = ————; Wha = .
Uy +4 " vp +1 " w, + 1

Un+1 =

On supposera ces suites bien ¢ nies.

Exercice 1.41. Suites homographiques. On se place dan€C = C[flg . On se
donne quatre nombres complexasb;c;d2 C tels quead bc6 0 etc6 0. On consicere
la suite deC & nie par

8

aup+b H d .

< s s! upy2Cn ¢ ;
U = 1 si up= 9
-2 si u,=1:
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1. Montrer qu'il existe un ensemble cenombrablg, tel queuy 62E entrane u, 2 C
(i,e. u, 6 1) pourtoutn2 N.

2. Montrer qu'avec I'hypotresec 6 0, on ne peut avoirlim,; u, =1 .
3. Quelles sont les limites possibles de la su(i,),>n dansC ?

4. On se place dans un cas a1 il y a deux limites possibleg,et ", 6 ";. Traduire
cette condition en une condition sur(a; d; b; ¢ . \eri er que la suite v, = H est

geonetrique.
5. Dans le cas a1 "1 = ", montrer que l'on peut trouver 2 C tel que la suite
- 1 , soit arithmetico-geonetrique.
n n2N

6. Reprendre les exemples de I'exercice ci-dessus et caechw sujet de la convergence.
Exercice 1.42. Suites de Fibonacci On consicere les suites eelles donrees par

Up+2 = Upsp + Uy, UgiUg 2 R:

1. Montrer qu'il existe deux nombres tels qu'en prenantug 2 R etu; = U, la
suite (u,)n2n €St geonetrique. \eri er que I'un de ces nombres est le nmbre d'or
1+ P5
T2

et que l'autre est regatif.

2. \kri er que le syseme
+ = Ug
+ T = Up:

admet une unique solution.
3. \kri er par ecurrence que la solution du syseme ci-dessus permet decrire

u, = T+ e

4. Conclure sur la convergence de la suite en fonction des d&ss ug et u; .

5. En consicerant un rectangle de cbeu, et u,.; et un care coe u,.1, expliquer la
fascination des artistes et architectes pour le nombre d'clepuis I'antiquik.

Exercice 1.43. Double ecurrence lireaire : On consicere une suite donree par
Ups2 = AUnsa + DUy jUo UL 2 C

aveca; b2 C .

1. Montrer qu'il existe au plus deux complexes; , 2 C tels qu'en prenantug 2 C et
Up = 1.2Up la suite (up)n2n €St geONEtrique.
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2. En supposant ; 6 5, donner une expression de, en fonction den 2 N, , >
et de la solution(; )2 C du syseme

+ = UO
Uz,

1t 2

dont on \eri era l'unicie.

3. Dans le cas au , = 4, \erier que les suites ( 7).,y €t (n 7)., \erient la
relation de ecurrence. Exprimer toute suite \eri ant cette relation de ecurrence
en fonction de ces deux suites.

Exercice 1.44. On consicere les deux suitegun)naon €t (Va)n2n donrees par

1 p_
Un+1 = é(un + Vn) Vh+1 = UnpVp

avecup; Vo > 0. Montrer que les deux suites sont e nies, monotonesa piar de n 1
et adjacentes. En deduire qu'elles convergent vers une meé limite.

Exercice 1.45. On donne la suite(u,) ¢ nie par :

p__
ur= 2 et u,= 2 U, 1.

1. \erier que 'ona pourtout n2 N, 0 u, p?.

2. Si la suite converge, quelle peut etre sa limite.
3. \erier la relation

B Un+1 Bn 1 :
2 Un+p t+ 2 Un 1

Un+2 U =

4. En ceduire que les deux suite@uzp)pon €t (Uxp+1 )p2n SONt adjacentes. Conclure sur
la convergence de la suitéun)nan -

5. Repesenter le graphe de la fonctior (x) = P 2 X et la diagonaley = x pour

Exercice 1.46. Etudier les suites :

1. ug=0 etupsy = pm.

2. Up2 Retuyg = U, U2
Exercice 1.47. Soita 2 R. On consicere la suite(u,) e nie par up= aetu,,; = e 2
pourn O

1. Etudier cette suite sia=0.

2. Etudier cette suite sia= 10.

3. Etudier cette suite sia= 3.
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4. CGereraliser en discutant selon la valeur dea. Indication : Tracer le graphe de la
fonction f (x) = € 2 et la diagonaley = x.

Exercice 1.48. Posonsu, =1 2% et pour tout entiern 3,

1 1 1

up = (1 ?)(1 ﬁ) (1 pi

. ) 1
Calculer u,. En ceduire que l'on alimu, = >

Exercice 1.49. Sur une plarete lointaine, vous pouvez placer de l'arger un taux
d'inerét de 100% par an. Donc si vous placeA euro, vous repartez ave@ euros au
bout d'un an. En plus, vous pouvez retirer votre argenta ta@unoment, avec les ineréts
correspondants, puis le placera nouveau. Par exemple, ius placezl euro pendant une
demi-anree, vous obtenea:5 euros, que vous placez une autre demi-anree pour obtenir
nalement 2:25 euros. A partir d'un euro, quelle somme pouvez-vous obtenir en un an
(Indication on utilisera I'encadrementu  u?=2 In(1+ u) u valable pouru> 0.)

Exercice 1.50. On consicere les deux suites :
1

1
u, =1+ ST n2N;

1
vn:un+m;n2N:

Montrer que (u,), et (vy)n convergent vers une méme limite. Et montrer que cette lingit
est unekment de RnQ.

Exercice 1.51. Soit (u,)n2n UNe suite eelle dont tous les termes sont non nuls et telle
que :
Un+1

lim =0:
n!l Un

Montrer que |'I{n u, =0:
n:

Exercice 1.52. Etudier la suite ¢k nie par ecurrence :

P
Up=a>0;Uy+1 = 1+ up:

Exercice 1.53. Soit x un eel.

E(X)+ E(2x) + :::+ E(nx)

1. Determiner la limite de u, = 2

2. Retrouver la densit deQ dansR.

n

Exercice 1.54. Soit :N! N bijective, telle quelim ) = Calculer .
n!

Exercice 1.55. Soit :N! N injective; montrer que Iilm (nN=+1:
n!
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1.9 Probéme : Ecriture cgecimale des eels.

L'objectif de ce probeme est de montrer que I'on cecrit bén I'ensemble de tous les eels
a l'aide de lecriture decimale.

1) Rappeler la ¢ nition axiomatique de I'ensemble des eeR.

2) Rappelerpla ce nition de la partie entere d'un eel x, noee E(X).

3) Calculer E':l 9 10 K et sa limite quandN !'1 . En ceduire qu'il n'y a pas unicie
de lecriture cecimale si on ne prend pas certaines peaaions.

Dans une des ¢k nitions qui suit on exclut les ecritures @cimales qui se terminent par
une suite de 9.
On consicere les ensembles de suites d'entiers

E
E

(c)en 2 NV @2 N; 6 2f0;1;:::;99 pourk 1
f(a)kon 2E; 8N 2 N;9k N;cc 69g:

4) Pour une suiteC = (c)k2n de E, on consicere les suitesyy)non €t (Va)nan donrees
par
X X
Up = 10X et v, = c10 X+10 ":
k=0 k=0

Montrer que les deux suitesu,)n2n et (Vn)n2n SONt adjag,entes. En deduire que 'on & nit
une applicationF : E! R; en posantF (C) =Ilim p; ho G10 K.
5) Surjectivie de  F

a) A un eel x 2 R, on associe la suite de rationnels (en fait nombres cecimauadonree
par X, = 10 KE(10Kx) puis on posecy = Xg et ¢ = 10¥(xx  Xx 1). \erier que
la suite C = (&)k2n appartienta E et que la suite ky)xon N'est rien d'autre que la
suite (ux)k2n de la question 4). En deduire que lI'on ax = F(C).

b) \erier par l'absurde que la suite C cenie au a) qui werie x = F(C) est
recessairement danss, .

c) Conclure sur la surjectivie deF : B! R.
6) Injectivie de F .
a) Montrer que pourC 2 Eg, on aE(10™F(C)) = = .2, G 10" k.

b) En ceduire que pour deux eements distincts C! et C? de B, on aF(C) 6 F(C?
(On prendra pour ng le plus petit entier tel quecﬁ0 6 cp, -)

b) En ceduire que l'application F : E5! R, est bijective.
c) A-t-on l'injectivie sur E ?

7) Retrouver la densie deQ dansR.
8) Ecriture aecimale des rationnels.

a) Montrer que si la suiteC = (¢ )k2n €St periodique a partir d'un certain rang alors
F (C) est rationnel.
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b) \erier que pour un entier g2 N on peut trouver deux entiers distinctsk; 6 k, tel
que 10¢ = 10% mod ().

c) En ceduire que six = p=q2 Q. alors la suiteC 2 Ey, telle que F(C) = p=q est
periodique.

9) Non etnombrabilie de R:

(Consicerer ' (n) = f,(n)+1 mod (10)).
b) \erier que E nkE est cenombrable.
c) En ceduire que R est non cenombrable.
10) Bijection avec P (N).

a) Adapter la e nition de E et de Eya lecriture en base 2. En dceduire que l'intervale
]10; 1] est en bijection bijection aved® (N) nf; ; Ng, au P (N)I'ensemble des parties de
N.

b) Rappeler pourquoiP (N) est en bijection avecP (N) nf; ;Ng.

c) \erier que x! X%i i) e nit une bijection de ]0;1[ surR. En ceduire que R est en
bijection avecP (N).

11) Question subsidiaire : Y a-t-il des ensembles de cardinal strictement compris emtr
celui deN et celui deR ?
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Chapitre 2

Calcul de primitive.

On travaille sur un intervalle | =[a;d oul =]a;d de R avec 1 a<b 1 en
cereral. Les situations particuleres seront pecisees.

2.1 D[eriees.

Nous faisons un rapide esurre du cours B0O1. Les esultatseuvent &tre admis pour ceux
qui n'‘ont pas suivi ce cours.

2.1.1 D[enition et esultats importants.

Ce nition 2.1.1. On dit qu'une fonctionf ¢ nie sur | est cerivable enx 2 | si la

limite
. f(x9 f(x) . f(x+h) f(x)
lim — 0 — = lim
x°2 1 nfxg X X X+ h21 nfxg h
X0l x ht 0
existe. On la note alorsf {x) ou g—x(x). On dit quef est cerivable sur toutl si elle est
cerivable en tout point del .

Interpetation graphique : La cerivee comme limite d'un taux d'accroissement s'interpete
comme la pente de la (droite) tangente au graphe, ou encorammme un taux d'accroisse-
ment instantare.

Proposition 2.1.2. Une combinaison lireaire, le produit, le quotient quand iest e ni
et la compose de deux fonctions cerivables sont cerivids. On a de plus les formules

(U+ V)Y = Uu% vo (2.1)
uVv)’ = UV + UV (2.2)
0 0
% _ UO\/VZUV 2.3)
@ H)°) = ¢f ()1 (x);: (2.4)
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re»l'c r (<)

Y
T

O - - -

Et pour I'application eciproque (quand elle est & nie) on a

1
fLro%y)=
W= fa )
si f est cerivable enx = f 1(y) de cerivee non nulle.
Remarque. Les formules (2.1) et (2.3) sont encore valables pouV:R 1! Cet
(2.4) est encore valable pouf :R 1! 1% Retg:1°% C.

Proposition 2.1.3. Theoeme des accroissements nis. Sif est continue sur|a;H,
1 <a<b< +1, et cerivable surl]a;H, alors il existec 2]a; I tel que

f(bh f(@=(b afqo:
On ckduit alors
fB f@jjfYjb a:
Cette iregalie est en particulier ineressante pour les fonctions continment cerivables

et f O continues sur &; ). Combire avec le fait qu'une fonction continue sur un ingrvalle
ferme borre est borree et atteint ses bornes (voir cours B1 et C01), cela donne.

Corollaire 2.1.4. Iregalie des accroissements nis. Pour une fonction cotinOment
cerivable sur un intervalle[a;, 1 <a<b< +1,o0na

8y 2 [a;l; jf(y) f(X)j Mijb aj
avecM; = maxzpan jf At)j .
Corollaire 2.1.5. Sif est une fonction cerivable dans un intervallé, on a lequivalence
(f = Cte), (f° 0):
On rappelle en n que la cerivee est utile pour rechercherés extréma locaux d'une fonction.

Proposition 2.1.6. Les extréma locaux d'une fonction cerivable se trouvarat I'inerieur
d'un intervalle (i.e. en on exclut les extrémies dd ) \erient f{Xey) =0.

N.B. La eciproque est fausse. Exemplef:(x) = x® surR.
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2.1.2 Quelques ckrives classiques.

I f(t) fqt)
R th nt" !
10:+1 [ t; 2R, 60 t !
] 1 ;0[ou]Q+1] In jtj :
R exp(t); 2RouC exp(t)
R cost sint
R sint cost
1 55l tant L =1+tan?t
R cosht sinht
R sinht cosht
2.2 Primitive

2.2.1 [enition et premeres proprees.

Ce nition 2.2.1. Soitf : 1 ! R une fonction & nie sur l'intervalle 1. On dit que F
est une primitive def si F est cerivable surl avec

FO f:

Proposition 2.2.2. Soit F et G deux primitives def & nies sur un intervalle |I. Alors
il existe une constanteK 2 R telle que

821, G(xX)= F(X)+ K:

Bemonstration : Surl on a lidentie (F  G)°= 0. Comme | est un intervalle, il
existe une constanteK 2 R telle que

8x21;G6(x)= Fx)+ K:

Remarque.

1. Autrement dit, sur un intervalle, une primitive est uniquea une constante pes. On
dit parfois < la > primitive de f sans perdre de vue qu'il y a une ceterminationa
une constante pes.< une> primitive est plus correct.

2. Attention la fonction

8 .
< 1+2 six>0

X
fx)=".
. 1 -
 Six<O0
est une primitive de xiz qui ne diere pas de % par une constante.R n'est pas un
intervalle.
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Corollaire 2.2.3. Pour une fonctionf : 1! Retpour 2 Retxg2 | »es, il existe
au plus une primitiveF telle que
F(Xo) =

Notation.  Primitive de f telle queF (xo) =0
Z X
F(x) = f(t) dt:

Xo

Primitive de f a une constante pes
Z, Z
F(x)= f(t)dt (+K) ou F= f(t)dt(+K):

Proposition et & nition 2.2.4. Si f admet une primitive sur l'intervalle[a; 4, avec
a;b2 R, la quantie F(b) F(a) ne cepend pas du choix de la primitivé-, on I'appelle
inegrale de f sur [a; et on la note
VA b
f(t)dt=F(b F(a):

a

Bemonstration : Il sut de voir que la quantie F(b) F(a) ne cepend pas du choix
de la primitive F (i.e. de la constante). n

Proposition 2.2.5. Si f admet une primitive surl et a;b;csont trois points del,
l'inegrale de f \eri e la relation de Chasles

Zc Zb Zc
f(t)ydt=  f(t) dt+  f(t) dt:
b

a a

Bemonstration Il sutdecrire F(c) F(@=F(c) FMb+Fb F(). n
R R
Remarque. En particulier t‘f‘f (t) dt= ;’f (t) dt.

Proposition 2.2.6. Sif admet une primitive sur[a;ld, a;b2 R, il existe c 2]a; d tel que
Z b
f(t)dt=f(c)(b a):

a

Bemonstration C'est le threoeme des accroissements nis appliqueaF . n

Corollaire 2.2.7. Pour 1 < a b<+1,f etg deux fonctions admettant une
primitive sur [a; 1 et telle quef g, on a
Z b z b
f(t) dt g(t) dt:

a a
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2.2.2 Interpetation graphique.

Placons nous dans le cas d'un intervallé =[a;fjavec 1 <a b<+1.0n subdivise
l'intervalle | enN intervalles suivantx, = a+ Nﬁ(b a),0 k N.ATlaide dutheoeme
des accroissement nis, onecrit

Z, X 1 N 1 N 1
f(t)ydt=F( F(a)= F(Xke) F(xe) = FAod Xk Xi) = f(G)(Xke1  X);
a k=0 k=0 k=0
avec pour toutk 2f0;:::;n  1g, & 2 [Xk; Xk+1]. On a encore

vA b 1 b Y 1
f(t) dt= f)(Xksr Xk) +
a k=0 k=0

fla) fx):

Deux cas sont ineressants
{ f est une fonction croissante (ou encore monotone). On a alors

f(a) f(x) fxa) FXe);

d'ais I'on ceduit
Z b N 1 b
f(t) dt= f(t) dt+

a k=0

2@ f(a)]:

N

Remarque. On peut montrer qu'une fonction monotone qui admet une printive est
forement continue.
{ limy ! (1=N) =0 en posant

()= sup O ;i

jx x9 1=N

Remarque. Quand f est cerivable et que cette cerivee est borree sur &;l, on a
I (1=N) C=N par liregalie des accroissements nis. Quandf est continue , le
treoeme de Heine ! donne limy; ! (1=N) =0.

Dans ce cas on a

b(l
P27 @)t (b ar =t o
k=0

Dans les deux cas, on obtient

f)dt= lim  f )1 Xe):
a NI1 k=0
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Mais si f est une fonction positive ou nulle sud, f (Xg)(Xk+1 — Xk) da%'gne l'aire du
rectangle de basexk; xx+1] et de hauteurf (xx). Alalimite F(b) F(a)= abf (t) dt vaut
I'aire de la surface comprise entr& = a, X = b, I'axe des abscisseg = 0 et le graphe de
f,y=1f(x).

{ Cela donne une nrethode pour construire la primitive, de tate fonction continue (ou

méme toute fonction qui est la somme de deux fonctions momwoies). Inegrale de
Riemann.

R
{ Quand f n'a pas de signe, abf (t) dt est une somme d'aires sigrees.

P

¥
O

¢t
20

Threoeme 2.2.8.  (admis. ?) Toute fonction continue sur un intervallel admet une
primitive.

Vocabulaire

{ Quand on sait ce nir l'inegrale d'une fonction f un intervalle [a;H, on dit que la
fonction est inegrable. Notre & nition dit que toute fo nction qui admet une primitive
est inegrable. En fait on peut ce nir des inegrales de facon plus gererale en s'appuyant
sur l'inerpetation graphique du calcul d'aire. Ainsi | 'inegrale de Riemann permet
de e nir l'inegrale pour des fonctions monotones discatinues qui n‘admettent pas
de primitive. L'inegrale de Lebesgue est encore plus gerale et permet de d nir

Lvoir cours CO1 ou le cours de Topologie D05-EQ5
2\oir cours C01
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l'inegrale de la fonction 1g qui vaut 1 sur les rationnels et O sur les irrationnels. Pour
chacune de ces theories on dit inegrable au sens de Riemaou inegrable au sens de
Lebesgue. Pour les fonctions continues sur un intervalle doe, ces notions coincident
avec le fait d'admettre une primitive.

{ Si f admet une primitive sur fp;+1 ) telle que limyi
linegrale . f(t) dt converge et on note

Z ., Z,
f (t) dt = lim f()dt=L F(a):
x!1 a

F(x) = L 2 R, on dit que

a

Le membre de droite a une des bornes de l'inegrale est imie est appek inegrale
impropre. P

{ Les sommes de la forme _,"f (Gc)(Xk+1
sommes de Riemann.

Xk) avec ¢« 2 [Xk;Xx+1] sont appekes

2.3 Calcul de primitives.

2.3.1 Primitives de base

Connaftre les cerivees classiques permet de connataes primitives dites classiques.

I f(t) F(t)
R t"n22Z;n6 1] U-+K
10;+1 [ t; 2R, 6 1| L +K
] 1 ;0[ou]a+1[ ! In(jtj) + K
R expt expt + K
R cost sint + K
R sint cost + K
1 55l —L-=1+tan?t | tant+ K
R cosht sinht + K
R sinht cosht + K
2.3.2 Lirearie.
La lirearie de la cerivation conduita
Z Z,
f (t)+ g(t) dt = f(t) dt+

Remarquons gue si on ne pecise pas les bornes, cette egadist valable modulo une
Z

constante : Z

Remarque.

f )+ g(t) dt=

a

) y
f(t) dt+
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comme ci-dessus, il n'gst pas recessaire decrirekt. Il sut de bien gardera l'esprit ce
gue signi e la notation

Exemple. La primitive d'un polynéme

Z X xXn k+1
Kk _ X
Xt = + K
k=0 k=0 k+1
On ¢ nit l'inegrale d'une fonction complexe par lirea rie. f +ig:1! C
Z X Z X Z X
f(t)+ ig(t) dt= f(t)dt+i g(t) dt:
a a a
Exemple.
|
Zy 1 Zy Z,—— Z,
Re €' dt= > e dt+ éetdt =  costdt:

2.3.3 Inegration par parties.

La egle de cerivation du produit FG, au F et G sont des primitives def et g conduita

Z X Z X
f (1)G(t) dt = F(x)G(x) F(a)G(a) F(t)g(t) dt
a a
qui se esume en Z, z,
U% =[UV]; uve:
a a
Exemple. Primitive de te'.
Z, t Z,
et dt ' TETC et . e dt= xe* (e 1):
0 0

R
On obtient “tet dt= e(x 1)+ K.
Plus gereralement on peut calculer par inegration par parties des primitives deP (t)€
al P est un polyndme, ouP (t) cost ou P(t)sint.

Exemple. Primitive de Int
z Z, Z,

= ‘U= 1
Intdt= 1 Intdt "=V [tintR t Tdt=xhx (x 1)

Zl 1 1
X

Intdt = x(Inx 1)+ K:

X
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2.3.4 Changement de variable.

La formule de cerivation pour G u ar G est une primitive deg permet de trouver une
primitive de g u u°
Z X Z X
glu®lutt) dt= (G w’(t) dt= Gu(x)] G[u(a)] :

a a

Autreecriture
Z Z 0

glu(®)] du(®)] = g(u) du;

u(a)

avec la conventiond[u(t)] = u{t) dt corerente avec la notation?j—ttj = uqt). Dans la

deuxeme inegrale, le u apparaissant dangy(u) du doit &tre consicee comme une variable,
les bornes sont changees en(a) et u(b) ar u est la fonctiont 7! u(t). En pratique on
n'utilise pas de caracere gras.

R x
Exemple. On retrouve par exemple “e! dt= & + K pour 2 R avec

Ecrirea part

u=t du = dt t:E; dt:%:

Exemple. Pour 2 Rnflg, a2 Retx>a ona

ZX ZXa +1
u:_ta _(X a)
t a) dt'% udu= ek
Exemple.
Zx o Y 1
_=_ dt'E = ZIn(1+ x)+ K:
Z+1 2@+ 2ndFx)

u=t% du=2tdt:

Exemple. Primitive de 1=(1 + t?)

Z t=tanu Z
X dt u = arctan t arctan x
1+ = du=arctan x + K
dt
u=arctant, t=tanu; dt=(1+tan ?u) du; m: du:
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2.3.5 Fractions rationnelles
Methode d'inegration.

C'esta dire f (t) = & = G tl)klp((tt) e avect; 2 C.
Premereetape :  diminuer le dege du nunerateur en faisant la division eulidienne de
P par Q:
P(t)= At)Q(t)+ R(t); dR<d Q
R(t)
f(t)= A(t)+ —= A polynbme:
() = A(t) o APl

Rappel : La division euclidienne des polyndbmes se fait comme la din euclidienne
(c'esta dire avec reste) des entiers. Il sut de remplacer 0 par t“. Dans la suite on
suppose donc

dP<d Q= ki + ky+ + K :

Deuxemeetape : Un tleoeme assure que toute fraction rationnelle se deampose en
une somme deements simple (iciavecd P <d Q, A =0):
{ dans C,

P(®) _r x a
(t t)kr (1 typ)km i t t)°

{ dans R, on regroupe les termes conjugles de la decomposition darle complexe
pour avoir une combinaison lireaire de termes de la form ou % avec
ab;; 2R,n2N.

Troisémeetﬁpe :On mEgre termea terme. LepepolynOmes ne posent pas degiseme.

. X — X _ .
de méme : * 2 dt= nl(x )nlsmﬁlet G )dt alnjx j.

pour 7(“ a)t;f’ 2y on commence par faire apparatre la cerivee det( a)?+ b? au nunerateur

enecrivant at + b= g(2(t )) + . La premere pr|m|t|ve|-\est faC|Iea calculer, elle se
ranmenea une forme 1 du. Il reste des termes de la forme”™ dt. En faisant

a
)

@ o
un changement de varlableu = £ onse rameneaF, = %

On a Fy(x) = arctan x, puis F, se calcule par ecurrence en utilisant une inegration pa
parties.

Pratique de la decomposition eneéments simples.

On travaille d'abord dans le complexe (voir Deuxemeetag).
{ Sile obnomle)ateulg,n est pas trop gros on peut identi er les coe cients g en mettant

l'expression 1, 1, % au méme denominateur.

=1 (t tp)

Svoir cours B05
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Exemple. f(t) = . A partir de

(1) = t _ A & (ata)tt(a &),
St DE+1) ot 1 t+1 (t2 1) ’
onecrit y + ay=1eta; a =0.Da .
1 1 X dt 1
f(t)= + t — = ZIn(t? 1)+ K:
O=sc n* 2+ © 7 1 nt

P
{ Methode cererale pour trouver les coe cients a; . Une fois qued®P < = T, ki, poser
Pi(y) = P(y + t1) et Qi(y) = Q(y + t1)=y**. Faire la division suivant les puissances
croissantes deéP; par Q; jusqua l'ordre k; pour obtenir
" #

X1 CKp
Py(y) = %L‘cmw+mer

On en ceduit
Pt t1) tl) Xa ay Rai(t  t1)

Qt t) (=1 (t t))  Qu(t t1)’
P
@ Qi(t t) = (t )Rt tm) et d°Ry(t t;) < L, ki. On peut donc

recommencer ave®R(t t;) et Qi(t t1) en isolant le facteur { t,)%2...et ainsi de
suite.

f(t) =

Exemple. f (1) = oo

OnaP(t)=3, Q(t)=(t 1)3t?>+ t+1). On travaille avec t; = 1 et on pose donc
Pi(y) =3 et Qi(y) = ((y+1)?+(y+1)+1) = y?+3y+3. La division suivant les

puissances croissantes se fait comme une division (enearit les polyndémes suivant les
puissances croissantes). On obtient donc

ig N 31-31-»
A | -
O+lzj .|.\J §+3a

a%a

U

2 2
3=Py(y)= 1 y+ gyz Quy) Y31+ ok

En prenantt =y 1 eten divisant parQ(t) = (t 1)3Q.(t 1), on obtient

1 1, 2 1+2=3(t 1)
(t 17 (t 12 3@ 1) t2+t+1

f(t) =
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2.3.6 Fractions rationnelles en €

On poseu = €. On se ranene a une fraction rationnelle enu. Méme chose pour une
fraction rationnelle ene!

2.3.7 Fractions rationnelles en cost et sint

Un polyndbme P(x;y) en x et y est une combinaison lireaire de mondtmes™y". Alors,
P (cost; sint) est appek un polyndbme trigononetrique; c'est une cominmaison lireaire
de co§' xsin” x Si m (respectivementn) est impair, on poseu = sin x (respectivement
u = cosXx) et on utilise cogx +sin?x = 1.

Sim et n sont pairs, on lirearise. Cette dernere methode marcha tous les coups. Il s'agit
decrire

eit + e it ) eit e it
cost= —— et sint= —
2 2
il . : N P N k ok k
d'utiliser ensuite la formule du binbme & + b~ = o CEabY * pour calculer

cos"tsin" t (en remarquant co¥ tsin"t = Re(cos" t sin" t)).

Une fraction rationnelle R(x; y) est un quotient de deux polyndme®R(x;y) = 20
Alors R(cost; sint) est appek fraction rationnelle en cos et sint.

Methode qui marchea tous les coups : Pourt 2] ; [, le changement de variable
u = tan % ranene le probeme a celui d'une primitive de fraction rationnelle en u.
(du= 11+ uddt;, cost = 147;sint = 24).

T 1+u2? 1+u?

Trucs : Les trucs suivants conduisenta des fractions rationnekemoins complexes que
le changement de variable peedent : Si I'expressiofi (t)dt a la synetrie du cosinus
(inchange part! t) on poseu = cos(t). Respectivement sif (t) dt a la symnetrie du
sinus,t ! t, (resp. de la tangentef ! t+ ), on poseu =sint (resp.u =tant).

Exemple. f(t)=cos?tsint, f( t) d( t)= f(t) dt

Z

X YA cosx
u=cos t

cog(t)sintdt " = u?du = %cos?’x + K:
Exemple. f(t) = cos®t
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dreit ¥ 1 X .
cos't = —— T Clekt @ ki
k=0

1 i3t 3 it 3 it 1 i 3t
= + Je ity 2dt 4 =
g° g tg® tgt

1, 3 &, 34,1,
= Re Ze i3t 4 e it 4 _e|t + _e|3t
8 8 8 8

1 3 3 1
= écos( 3t) + écos( t) + §COS({)+ écos(3)

= %cos(&) + %cos(t) :

On en ceduit  ~cos'tdt = 5 sin(3x) + $sin(x) + K .

Exemple. f(t)= 1. u=tan(t=2), du= ¥¥dt, sint =

sint*
Z
X dt u=tan( t=2) @n(=2) 1 + y2 2du
sint 2u 1+ u?

1+u2 :

=In tan(g) + K:

2.3.8 Fractions rationnelles en  t et (&*9)&, m2 N .

ct+d
Prendre la variabley = ( g:jg’ m
Exemple. f(t)=t°t 1.u®=t 1, 3u’du= dt.
Z, Z R —
_ _B— x 1
tQ t 1dt" = (u*+1)u3u? du = ;(x 1)+ Z(x 1)+ K:

2.3.9 Fractions rationnelles en t et P at2+ bt+ c

On met at? + bt+ ¢ sous forme cenonlquea(b+ )2+ 2). Apes changement de variable
ane, og se ramenea une forme 1+ t?ou 1

Forme 1 t2. Ilfautt2 [ 1;1]. Lappllcatlon u 7! sinu est une bijection de | ;5[
sur] 1;1[. On poset = sin u, u = arcsint.

Forme , 1 + t2. On poset = sinh u.

Forme t2 1. On poset = coshu. D

Exemple. Surface d'un disquef (t)=  R2 t2,t2[ R;R].

Z g Z, Zy

RZ 2 dt "= R? 1 wdu'™®°° R? sin’sds
R 1

_ R %cos(2) 1 R?2
B 2 2

t=
> d

L'inegrale donne la surface du demi-disque. La surface ddisque estR 2.
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2.3.10 \érierala n.

Une fois que I'on a utiliee une methode pour trouver une pmnitive F def,

\erier F¥=1.
Encore plus rapidef par_lge (resp. impaire) etF (0) = 0 entrane que F est impaire (resp.

paire). f periodique et f(t) dt = 0 entrame F est periodique (Attention faux sinon.
Exemple sirf(t)).
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2.3.11 Primitivesa connatre oua savoir retrouver rapi

dement.

En plus des primitives de base, il est bon de connatre lesimitives suivantes (les
intervalles de ce nition ne sont pas pecies) :

Z

X +1 X
t dt= X +K; 2Rnf 1g o ixi+ K
1 t
ZX
Intdt = x(Inx 1)+ K (x> 0)
ZX ZX
cost dt =sin x + K sintdt = cosx + K
VAN VAN dt
——— =tan x+ K ——- = cotx+ K
cogt sin“t
ZX ZX
dt X dt X
——=In tan -+ - +K ——=In tan - +K
£ost 2 4 7 sint 2
X X
tantdt = Injcosxj + K cott dt =In jsinxj + K
ZX ZX
cosht dt =sinh x + K sinht dt = coshx + K
Z Z
X dt X dt
=tanh x + K ——— = cothx+ K
7 coslt t 7 sinh’t
X X
=2 + ——=Inj j +
oS arctan(e’) + K Snnt In jtanhxj + K
ZX ZX
tanht dt = In(coshx) + K cotht dt = In jsinhxj + K
ZX eX ZX ax
e dt= — + K; 2C atdt:m+L; a2 R, nflg
Pourb2 R
Z Z
XL—}arctan§+K Xi—ilnu)+K
t2+ 7 b b 2 P 20 x+b
' pL = arcsin Xy K = arccos Xy K
, B ja jb
X dt P——
pP——=In x+ x2+Db +K:
t2+ b
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2.4 Exercices.

Exercice 2.1. Calculer les primitives suivantes :

Z X dt Z X dt Z X Z X 3
— P €' sin(e") dt ; tan®t dt
Z Z Z Z
log s TS Gemaon ; Mbg o coshtdt
tan3t ’ (t2+3t+7)m ’ t sinh°t
Exercice 2.2. Consicerons l'inegrale
YA In2
| = e 1dx

0

E ectuer le changement de variables = P e< 1etcalculerl.

Resultat : | =2 =2.

Exercice 2.3. Soitf :[a;g ! R une fonctiolg strictement croﬁsante et continOment

cerivable. On consicere les deux inegraled ; = abf (t) dtetl, = ff(g;)f 1(t) dt.
1. Rappeler pourquoif admet une fonction eciproquef *.
2. Faire le changement de variable= f (u) dans l'inegrale I,.
3. Calculerl, en fonction del ;.

4. Faire un dessin faisant apparatré etf 1, etinterpeter ce esultat geonmetriquement.

Exercice 2.4. Calculer les primitives suivantes :
Z

X 1 Q
Posts Roag 0t U= 72405
Z X
1 t 1
(t 12 4y dt; (—— =tanh u ou cothu) ;
Z Z, o,
(arcsint)? dt ; 2" 1+ 3 dt:

Exercice 2.5. Calculer les primitives suivantes :

Z, 2yt Z, Z

X
e cost dt - dtn2 N ; tArctant dt (t>+ t+1)€ dt:

. . R,
Exercice 2.6. Soitl, = (1 t?)" dt.

1. Etablir une relation de ecurrence entrel,, et l+1.
2. Calculerl,.
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P
3. En eduire CUCk,

R
Exercice 2.7. Inegrale de Wallis. Soit |, = 0? sin" t dt.

1. Etablir une relation de ecurrence entrel,, et ly..

En ceduire des formules explicites poury, et | .1 .

Montrer que (I ,)n2n €St decroissante et strictement positive.
En ceduire quel, 41

Calculernl ylp41 .

o 0k wnN

. P —
Montrer que l'on alim,; 1|, 2n= =1.

Ry
Exercice 2.8. Soitl, = 01 Ty dX.
1. En majorant la fonction inegee, montrer que (I,)n2n ! 0.

2. Calculerl, + lpsq.

. . P .
3. Determiner lim (2770,
n!l +1 k=1

Exercice 2.9. Calculer par ecurrence :
Z

7 du
I, = :
o cos'u
Exercice 2.10. Calculer par ecurrence :
Z e
Jn = log(u)"du:

1

Exercice 2.11. Calculer les primitives suivantes :

Z X Z X Z X
(costcos2 +sintsin3) dt ; costsin*t dt ; cogtdt ;
Z X Z X Z X
sintcost dt sin*tdt sinftcostdt ;
Z X Z X Z X
cosif tsinh’t dt sinhtcosit dt cosht sinh’t dt:

Exercice 2.12. Determiner les intervalles detude et calculer les primiives des fonctions :

X cogXx; cos(X)cosX:
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Exercice 2.13. Decomposer les fractions rationnelles suivantes; en caler les primi-
tives.

1 1 x3 ax 1 . 1 .
az+x2' (1+x2)% x2 4 (x 2 x2+x+1' (t2+2t 1)¥
gt+1 gt+1 1 x3+2 x+1 (X2 1)(x3+3)
(2 20+10)2 © 24+10° B+1" (x+1)? x(x 27  x+2x2
x?2 CoxT+x® 4x 1 X'+ x® 4x 1
(x2+3)3%(x+1)’ x(x2+1)% X(x2 +1)?
Exercice 2.14. Calculer les primitives suivantes :
Z X 4 Z X Z X Z X
S S dt _ t dt _ dt .
t(t 1)3 ’ (t*+1)2 t+t2+1 (t 1@z 2t 2)2
Exercice 2.15. Determiner les intervalles detude et calculer les primiives des fonctions :
1 2X X2 1

X+)(X2+2x+5)’ (1 x+x)?2 (x 12(2+4)’ (@+x33

Exercice 2.16. Calculer les primitives suivantes :

Z Z . Z Z
X cos't _ X sin®t . X dt . X cost dt -
sin° t ’ 1 + cost ' codt +sin*t 1+ sin 2t '
*tant tana _ X sinht cosht
tant +tan a ’ sinh*t + cosh*t
Exercice 2.17. Determiner les intervalles detude et calculer les primiives des fonctions :
cosx_ 1 1
sinx© 1+tanx’ th®
Exercice 2.18. Calculer les primitives suivantes :
Z Z Z
" _éjt— : " _pdti : " pt— dt
t+ t 1 ' t 2+t+1 9 + 4t '
Z Z
« R t+1 P t+1 X t+1
dt ; e R
t+2 A2+ 41 +1
Exercice 2.19. Determiner les intervalles detude et calculer les primiives des fonctions :
. & 3
TIx 42 5
p_____
x2 1
xp X
X2 bx+4
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Exerc’g:e 2.20. Calculer les primitives suivantes.
X

1. e tsin 2 dt.
Z X Z X Z X Z X
2. costdt; cosktdt; codtdt; sinh'tdt.
Z X
3. t3€' dt.
Z X Z X Z X
4, Int dt; tint dt; arcsint dt.
Z X
5. cosht sint dt.

Z x dt

sint”’

Z xp__

7. az t2 dt.
Zx eZt

8- pﬁ dt.
ZX ZX

9. e cosbt dt; e? sinbt dt.

X
t
10. Wdt pour O0<x< 1

11. p—— dt.
1 t2

Z
12 X dt
’ cost +2sint+3°
x Pz
t dt
13. p—— avec 0O<x<a.
a3 t3
cosht
cosht + sinh t

X

14.

Exercice 2.21. Calculer les primitives suivantes :

Z Z Z
X dt _ ot gt - *1+cos2 _
cosht’ cosh2 ' cogt ’ 1 tan®t ’
VANES Z
¥ sinat + cosbt *t(2 + cost)
——— dt | ————dt
e sin“t

Exercice 2.22. Determiner les intervalles detude et calculer les primiives des fonctions :

chx sin(2x)

49



1
P T an?x
(X% + 2x + 2) cos(2X)
x?cosx et x2sinx en utilisant les complexes
1 1
6@ 1¢ o 17
p

1+ X
X 1 X

R
Exercice 2.23. Calculer olln(l + x2).

. . R R _
Exercice 2.24. Soientl = 0 x cog xdx etJ = 0 X sin? xdx.
1. Calculerl etl + J.
2. En ceduire J.

R
Exercice 2.25. Soit a, = Olt”é dt.

2. Etudier la suite (a,)n2n-
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Chapitre 3

Suites nuneriqgues. Compéments.

3.1 Bolzano-Weierstrass

Nous allons donner une propree fondamentale des enseilals et des suites borres d&®
(resp.C).

Pour xo 2 K= RouC, et % 0, on noteraB; (Xo; % (resp. B(xo; %), la boule fernee
(resp. ouverte) de centrexy et de rayon%dansK = R ou C :

Bt (Xo; % =fy2K; jy Xoi %W:
Dans le caK = R, on aB;(Xo; W =[Xo %;%+ %.

Be nition 3.1.1. Soit E une partie deK = R ouC. On dit quex 2 K = R ou C est un
point d'accumulation deE, si pour tout" > 0, E\ B (x;") est inni.

Remarque. Quitte a changer " en 2', la c nition avec les boules ouvertes est
equivalente. En revanche comme pour la e nition de la limte, " > 0, ne peut &tre
modieen " 0.

Tleoeme 3.1.2. Theoeme de Bolzano-Weierstrass, lere version. Toute @rtie in nie
et borree deR (ou C) admet un point d'accumulation dansR (resp. dansC).

Bemonstration : Soit E une patrtie in nie et borree de R(resp. C). Il existe R > 0 tel

queE [ R;R](resp.E [ R;R] [ R;R]).

On raisonne par dichotomie (resp. en coupant des cares enaire).

{ On construit une suite d'intervalles embo¥s (resp. decares) qui ont tous une
intersection de cardinal in ni avecE. On posely = [ag; Aol avecag = R etAp =R
(resp.Co =[ag;Ag] [ln;Bo] aveclhy = ag = R et Bg= Ap = R). L'ensemblely\ E
(resp.Co\ E) estinni.

{ Supposonsl, =[a,;As] (respCyn = [an;An]  [bh; Bn]) construit tel que E\ 1, (resp.
E\ Cp) soit in ni. On pose a3 = &*Ax (et ) = 2*Ba) On subdivise ainsil , en deux
intervalles (resp.C, en quatre cares)

In =[an;a0][ [a);An]:
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L'un des deux (resp. lI'un des quatre) a forement une inteextion de cardinal in ni
avecE. On choisita,+1 = a, et Ay, = a2 si c'est le premier;a,.; = a et Ay = A,
sinon (faire une raisonnement similaire su€,, coupe en quatre).
On a construit ainsi deux suites &,)n>n Croissante et A,)n.n CBcroissante (resp. et
eventuellement deux autres suiteslg,)non et (Bn)n2n) telles que

2R

8h2N; 0 A, on

2R
B —):
(et 0 By b 3)
Les suites &,)non €t (An)nan (et (bh)n2n €t Bn 2 N) sont adjacentes. On notex =
limnon an (resp.x = lim oy @, + ib,). Pour " > 0, il existeN 2 N tel que R=(2N) "=10.
On a alors

(y21In)) Jx Y] ) (Y2[x "x+7])

N

esp. §2Ca))  IRelx Wi o Im Wi 7 ) (% v M)

On en ceduit que l'intersection

E\[x "x+"] E\ Iy
resp. E\ B:s(x;") E\ Cy

est in nie. n

& nition 3.1.3. Pour une suite(u,)non E€lle ou complexe, on dit que est une valeur
d'adrerence si il existe une sous-suitéu,, )xon Qqui converge vers.

Tleoeme 3.1.4. Bolzano-Weierstrass, deuxeme forme. Toute suite boreedeR ou C
admet une valeur d'adherence.

Bemonstration : C'est une congquence directe de la premere version. llgydeux cas.
{ E = fu,;n2 Ng est ni : Une des valeurs est prise une innie de fois et on pat
extraire une sous-suite constante (donc convergente).
{ E = fu,;n 2 Ng est un ensemble borre in ni : Alors il admet un point d'accunulation
X. Pour k 2 N, il existe nx 2 N tel queju,, Xj zik On a alors limg;  u,, = X.
]

Corollaire 3.1.5.  Sil est un intervalle ferme borre deR (resp.R = I J est un rectangle
ferme borre de C), alors toute suite del (resp. deR) admet une valeur d'adrerence dans
I (resp. R).

Bemonstration : Il sut de passera la limite dans les iregalies larges. n
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3.2 Suites de Cauchy.

DansR les suites adjacentes permettent d'obtenir I'existence dienites sans les conna'tre
a priori. On voit bien que I'on est une peu gére avec les se$ complexes : Si on ne passe
pas par les abscisses et ordonrees, on ne peut pas utilises m&émes raisonnements que
dansR. La notion de suite de Cauchy esout cette di cule.

Be nition 3.2.1. On dit qu'une suite (up)non EEllE OU complexe est de Cauchy si
8"> 0;9N- 2 N;8m;n  N-; jun Uy ":

Remarque.

1. Il s'agit bien d'une propret de la suite. La ¢k nitio n ne fait pas intervenir deement
exerieur comme la limite dans la c nition de la convergence.

2. N.B. La propret d'etre de Cauchy met en jeu tous lesecarts wssibles au dessus
de l'indice N- .

Proposition 3.2.2. Toute suite convergente d® ou C est de Cauchy.

Bemonstration Soit" > 0. Il existe N- 2 N tel que

8n  N-; jup ] é:

Pour tout " > 0, on a trouve N- 2 N tel que

8m;n  N-; jun Uy j Un Tjtjun

Proposition 3.2.3. Toute suite de Cauchy d& ou C est borree.

Emonstration : Il existe N; 2 N tel que
8n  Ni; jun uUn 1 (M= Ny):
On en ceduit
8n 2 N; junj maxfjuoj;jusj;:ii;jun,j;jun,j+1g:
n

Treoeme 3.2.4.  Toute suite de Cauchy d& (resp. deC) converge danR (resp. dans
C).
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Lemme 3.2.5. Si une suite(u,)non E€lle ou complexe est une suite de Cauchy et admet
une valeur d'adrerence alors elles converge vers

(up)n2n de Cauchy

Iimk!]_ Un, = ) nl'li[n tn =

Bemonstration Soit" > 0, il existe N- 2 N tel que

8m;n  N-; jun U, =:

2
De plus il existen,.  N- tel que
Un, é:
On prendm = ny.. On a trouve N- 2 N tel que
8n N+ jun ) Un Un, + Up. "

ce pour tout"> 0. n
Bemonstration (Fin de la preuve du Thkeoeme 3.2.4.) : Si (Un)n2n €St une suite
de Cauchy, elle est borree. Par le Theoeme de Bolzano-Vierstrass elle admet une valeur
d'adrerence. Le lemme peedent nous dit alors qu'elle anverge. [

Remarque.

1. Le Theoeme 3.2.4 se esume en disant qu& (resp. C) est complet. Le terme
< complet> est particulerement bien choisi : Il signi e qu'il n'est pas recessaire de
grossir I'ensemble pour avoir toutes les limites possibl@son in nies) de suites.

2. Q n'est pasycomplet puisque 2 peut s'obtenir comme limite d'une suite de
rationnels et 2 62Q.

3. L'importance de la notion de suite de Cauchy est que commeoyr les suites
adjacentes, cela donne une condition sur la suite toute seypour qu'elle converge
sans connatre a priori la limite.

, , P :
Exemple. On consicere dansC la suiteu, = |, € X. Onapourn m,

jup  Unj e

On obtient pour N- In",
8m;n  N-; jun Upj

La limite LO ek’ kK =lim ,; u, existe dansC. Nous reviendrons sur cet exemple (voir
Lries absolument convergentes.)
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3.3 Comparaison de suites, vitesse de convergence.

& nition 3.3.1. Soit deux suites complexe@i,)nan €t (Vo)nan
{ On dit que la suite (uy)non €St domiree par la suite(Vy)non Si

9A> 0;9N 2 N:8n  N: junj Ajvaj

Notation. u, = O(v,).
{ On dit que la suite (u,)n2n €St regligeable devant la suitév,)n2n Si
8"> 0;9N-;8n  N-;jun] " jVvnj :
Notation. u, = o(v,).
{ On dit que les suites(u,)n2n €t (Vn)n2n SONtequivalentes siu, vy = o(Vy).

Notation. u, Vj.

Exercice 3.1. \krier que e nit bien une relation dequivalence sur I'ensemble de
suites eellesRN.

Ces ck nitions ont une traduction imnediate quand v, 6 0.

Proposition 3.3.2. Avec les notations peedentes, si la suitdv,)n,.n Ne s'annule pas,
on a lesequivalences

{ u, = O(v,) si et seulement si la suite 3—: est borree.
n2N

{ u, = o(v,) si et seulement si la suite 3—: converge vers).
n2N

{ un v, sietseulement si la suite \‘j—: converge versl.
N

n2
N.B. Les operations ne se comportent pas toujours bien pour ceslations. Par exemple,
U, V, n'implique pas en gereral f (u,) f(v,). Il vaut mieux refaire les raisonnements
en revenant aux ce nitions.

& nition 3.3.3. Soit (un)n2n UNE suite convergeant vers dansR ou C. On dit que la
convergence est

{ lente si ju, “j= O(ZX) pour 0.

{ eonetrique si il existe %2 (0;1) tel queju, j= O(9N).

{ rapide si pour tout % >0, ju, "j= O(%).

3.4 Sommes de Riemann, inegration nunerique.

On se donne un intervallel = [a;j avec 1 < a b < 1 et une subdivision

xk=a+k x,k2f0;:::;N 1gavec xz%.
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Ce nition 3.4.1. On appelle somme de Riemann toute somme de la forme

X 1 X 1 aX1?
Sv= e xd = x o f(e)= = TG
k=0 k=0 k=0
avec pour toutk 2 0;:::; N 10, & 2 [Xk; Xk+1] -
X = % est appek le pas de la subdivision, ou pas de discetigati

On a vu au Chapitre peedent les esultats suivant

Proposition 3.4.2. Sif est continue sur[a;d et (Sy)n2n €St une suite de sommes de
Riemann de pas’;2, alors on a
z b
NII!En Sy = ) f(t) dt:
Si de plusf est continment cerivable sur[a;d (f et f ° continues) on a
f(t)dt Sy = O(W):

a

Remarque. Des cas particuliers ineressants sonty = Xy = a+ K X, G = Xgs1 =

-— + + -— —
at(k+1) xetg = 2L = a+(k+1=2) x.

P
Exemple. Consickrons la suite donree paruy =, gip- Ona
b L X1 p aXt 1
NS — — =
N o 1+ksN N 1+Xwm
avecb=1, a=0, f (t) = ;5. On en ceduit
z
: todt
lim uy = ——=1In2
N1 o 1+t

1
etméme uy In2= O(W):

Remarque.
Xk + Xk +1

1. La ethode des trapezes al le choixy, = ~—** peut conduirea une erreur d'ordre
O(g>) - (voir TD).

2. En gereral l'inegration nunerique qui consistea a pprocher une inegrale par une
somme nie conduita des erreurs d'ordreO(Ni). Il s'agit d'une convergence lente.
Neanmoins, plus l'exposant est grand, plus la convergence est rapide. Le travalil
du nunericien consiste a trouver les nmethodes les plus ecaces, c'esta dire qui
amenea une pecision donree avec le moins de calculs psible. Ces questions sont
aborcees dans les cours C03 et FO4.
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3.5 Suites ecurrentes (bis).

3.5.1 Points xes.

On travaille sur un intervalle | de R non eduita un point et on consicere une fonction
f .11 1 etquiestcontinue sud . Nous allonsetudier de facon plus pecise la convergerec
des suites ecurrentes donrees par

Un+1 = F(Up) U2 1:

Commef envoiel dans lui méme, la suite est bien & nie. De plus la contind nous dit
gue les limites possibles danis sont des points xes :

=1()
Methode détude :

1. Tracer sur un méme dessin le graphe= f (x), la diagonaley = x et les premeres
valeurs de la suite comme ci-dessous, pour avoir une icke damportement. La
gure ci-dessous donne un exemple. On peut rencontrer 4 typele gures : des
escaliers convergents ou divergents ou des spirales cogeates ou divergentes.

2. Estimer lecart entre jf (x2) f (x1)j en fonction dejx, X;j par exemple en utilisant
le theoeme ou l'iregalie des accroissements nis.

Nous allons commencer par un esultat qui bien que netanpas le plus gereral met en
oeuvre simplement letape 2.

Proposition 3.5.1. On suppose que la fonctiof : | ! | admet un point xe ". On
suppose de plus que la fonctidn est cerivable sur l'intervalled = I\ [ ;" + ]et
gu'il existe % <1 tel que

8x2J; jfX)j %:

Alors f (J) J et pour toute donree initiale up 2 J la suite ecurrente donree par
un+1 = f(u,) converge geonetriquement vers :

jun ) Bijue
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Bemonstration Pour x 2 J, le theoeme des accroissements nis permet decrire
o0 Ci=if%9iix i Y%x i
en utilisant ~ = f (*) puis le fait que le pointc entre * et x appartienta l'intervalle J. On
en ceduit alors pourx 2 J
o) hix
Ainsif(x) 21 etjf (x) 7} entranef (x) 2 J. L'inclusion f (J) J entraneu, 2 J
pour tout n 2 N ces queup 2 J. La convergence geonetrique vient ensuite de

Juner j=f(Un) ) %un )

Le esulat suivant ne demande que la cerivabilie au poirt .

Proposition 3.5.2. On suppose qué 2 | est un point xe def, " = f(7) et quef est
cerivable au point *. On a les trois cas possibles

1. jf¢)j 2 [0; 1[. Alors il existe un intervallel. autour de”, non eduita °, tel queu,
converge geonetriguement vers s queug 2 |, avecju, j = O(9) pour tout
%2]jf °)j; 1[. En particulier pour f {*) = 0, la convergence vers est rapide.

2. jf9q)j > 1. Alors la suite (u,)n2n CONvVerge vers seulement si elle stationnea .
3. jfq)j = 1. Pas de esultat gereral

Be nition 3.5.3. Dans le cas 1 de la Proposition 3.5.2, on dit que le point xe est
attractif. Dans le cas 2, on dit qu'il est epulsif.

Bemonstration : 1 ) Enrevenanta la ce nition de la cerivee et en utilisant la continuie
de la valeur absolue, on a

im PO T yi<n
x! X
x2I1nfg
En explicitant la c nition de la limite avec " = 2.2 on peut trouver > 0 tel que
82 >+ ]\Infg; f(x)zA it (3.1)
On en ceduit
bor © e dinrg 10|y KT
puis 8 2[ ;T + VI f(x) i %ix i
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avec o
_ i+
= — — <

% 1:
2
Comme dans la preuve de la Propositon 3.5.1, la conditiap 2 I, =[] ;" + ]\ I
entrame alorsu, 2 [T ;  + ]pourtout n2 N et la convergence geonetrique

jun T j U %A
De facon plus pecise pour%2]jf {*)j; 1[, on peut trouver un intervalle o> 0 tel que
Bx2[ o+ 4\ I P ] %x j:
La convergence limi; U, = * entrame qu'il existe No,2 N tel que
8n  No jun %.

On a alors
8n No jun j 9B Neuy, ° C9%;

avecC = uy, ~ =%*.0nadoncju, ‘j= O(%) pour tout %2]jf {)j;1[.

2) Pour jf {")j > 1, on utilisea nouveau (3.1) avec' = ”0(% pourecrire
a2l o+ Ninrg (O L0 gy o T
puis 8 2[ ;+ VI jf(x) ) %jx j;
avec

% = Jifo()zﬁl > 1:

Supposons que la suiteug)non converge. Alors on peut trouveN 2 N tel que
8n  N; jun j

On a alors pourn N :
juner ] %jun Tj

On en ceduit

8n N; jun j B Mjuw Cjjun
L'hypottese de convergence entrame alorsy = °, auquel cas la suite stationne puisque
f(C)=". "

Avec une hypotlese suppkmentaire, on peut encore ra nerla compehension du cas

fq)=0.
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Proposition 3.5.4. On suppose la fonctionf : 1 ! | est cerivable surl, admet un
point xe * 2 | avecf{’) =0 et quef est deux fois cerivable en. Alors, il existe une
constanteC > 0 telle que

82 N; jupa j Cjup j? (3.2)
. N 2n
8n2N; jun M; (3.3)
C
ks queCjug j< 1.
Bemonstration On utilise d'abord le theoeme des accroissements nis parecrire

pour x 2 |
) Ci=ife 0N G fYiix i Y9 FONIx T
avecc compris entre” et x. Commef % est cerivable en”, on a
jm 100 TO1
X! X
x21nfyg

if i :

On en ceduit qu'il existe deux constantesKk 0 et > O telles que

st21\ [ 7+ 1, ffq) f) Kijt Uy
En supposantx 2 I\ [ ;° + ], on peut appliquer cette iregalie avect = c,
f0 ) Kije Ciix ) Kijx jE

On poseC =max ;K . On obtient

8x21\[ >+ 1; Cif(x) i (Cix ")*:
On prend
. 1. 1 . N _
lc= 1\ o te N[ o+ ]

Il sut de \erier par ecurrence u, 2 I, pourtout n2 Ndkes queCjuy j<1.

{ Pour n =0, c'est vrai. Puisquejuy ] é

{ Siuy 2l 0naalorsupsy = f(up) 21 et
Cjupss  j=Cjf(uy) j (Cju, “* 1:

Ainsi Upsq 2 1¢.
| ]

& nition 3.5.5. Quand une suite(un)n2n CONvVergeant vers, \eri e une iregalie du
type (3.2), on dit qu'il y a convergence quadratique vers
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Remarque. Dans la convergence gonetrique le nombre de decimalesistes crot
lirrairement. Dans la convergence quadratique, le nombrée decimales crot exponen-
tiellement. C'est une convergence tes rapide.

Exemple. _On revient sur l'algorithme de Heron. On af (x) = %(x + %) aveca > 0

et x > 0. aestle seul point xe def dansl = R,. On a de plusfq{" a) = 0. La
convergence est quadratique. \éri er la rapidie de la covergencea la machine.

3.5.2 Algorithme de Newton.

L'algorithme de Newton est une nethode ierative pour esoudre' (x) = 0. En suppo-
sant connue une approximationu,, d'une solution Xg, on calcule explicitementu,.; €en
remplecant ' par son application a ne tangente

I (ul’l)+ I O(Un)(Un+]_ Un) =0:

En supposant' Yu,) 6 0, on obtient

' (un)
' Qun)

Up+1 = Up =f(uy); W2R

en posantf (x) = X .

Proposition 3.5.6. On suppose que est 2 fois contin0ment cerivable, quex, esout

'(Xo) = 0 avec' {xo) 6 O et que' admet une cerivee troiseme en Xq. Alors il

existe un intervallel . contenant x, et non eduita Xq tel que la suite(u,)non CONverge
guadratiquement vers s queug 2 ..

Resune : La nethode de Newton est tes e cace si on ne part pas trop I de
<la> solution.
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Remarque. Enetant un peu plus soigneux, on peut se passer de I'hypake de I'existence
de la cerivee troiseme.

Demonstration :  Lafonctionf (x) = x ¢ est cerivable deux fois dans un intervalle
autour de xo car' Yxo) 6 0 et ' %est continue enxy. On a de plus
'Ax0)? " (X0)' %Xo) _ 0
1 2 - "
AXo)

On appligue la Proposition 3.5.2. n

fO(Xo) =1

Remarque. L'algorithme de Newton est une nethode ierative de esdution des
equations qui admet beaucoup de greralisations. C'estune technique classique de
l'analyse nunerique et du calcul scienti que. Elle est aus utilisee en algebre avec des
structures plus exotiques que I'ensemble des Eeels.

Exercice 3.2. Montrer que l'algorithme de Heron n'est rien d'autre que lgorithme de
Newton pour esoudrex? a=0.
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3.6 Exercices.

Exercice 3.3. Soita2 R et , une suite convergente vers (Etudier la suite uy = a,
Un+1 = 1=2(1+ ,)u, +1=2. (montrer d'abord que la suite est borree, puis montrer que
si x 6 1 est valeur d'adlerence,2x 1 I'est aussi, et aboutira une contradiction).

Exercice 3.4. Montrer qu'une suite borree deR ou C qui n'a qu'une valeur d'adkerence
converge.

Exercice 3.5. Montrer que la suite Sizr;” o €St de Cauchy et que la suit  1)" + 1 HoN
ne l'est pas.

Exercice 3.6. On consicere la suite ce nie pour n 2 N par

X1
Up = E:

1. Montrer que 'on auy« Uy 3.

2. En ceduire que la suite(un)n2n Nest pas de Cauchy.
3. Que peut-on dire ddimp; u, ?

Exercice 3.7. Pour une suite eelle ou complexdu,)n2n, indiquer les relations logiques
entre les propositions :

{ (up)n2n converge dan<C.

{ ”mngl Un+1 u, =0.

{ (un)n2n €st une suite de Cauchy.

Exercice 3.8. Montrer que I'ensemble des valeurs d'adherence d'une suikeelle borree
(Un)n2on telle quelimy;;  up+: Uy, =0 est un intervalle. Donner un exemple de suite de
[0; 1] dont I'ensemble des valeurs d'adrerence est tojd 1].

Exercice 3.9. Montrer que toute sous-suite extraite d'une suite de Cauclgt aussi une
suite de Cauchy.

Exercice 3.10. Montrer que si(u,) est une suite de Cauchy, on peut trouver une sous-
suite (un, ) de (u,) telle que :

8p2 N; 89 p;jun, Unj z—lpr

Exercice 3.11. Une suite (x,) est cenie par une relation de ecurrence Xp+; =
asinx, + b as a est un nombre eel de]0; 1] et b un nombre eel quelconque. Montrer
que pour toutp2 N, jXpi1  Xgf  @PjX1  Xoj. En ceduire que la suite(x,) est une suite
de Cauchy.

Combien de termes faut-il calculer pour obtenir une valeupproctee delim x,a 10 ©
pes si on supposea=1=2, b=5, xo=1"7?
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Exercice 3.12. Tleoeme de Picard : On dit qu'une applicationf : K! K, K= R
ou C, est %Lipschitzienne si

8xy2C; jf(y) f()j %x vyj:

{ Montrer que si f est %Lipschitzienne avec% <1, toute suite ecurrente donree par
un+1 = f (u,) est de Cauchy.

{ En ceduire qu'une fonction f qui est%Lipschitzienne ave® <1 admet un unique point
xe dans K.

Exercice 3.13. \krier que la relation u, V, cknit une relation dequivalence sur
RN,

Exercice 3.14. Soitf 2 C?([a;4;R).

R R
1. Montrer que  f(t)dt= ——(F( )+ f( )+ 1 ) x)( x)dx.

2. En ceduire un encadrement de f(t)dtsi8x2[; ]m f%x) M.
3. En ceduire ~ ¥ 1
b
fa 280 T Te) o5 1
. N 2 N

avecxy = a+ k22,

. . ) P
Exercice 3.15. Determiner lim ( —%5).
n! +1 k=0

Exercice 3.16. Calculer :

x 1)K xn 1)K
li (1) o lim (1 :
n'l o 2k+1 n1 _ k
Exercice 3.17. Calculer :
¥ k2 o X ek X n+k Xt 1
lim 1+ — ; lim n : lim ——— lim o
i n2 ni1 -1 k2 ' nn -1 n2+ k2 '’ nn o1 nZz K2
Soit (up)n2n  la suite eelle ke nie par :
X n
8n2N; u, = n2+k2:
k=1
Calculer :
"= lim u,
n!l

et donner unequivalent deu,
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Exercice 3.18. On utilise dans I'espace muni d'un repgere orthonorne les @rdonrees
caresienne (x;y; z) . On consicere la sptereSg de rayonR > 0 et de centreO = (0;0;0).

1. beri er que pour h 2 ( R;R), le cercle SR \ f z= hg a pour rayon %h) =
R2 h2. R

2. Expliquer pourquoi le volume de la sptere doit étreRR %(h)? dh.

3. En ceduire que le volume de la splere e§t§—3.

Exercice 3.19. Soitf : [0;1]! [0;1]. On consicere a 2 [0; 1] et la suite (U, )n2n \eri ant
Upo=aet8n2N; uy,+1 = f(up). Les proprees suivantes sont-elles vraies ou fausses :

1. Sif est croissante, alorqu,) est croissante.

Si (u,) est croissante, alord est croissante.

Si (u,) est croissante ef monotone, alorsf est croissante.
Si (u,) converge vers une limitd, alors | est point xe def.
Sif est cerivable, alors(u,) est borree.

Si le graphe def est au dessus de la droite dequatioty = x, alors (u,) est
croissante.

7. Si (uy) converge vers un point xel def, alors f est continue enl.

R e

3
Un

Exercice 3.20. Etudier la suite ce nie par u,.; =1+ 75 dans les cas suivants :
1. u= A4

2. U= 2.
3. U0:2.
4. up=3.

Exercice 3.21. Pour > 0, on veut esoudre lequatione * = x.

{ \eri er que cette equation admet une unique solutionx dansR.

{ Montrer que pour 2 [0;1], la suite ecurrente donree paru, = e ", up 2 R,
converge vers .

{ \eri er que la suite peedente ne converge versx que si elle est stationnaire quand

> 1.

{ Dans le cas > 1, \erier que la suite donree par v,:; = M vy 2] 1 1] converge

versx .

Exercice 3.22. \eri er que le polyndbme X3+ 3X 7 s'annule une seule fois suR et
gue cette racine eelle appartienta[0; 2].

Ecrire un algorihtme de Newton pour esoudreX 3+3X 7 et donner une approximation
a 10 8 pes de la solution.

Exercice 3.23. Etudier la suite (u,) ¢ nie par

1
Unsg = éun(uﬁ 3u,+4) 8n O

65



66



Chapitre 4

Sries nunerigques.

4.1 [e nitions et premeres proprees.

4.1.1 Series et operations.

Be nition 4.1.1. Soit (ay)n2n UNE §U|te deR ou C. On appelle Sal"-_l,e de terme cereral
a, lasuitedeR R (ouC C);((an; 1= &)),,y- LA quantie S, = =0 A est appeke
somme partielle d'indicen .

: . P : . :
Notation. On note parfpls simplement a, la srie de terme gereral a,. Notation qu'il
ne faut pas confondrea ,_, axa laquelle nous allons donner un autre sens. Une autre

notation utiliee est [a,],, -

Remarque. En fait il sut de connalre les a, pour connatre la rie. Inversement si
on connat les sommes partielles, on peut tout retrouver eaea, = S, S, i1, avec la
conventionS ; = 0. La ¢k nition insiste sur le fait qu'il faut consicerer en méme temps
les termes et les sommes patrtielles.

Ce nition 4.1.2. Orerations sur les sries : On consicere deux ries dedrme cereral

an eth,.

Troncature Ig_a ®rie de terme ereral (any+n; E° ng a)n2on €st appeke wrie deduite
de (a,; -y &)n2n Par troncaturea ng. Pour les sommes partielles cela revienta
annuler les premiers termes d'indice< ng.

Combinaison lireaire  Pour ; 2 R (ou C), la combinaison lireaire de coe cients
et estla srie de terme gereral a, + b, et|de somme p?rtielle :
X X X
(ag+ by)= ae + b
k=0 k=0 k=0
Produit La rie produit est la ®rie de terme gereral
X X X
= kb= oAby = a, b, :
k=0 k=0 ki+ko=n
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4.1.2 Series borrees et convergentes.

Be nition 4.1.3. On dit qu'une <erie est borree si la suite des sommes parties est
borree.

Proposition 4.1.4. La suite des termes d'une srie borree est borree.

Emonstration : Si (Sh)non €St borree @, = S, S, 1)n2n €St borree. n

Remarque. En revanche, la grie n'est pas forement borree quand lauite des termes
est borree. Exemple a, =1, S, =

Be nition 4.1.5. On dit qu'une <erie cony,erge (danR ou C) si la suite ges sommes
partielles converge (dan®k ou C). On note |, & =Ilimy; S, =lim k=0 -
Remarque. On utilise la m&me notation si la limite est1 oul sans dire pour autant

gu'elle converge.

Proposition 4.1.6. Si la ®rie de terme greral a, converge alordim,; a, =0.

Bemonstration : Onecrit simplement

an=S Sy ay a, =0:

Exemple. La eciproque est fausse. L'exemple classique est celuildeerie harmonique
de terme cereral % n2 N . En prenantn =2P, on a

yll_xlzij(l 11 X121)+<1 1 1

k=1 ] =0 k=2Ii j =0 k=2i

Ce nition 4.1.7. Si la ®rie de terme gereral a, converge, on appelle reste au rangle

nombre
X1 A
Rn = A = a Sp:
k=n+1 k=0

Proposition 4.1.8. Si la srie converge la suite des restes a pour limit@.
Exemple. La srie geonretrique de raison%est la ®rie de terme gererala, = %8. Comme
la somme partielle vaut

)4- 1 O/B+l

W (Sn:n+1SI%=1),
0
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la ®rie converge si et seulement $¥% < 1. Si la srie converge &zo %=1=1 9%.

Exemple. Serie ekscopique. Soit (u,)n2n UNe suite numerique. La serie de terme
@reral a, = un+1 u, converge si et seulement si la suite converga,j,.n €t On a

=0 Un+1 =limn; U, Uy, en vertu de :
X
Un+1  Uo = Ug+1 Uk
k=0

4.1.3 Produit in ni.

Pourz2 C , on ¢k nit In z en passant en polaire
Z=%E;%>0; 2] : ], Inz=In%t+i:

Proposition 4.1.9.  Soit (u,)n2n UNe suite deC , telle que la srie de terme gereralln u,
converge, alors le produit

¥ . N
=l Lo
n=0 '
existe.
Bemonstration : Onecrit
W P
Up = gdnun = o h=o Un
n=0 n=0
et on utilise la continuie de la fonction exponentielle. n

Remarque. Pouretudier les produits in nis, on utilise I'exponentielle et le logarithme
pour se ramener aux <ries.

4.2 Series positives.

42.1 QGreralies.

Theoeme 4.2.1. Une <rie de terme gereral a, g\erl e:

{ Soit I@ rie est borree et alors elle converge avec _, a, 2 R .
{Soit . a,=+1.

On a de plus lequivalence

b3

a,=0 , (8n2 N;a,=0):
n=0
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Cemonstration : En fait la suite des sommes partielleS, = [_, a est une suite
croissante. Soit elle est borree et elle converge daRs soit elle tend vers +1 . n

Remarque. En conequence la somme d'une rie positive est toujouds nie dans R, .

Exemple. On a cep W (en TD) un exemple de rie positive avec leciture decimale
des eels positifs :x = 1, 610 ¥.

Proposition 4.2.2.  Principe de comparaison. Pour deux ries positives de tee greral
a, et b, et telle quea, b, liregalie suivante est valable dansR. :

X b3
an by :
n=0 n=0
Bemonstration : Les sommes partielles \eri ent
X X
an by :
n=0 n=0

On apalors trois cas :
{9 Loan =+ 1, alors N , b est minoee par une suite de limite +1 et on a
1 — — 1 .
poh =L = g | |
{Si  ._,b,=+1,liregalie est toujours vraie.
{ Si les deux sries convergent, alors on passea la limiteads les iregalies larges.

Proposition 4.2.3. Le comportement de la somme et de la rie produit de deuxies
de termesa, Oeth, O estdonre par

b3 o hs
(sommg (an + by) = a, + b,
n=0 n:O n:? I
XX b b S
(produit) adn « = a by,
n=0 k=0 n=0 n=0

avec la conventiorD +1 =0 sil'une des deux ries est identiquement nulle.

Bemonstration Pour la somme onecrit au niveau des sommes patrtielles
! !
X X X
(an + bn) = an + by
n=0 n=0 n=0
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et on passea la limite quandN ! 1
Pour le produit onecrit

0 10 1
ERN=2) EN=2) X XX
@ aA @ b A ag, b, = acy «
k=0 k=0 ki+ko N n=0 k=0 | |
X X X '
ax, b, = a, b,
ki N:k2 N k1=0 ko=0

On appligue alors le treoeme des gendarmes si les deuxrigs convergent. Si une des
deux sries est de somme in nie et l'autre non nulle on minerpar le membre de gauche.
Si une des ries est nulle, toutes les sommes partiellestsaulles. n
Les deux propositions suivantes disent que pour une rie@gtive, la somme ne cepend
pas de la facon dont on ordonne et regroupe les calculs.

Proposition 4.2.4. Associativie. Si (ny,)m2n €St une suite croissante d'eng,ers telle que
no =0 et de limite+1 , les ries positives de terme gererah,, Oet , = ﬂ@;lm La,
ont méme somme .

A X a1 o
8 = & InR.; (an 0):
n=0 m=0 n=nm
Emonstration : Il sut decrire pour Nu+1 1 N,
X had X
an m an
n=0 m=0 n=0

et d'utiliser le treoeme des gendarmes, ou simplement wminoration si la somme de
gauchetend vers 4 ,avec !1 (etdoncM!1 ,N!1 ). n

Proposition 4.2.5. Commutativie. Si p est une bijection deN sur N (permutation de
N), alors les ries positives de terme gererab, 0 et a,;,) ont méme somme.
Bemonstration : Si p est une permutation deN, alors pour tout N il existe M (N) et
L(N) tels que

fp(n);0 n Ng f G:::;M(N)g f p(n);0 n L(N)g;
avec limy; M(N)=Ilmy; L(N)=+1 .0On a alors

X MEN) BN )
Ap(n) an Ap(n) -

n=0 n=0 n=0

En consicerant la limite N ! 1, le theoeme des gendarmes, ou une simple minoration
si la somme de gauche tend versl+, entrame legalie des sommes des deux sries. m
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4.2.2 Comparaison inegrale et ®rie.

Le esultat suivant donne un moyen simple detudier des eries positives.

Proposition 4.2.6.  Soit f une fonction continue, positive ou nulle et cecroissanteus
[a;+1 [. Les iregalies suivantes ont lieu dansR.

X Z 1 X
f(a+ k) f(t) dt f(a+ k):
k=1 a k=0
Bemonstration On rappelle qu'une fonction continue admet une primitive. &t F

une primitive de f sur [a;+1 [. La fonction F  F(a) est croissante et admet donc une
limite
YA +1 e YA at+k+1

lim F(t) F(a)= f(t) dt = f(t)dt2 R, [f +1g :
tl a k=0 a+k

Onapourk 2 N
8t2[a+ k;a+ k+ Al;f(a+ k+1) f(t) f(a+Kk):

En inegrant entre a+ k et a+ k + 1, on obtient

z a+ k+1
f(a+ k+1) 1 f()dt f(a+ k)
a+k
et il sut d'utiliser le principe de comparaison des riespositives. [
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4.2.3 Application.

Be nition 4.2.7. On appelle wrie de Riemann une <rie de terme gareraf—, n2N,
avec 2 R.
On appelle srie de Bertrand une rie de terme gereraX—, n 2, avec; 2 R.

n In n

Tleoeme 4.2.8. La <rie de Riemann de termeni, n > 0, converge si et seulement si
> 1

La erie de Bertrand de terme - Iﬁ ~ converge si et seulement si> lou =1 et
> 1.
Bemonstration : Seris de Riemann : Si Oalors En = n ne tend pas vers 0

quandn!l .Donc ', 1=n =+1 .
Pour < 0 la fonctionf (t) = ti est cecroissante et positive sur [1+1 [. Il sut donc
de regarder la limite quandx ! +1 de
z .
fdt_ et oop S8
1t In x si =1:

On voit que f est inegrable sur [1; 1 [ si et seulement si > 1.
Srie de Bertrand :  Pour < 1 onecrit

1 1 nzT
nlnn nzInn’
1
CommelT > 0, on alimn rl‘n_: =+ 1 . On peut trouver une constanteC > 0 telle
que
1 C
ninn n&=
On obtient
A | X c
—=+1 (< 1):
N Inn  _n
De facon similaire, pour > 1, on obtient en utilisant limy; m =0:
R 1 X
—— <+1 (> 1):
N Inn _ n>
Enn dans le cas =1, on remarque que la fonctionf (t) = “nl - est cecroissante pour
t t . Sa primitive vaut
Z, 1 .
dt — m + K Sl 6 1
tin t In(lIn x) + K Si =1:

73



4.3 Serie absolument convergente.

4.3.1 [ nition et convergence.

Be nition 4.3.1. On dit qu'une wrie de terme cereral a,, eelle ou complexe, est
absolument convergente si “
janj< +1:
n=0

Tleoeme 4.3.2. DansR ou C, toute ®rie absolument convergente converge.

P P
emonstration : OnnoteSy = | a, e n= h_jaj.PourN M,ona
- - W w - -
ISy Swmj = an Jan] N M -
n=M+1 n=M +1

Comme la suite ( ),y converge, elle est de Cauchy. Potir> 0, il existe N- 2 N tel que
8N M N-; JSN SMJ N M "

La suite des sommes partiellesS( ), ,, est de Cauchy danRR (resp. C) qui est complet,
elle converge dan® (resp.C). n

Remarque. Pour une srie positive convergence et absolue convergersigni e la méme
chose.

4.3.2 Principes de comparaison.

Proposition 4.3.3. Pourpdeux fries nunerigues de terme @n&*r@laﬂ et b, telles que
a, = O(b,), alors la ®rie  a, est absolument convergente s que b, l'est.

P
Bemonstration Supposons ﬁzojmj < +1 . Commea, = O(h,) alors il existe

C > 0 telle que
8n 2 Njja,j Cjlnj:
P, ... Py . .
Cela entrame - _; jan] n=o Jhj < +1 . n

Corollaire 4.3.4. Si les termes CErerauX sontequivalents, h,, alors la ®rie a,
converge absolument si et seulement si b, converge absolument.

Bemonstration : Lequivalence a, b, implique a, = O(ly,) et b, = O(a,). n

P
Exemple. Toute ®rie a, telle quea, = O ni , > 1 est absolument convergente.
Meéme chose sia, = O(m), avec > 1,ou( =1let > 1) est absolument
convergente.
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Tleoeme 4.3.5.  Criere de d'Alembert. Si lim;; ""J‘a—ljl = L, alors la srie  a, est
absolument convergente ¢i < 1 et ne converge pas slej > 1
Criere de Cauchy. Silimp; janj1=n = L alors la ®rie  a, est absolument convergente

siL< 1etneconverge pas di > 1.

Bemonstration : d'Alembert Notons d'abord que I'hypotrese contienta, 6 O pour
n Ng avec Ny assez grand. Supposons ljm “"J‘;—ﬁ‘ = L < 1, alors on peut trouver
N 2 N tel que

: . L+1. .

8n N;Jan+1] Tjanj :
P P

On obtient ja,j = O(%) avec %= L < 1. Comme ., % < +1, la ®rie  a, est
absolument convergente.
Supposond. > 1, alors il existeN 2 N, N N tel que

L+1
2

Comme le termea, ne tend pas vers 0, la rie ne peut pas converger..
Cauchy Silimy; ja.j"™ = L < 1, alors il existeN 2 N tel que

8n  N; jag] jaaj | anj> O:

o L+1 "
8n N;

Jan) >
et on conclut comme peecdemment.
SiL > 1, on peut trouverN 2 N tel que

. L+1 "
8n N; jauj 1
2

et on conclut comme peedemment. n

4.3.3 Operations sur les ®ries absolument convergentes

Proposition 4.3.6. Dans R ou C, la combinaison lireaire ou la srie produit de deux
ries absolument convergentes est absolument convetge®n a de plus les formules
| |

b3 ' b3
(an+ by)= a, + o
n=0 | n=0 | n=Q
X X
abh « = an o}
n=0 k=0 n=0 n=0
Bemonstration L'absolue convergence vient de la domination

jan+ bnj | jjanj+] jinj
X" X" - - . -

ahn « Jajjbn
k=0 k=0
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et du esultat sur les ries positives (membre de droite)
Les formules s'obtiennent ensuite comme ceci :
{ Pour la combinaison lireaire, on passea la limite dansdgalie
! !
X X
(an+ by)= ap, + o

n=0 n=0 n=0

{ Pour la srie produit on utilise passea la limite dans l'iregalie :
| | |

X T X3 ' X
n=0 n=0 0 n=0 k=0 1 N<ﬁ1+k2 | 0 1
X . . X . .. >€- . .. >4 . .
@ jau, jA jboi + ja,i @ jb,iA
k1= E(N=2) k=0 k1=0 ko= E(N=2)

al le membre de droite tend vers O quandN ' 1 . On a utilie le fait que k; + k, > N
entranek; > N=2 ouk, > N=2.
|
Les esultats suivants permettent de regrouper les calailcomme on veut si la srie
converge absolument.

Proposition 4.3.7. Associativie. Si (nm)m2n €St une suite croissante d'entiers telle
queng =0 et de Iln]j,te +1 et si la wrie de terme gereral a,,, est absolument convergente
alors la ®rie , = 2”‘;1 a, est absolument convergente et de méme somme.
Commutativié. Si p est une bijection deN sur N (permutation de N), alors la rie de
terme cereral a, est absolument convergente si et seulement si la srie derie gereral

ap(n) I'est. Dans l'a rmative les deux sries ont méme somme.

P
Cemonstration Si ., janj < 1, l'associativie et la commutativie des sries
positives donnent alors
!
R X b x
] m) Ja) = Jan) <1
m=0 m=0 n=nm n=0
X . .
Q) = Jaj <1 :
n=0 n=0

Les sries de termes , et a,n) sont absolument convergentes.
On compare les limites maintenant. Pour l'associativie,onecrit

UK 1 Y 1
m = an

m=0 n=0
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et on passea la limite quandM !'1 . Pour la commutativie, la bijectivie de p permet
déecrire pour N 2 N

fp(n);0 n Ng f 0:::;M(N)g f p(n);0 n  L(N)g;
avec limyiy M(N)=Ilmy; L(N)=+ 1 .La majoration

MgN) X I¢N) X MEN) I¢N) X1 X1
an Ap(n) Ap(n) Apn) + an Ap(n) Apmn) + Jan]

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=N+1 n=N+1

al le membre de droite tend vers O quandN !'1 , donne

s s
an = Ap(n) -

n=0 n=0

]
Resune :  On a le droit de faire les m&éme choses avec les sries abswnt convergentes
gu'avec les sries positives.

4.4 Sries semi-convergentes.

441 QGereralies.

Be nition 4.4.1. On dit qu'une srie de R ou C est semi-convergente si elle converge
mais n'est pas absolument convergente.

& nition 4.4.2. On dit qu'une <rie de terme gereral a, 2 R est alterree sia, =
( D)"janj (ouan =( 1)™* janj).

Treoeme 4.4.3. Une wrie alterree de terme ereral a, et telle que la suitejan))nan
soit decroissante et de limite nulle, converge.

Bemonstration : Supposonsa, =( 1)"ja,j pour Xxer les ickes. Legalie
Sn+vz Sy = ansz tans = ( DV (jansa] Joan2l)

et la decroissance dej@,j), . impliquent que la suite Sxn )n 2n €St decroissante tandis que
la suite (Son+1 )y, €St Croissante. Onade plus ligiy  Son+r Son = limpyin agn+1 =0
de telle sorte que les deux suites sont adjacentes. Elles amme limite et toute la suite
(Sn)n2n converge vers cette limite. n

Exemple. La wrie de terme cereral ( 1)"n ! est semi-convergente.
N.B. On n'a pas le droit de regrouper les termes ou de permuter lesrines d'une rie
semi-convergente.
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ExemBIe. On reprend I'egmple ci-dessus avex, = ( I:,1)”n 1. Pourny, =2™, on pose

0 — n 1 1 — n 1 — Nm+ 1 _ 0 1 .
m = kinmlaZket m = kjnmlazm.Ona m= th @& = gt m - Mais
R 1
O: i 2m 1i:}'
m 2m 2
k:2ml
On a
X1 n W w
cy X X
n m m
n=1 m=1 m=1

maistn ne peut pas passera la limite dans le membre de droifEorme Incetermiree

M 0 — M 1 —
avec ., m=t+t1le . =1

Remarque. De la méme facon la rie produit de deux ries semi-coergentes peut ne
pas converger. La seule operation permise est la combinaislireaire.

4.4.2 Regle d'Abel.

La egle d'Abel repose sur une inegration par partie disete qui permet de montrer que
certaines ®ries convergent. Pour une suitdJ()x2n on note Ud)x2n la suite donree par

U1 Uk

U2= U U= 1

Lemme 4.4.4. Soit (Uy)kon et (Vk)kzn deux suites eelles ou complexes. On a la formule

X
U|?Vk = [ Uk +1 Vk U1Vo] Uka0 1
k=1 k=1

Cemonstration : Onecrit
UM+ UV 1= (Ur UV + UM Y 1) = U Ve U 1

P
La somme Ezl UV + UV | est une somme elescopiqueegaltyg . Vik Ui V. n

Theoeme 4.4.5. Regle d'Abel. Si une srie de terme gererala, est borree et si la suite
(bh)n2n est positive, decroissante et de limite nulle, alors la se de terme gereral a)h,
converge.

Cemonstration PourN 2 NetK 2 N, onecrit
NG K X X o
ah = UMk = Uk Ve UiV UV 1
k=N +1 k=1 k=1
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- P N+n 1 _ .
avecU, = |\ &, etV, = by+n. On obtient

- K - K | X
ah = a bvek  anby Uc(bv+k  bysk 1)

k=N +1 k=N k=1
Les hypotleses sur la suitel$,)non et la borne suppoegU,j C donnent

X X
Uc(bvik  buek 1) C (bv+ik 1 byik) Chy:

k=1 k=1

Pour "> 0, il existe N- 2 N tel que

b X
8N;M - N-p ah ahe  Che. ™
k=0 k=0
(Brendre M = N + K avec N N- et K 2 N). La suite des sommes partielles
( E:O ach)n2n est de Cauchy. Donc elle converge dais (ou C). n
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4.5 Exercices.

Exercice 4.1. Constante d'Euler.
1. Pour n 2 N, montrer l'iregalie

In(n+1) In(n) % n—lz:

Indication : Inegrer entre Oetlla cerice det! In(n+1t) In(n) L

n -

2. En ceduire que la srie de terme gereralin(n+1) In(n) % n 2 N , est absolument

convergente.
3. En ceduire qu'il existe 2 R tel que

- X
i3
' n=1 n

In(N) =

Ce nombre est appek constante d'Euler.

Exercice 4.2. Fonction zeta Soits2 C tel queRes > 1.

1. Montrer que la srie de terme gereral X, n 2 N est absolument convergente.

nS Ll
fonction
X
= =
n=1
est la fonction zeta introduite par B. Riemann.

2. En notant p;, le ™ nombre premier. Montrer que le produit

i=1 1 pi S
converge. Indication : on utilisera la minorationp, i et lequivalenceln(1+ u)
quandu! O.
3. \kri er l'identie
1 b3
- = pi ks .
1 p k=0
4. Montrer I'encadrement
X Y 1 ]
il _ il
n=1 ° i=1 1 pi n=1 °
5. En ceduire (s) = Qi1=1 e
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Exercice 4.3. Inegrale impropre et ®rie. Soit f : [a;+1 ! R une fonction
continue. In note
YA at+n+l YA n+1
I = f()dt et A= jf (1)) dt:

at+n n

R
1. Qn supposef 0, montrer que ;1 f (t) dt converge si et seulement si la srie
|, converge.

2. Nlontrer que si la ®rie 1, converge etlim,; A, =0 alors l'inegrale impropre
-1 f(t) dt converge.

3. Donner un exemple de fonction periodique qui montre qua tonditionlim,; A, =
0 est recessaire.

4. Que dire def (t) = ®™*) & nie pour t 1.

Exercice 4.4. Un ivrogne parta un instant donre d'un point donre. A chaque seconde, il
fait un pas dans une direction inconnue (et qui peut changee decon arbitrairea chaque
pas). Comme il se fatigue, ses pas sont de plus en plus couPtsut-on pevoir qu'au bout
d'un certain temps il resteraa moins d'un netre d'une certine position si on admet que
la longueur de som-eme pas est :

1. 1=n netre ?
2. 1=n? metre ?

Exercice 4.5. Soient, pourn> 0, u, = etv, =In u,.

nn* 2
1. Etudier la serie de terme gereral w, a1, pour n 2, Wy =V, Vy 1 €tW; = vy,

2. En dceduire, en utilisant la convergence de la suite desremes partielles dew,, que

la suite u, converge vers > 0.
. . o 227 (n!)? p_
3. Determiner en utilisant la formule de Wallis :lim, 41 BW = . En
ceduire unequivalent den!.
Indication : Exprimer n! (respectivement(2n)!) en fonction deu, (resp. deu,,) et

remplacer-les dans la formule de Wallis.

)4 1 n 1
Exercice 4.6. Soit S = % Donner une valeur approctee dé& en garantissant
n=1

une erreur inkrieure ouegalea 10 3.

Exercice 4.7. Etudier la rie de terme gereral
a2’ m
= _ > O > (0
Un m a a O, b O

Indication : Chercher unequivalent suivant les valeurs db.
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Exercice 4.8. Etudier les sries de terme ereral

L P— . . X X
Up = n!smxsmp—é smp—ﬁavecx> 0:

a
vy = €L )

Exercice 4.9. Etudier les sries de terme ereral

1.
2
U, = co{=—————) aveca> 0
A s(2n2 + an+ 1)
2.
p_
vp,=e "
3. L
w, = (1 p)n
Exercice 4.10. Soit (u,) une suite de eels strictement positifs, on suppose que
. u
lim(—%) =1 et que
n
Un+ 1
"1 —+0(=),m >0 > L
Un n n

R
On posev, = n u,. Etudier —

et montrer que(vy) a une limite nie. Application :
Etudier la srie de terme gerera{ll

P— . 1 1
u, = n!smlslnp—é smp—ﬁ:

Exercice 4.11. Determiner la nature de la srie de terme gereral :
n! P— _
1. —; (cosh Inn) 2; n @@=
nn

p
e

Inn
In(e” 1)’

1 1 =
2. p=In(1+ p=—); Ing = n

n n
Exercice 4.12. Etudier, suivant les valeurs dgp 2 N, la nature de la srie de terme

cereral :
_1+20+ 4+l

u, =
" (n+ p)!
ExercliDce 4.13. Calculer les sommes des sries suivantes, en montrant lexanvergence :
1. " oln+1)3 "

n
2. _
On4+ nzZ+1

n
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X on 1

3. n3 4n
n 3
X
Exercice 4.14. Soit (u,) une suite eelle positive etS,, = up,: Comparer la nature des
=0
P X u P
eries ( uy) et( =2):
Sh
Exercice 4.15. Etudier les sries de terme gereral
1.
Loy
" (Inn)(n¥")
2. 1y
e (D > 0
n +( 1)
3. 1y
W, =In(1+ (n) Yau > 0

Indication : Des calculs de D.L. peuvent etre fructueux ...

Exercice 4.16. Lezblljt de cet exercice est de montrer la convergence de &grale
dx

o 1+ x4sin®x’

Pour cela, on consicere la srie de terme gereral

cereraliee suivante

Z
U = (n+1) dX .
" 1+ x4sinex’
Par un changement de variable, transformeu, en
Z
U = dx
" o 1+(n + Xx)4si?x
Encadrer ensuiteu,, par les termes de la suite,, au
Z
dx
Vn : - 2
o 1+(n )4sinx

Calculer explicitement l'inegrale v, et en deduire unequivalent deu,. Conclure.

. P
Exercice 4.17. Soit u, une suite decroissante a termes positifs. On supposé up)
converge. Montrer que
I,{n (nu,) =0:
n:

Indication : Encadrer ;ﬂ Ux pour n > p. Puis revenir aux ¢k nitions des limites avec
les epsilons.
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Exercice 4.18. Soient | juUn, , Vo deux eriesa termes eels strictement positifs.
On suppose que , ,V, converge, et que

Un+2 Vn+2
Un Vi

8n 2 N;

P
Montrer que ,, ,u, converge.

Exercice 4.19. En justi ant votre eponse, classer les dix sariesp U, Suivantes en 4
cakgories

{ GD : celles telles queau, ne tend pas vers O;

{ ZD : celles qui divergent et telles quém u, = 0;

{ AC : celles qui convergent absolument;

{ SC : celles qui convergent, mais non absolument.

(Attention : pour pouvoir EFpondre, certaines sries derrandq{m deux damonstratiop,s . par
exemple pour montrer que u, est SC, il faut montrer que u, converge et que ju,j
diverge.

)4‘ (1)n 1 X‘ p p_2
= +F; n+1 n; 19—ﬁ n+1 n

n=1 n=1 n=1

X 9 1. X m R

n=1 n=1 n=1

X n 11000 * X . XX 11
s (1 cosﬁ), ) sm(n)sm(ﬁ), ) X3 K
n=1 n=1 n=1 n=0 k=0

1n.
1@ "

Exercice 4.20. 1. On rappelle que la srie harmonique alterree convergd a pour
somme

% ( 1)n: log 2
n=1 n P

P
Montrer la convergence des deux ®ries ., z>7 = €t . zor = et

calculer leur sommea l'aide du rappel ci dessus.

2. Decomposer enekments simples la fraction rationnde ﬁ.
1 1

P :
3. Montrer la convergence de la srie |_; z3 €t calculer sa sommea l'aide de ce
qui peecde.

4. L'inegrale impropre - %

1 4x3 x

converge t-elle ? Si oui, la calculer.
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