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Ce cours porte sur les suites et s�eries r�eelles et complexes et sur les calculs d'int�egrales et
primitives.
Bien que de nombreux ouvrages de premier cycle existent, il nous a sembl�e utile d'�ecrire
ces notes pour plusieurs raisons :
{ Pour que les �etudiants s'a�ranchissent en amphi d'un travail de copie qui les d�etourne

d'une compr�ehension directe des explications donn�ees.
{ Pour rassembler de fa�con synth�etique les connaissancesexig�ees aux examens de ce cours.
{ Pour faciliter le travail durant le semestre en indiquant par exemple aux �etudiants les

exercices �a pr�eparer par leur num�eros, ou encore pour indiquer au charg�es de TD ou de
TP �a quel point le cours en amphi s'est arrêt�e.

{ Compte tenu du morcellement des enseignements de math�ematiques, il est bon que les
�etudiants comme les coll�egues enseignants aient une id�ee pr�ecise des notions abord�ees
dans ce cours ainsi que du point de vue de pr�esentation choisi.

Di��erents renvois �a d'autres cours de math�ematiques de la Licence, telle qu'elle a �et�e mise
en place �a l'Universit�e de Rennes I dans le cadre de la r�eforme LMD, sont indiqu�es dans
ces notes (voir http ://perso.univ-rennes1.fr/bernard.le-stum/Coursdemaths.html pour la
num�erotation des cours).
Ce cours est pr�evu pour fonctionner sur 12 semaines avec 2 heures de cours et 2 heures de
TD par semaine. A cela s'ajoutent 3 s�eances de TP pour travailler sur la Base Raisonn�ee
d'Exercices (http ://tdmath.univ-rennes1.fr). Un certain nombre d'exercices sont issus de
cette base ou de la collection d'exercices rassembl�ee par A. Bodin (http ://math.univ-
lille1.fr/ � bodin/exercice.html).
En�n nous remercions F. Guimier, J. Camus, T. Jecko, L. Moret-Bailly qui au cours de
diverses discussions nous ont aid�e �a bien calibrer ce cours.
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Chapitre 1

Suites r�eelles et complexes.
Convergence.

1.1 L'ensemble des r�eels.

Nous supposons connus les ensembles
{ N des entiers naturels ;
{ Z des entiers relatifs qui muni de l'addition + forme un groupecommutatif ;
{ Q des rationnels qui muni de l'addition + et de la multiplication forme un corps

commutatif.
Ces ensembles sont inclus suivantN � Z � Q et sont munis d'une relation d'ordre total
x � y qui se dit < x inf�erieur ou �egal �a y >.
La repr�esentation intuitive de R se fait sous la forme d'une droite. On parle de la droite
r�eelle. N�eanmoins cette repr�esentation graphique ne permet pas de bien comprendre la
distinction entre R et Q. Ce cours sur les suites permettra entre autres choses d'a�ner
notre perception. Il nous faut d'abord dire pr�ecis�ement ce qu'est l'ensemble des r�eelsR

D�e�nition 1.1.1. (R; + ; � ; � ) est un corps commutatif totalement ordonn�e, contenant
Q, archim�edien et v�eri�ant la propri�et�e de la borne sup�e rieure.

Remarque. Il s'agit l�a d'une d�e�nition dite < axiomatique> qui d�e�nit R en pr�ecisant
les propri�et�es qu'il doit v�eri�er mais sans rien dire sur l'existence d'une tel ensemble. En
fait comme pour Q �a partir de N et Z, il est possible de construireR �a partir de Q et
donc de montrer ainsi son existence. Nous dirons quelques mots de cela plus loin.
Cette d�e�nition de R rassemble beaucoup de propri�et�es. Une explication de texte s'impose.
{ < (R; + ; � ) est un corps commutatif>

{ ( R; +) est un groupe commutatif
{ La loi de composition interne + : R � R ! R est associative :8x; y; z 2

R; (x + y) + z = x + ( y + z) .
{ R admet un �el�ement neutre pour + not�e 0 : 8x 2 R; x + 0 = 0 + x = x .
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{ Tout �el�ement x de R admet un inverse pour + :8x 2 R; 9y 2 R; x + y = y + x = 0 .
Cet inverse est unique. On l'appelle oppos�e et on le note� x. On abr�ege l'�ecriture
x + ( � y) en x � y.

{ Le groupe (R; +) est commutatif : 8x; y 2 R; x + y = y + x .
{ En notant R� = R n f 0g, (R� ; � ) est un groupe, d'�el�ement neutre 1 et pour lequel

l'inverse est not�e x � 1 ou 1
x . Le produit de deux r�eels est not�ex � y ou x:y ou xy .

{ Les lois de composition internes + et� sont compatibles :8x; y; z 2 R; (x + y)z =
xz + yz et x(y + z) = xy + xz .

{ Un corps commutatif est un corps (ppt�es ci-dessus) dont legroupe multiplicatif est
commutatif :xy = yx .

{ < totalement ordonn�e >
{ R est muni d'une relation d'ordre� total

{ antisymm�etrie : 8x; y 2 R, (x � y et y � x)) x = y .
{ r�eexivit�e : 8x 2 R, x � x
{ transitivit�e : 8x; y; z 2 R, (x � y et y � z) ) x � z .
{ totalit�e : On peut toujours comparer deux r�eels : 8x; y 2 R; (x � y) ou (y � x) .

{ Cette relation d'ordre est compatible avec les lois du corps, (+; � ) : 8x; y; z 2 R

(x � y) ) (x + z � y + z);

(z � 0 et x � y) ) (zx � zy) :

(cons�equence (z � 0) et x � y) ) (zy � zx) :)

Avec cette structure, on peut d�e�nir la valeur absolue suivant jxj = max f x; � xg, qui
v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire jx + yj � j xj + jyj .
Exercice 1.1. V�eri�er dans R les relations :

(jaj � b) , (� b � a � b)

jx + yj � j xj + jyj :

{ < contenant Q >

L'application qui �a n 2 Z associe l'�el�ement
n fois

(1 + � � � + 1) d'un corps K pour n � 0 et

�
n fois

(1 + � � � + 1) pour n � 0 d�e�nit un morphisme de groupe. Son noyau est soitpZ avec
p premier soit f 0g. Dans le premier cas on dit queK est de caract�eristiquep. Dans le
deuxi�eme cas on dit qu'il est de caract�eristique 0. Dans cedeuxi�eme cas, le morphisme
est injectif et on identi�e Z avec un sous ensemble deK. Comme K est un corps il
contient aussi les1

q avecq 2 Z � et p
q avecp 2 Z et q 2 Z � . On dit donc �a ce niveau que

R est un corps de caract�eristique nulle.
{ < archim�edien >

Il s'agit de la propri�et�e suivante : Etant donn�ee une �echelle de graduationr > 0, on a

8x 2 R; 9nx 2 Z; nx r � x < (nx + 1) r :

Le nx est unique. Cette propri�et�e permet de d�e�nir la partie enti�ere d'un r�eel x not�ee
E(x) (ou [x]) comme l'entier nx obtenu avecr = 1 .
Il existe des corps contenantQ qui ne sont pas archim�ediens.
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Exercice 1.2. V�eri�er l'unicit�e du nx .

{ < v�eri�ant la propri�et�e de la borne sup�erieure >

{ Borne sup�erieure : On se place dans un ensemble ordonn�e (E; � ), on dit qu'une partie
A � E admet une borne sup�erieureb si l'ensemble de ses majorants admet un plus
petit �el�ement :

8a 2 A; a � b

(8a 2 Aa � M ) ) (b � M ) :

Cette borne sup�erieure est unique si elle existe.
{ Un ensemble ordonn�e (E; � ) v�eri�e la propri�et�e de la borne sup�erieure si toute par tie

non vide major�ee admet une borne sup�erieure. C'est par d�e�nition le cas de R.
{ Soit A � R, on note supA ou supx2 A x sa borne sup�erieure. L'�egalit�e b = sup A est

caract�eris�ee par

(majorant) 8a 2 A; a � b; (1.1)

(plus petit des majorants) 8" > 0; 9a 2 A \ [b� "; b] : (1.2)

Remarque. C'est la propri�et�e de la borne sup�erieure qui fait la distinction entre R
et Q. En e�et Q v�eri�e toutes les autres propri�et�es sauf cette derni�ere : L'ensemble de
rationnels Q\ ] � 1 ;

p
2[ admet

p
2 comme borne sup�erieure dansR mais n'admet pas de

borne sup�erieure dansQ.

1.2 D�e�nition et exemples.

Exemple.

1. Exemples obtenus par observation d'une �evolution. La balle qui rebondit. tn = temps
du ne rebond.

2. Exemples obtenus par mod�elisation : Dans l'exemple de laballe, on suppose que la
balle rebondit avec la vitesseev si elle arrive avec la vitessev sur le sol, avece � 1.
A l'aide des lois de la physique on peut �etudier la suite des vitesses de rebonds
(vn )n2 ? et des instants de rebonds (tn )n2 ?. On peut se poser la question de savoir si
il y a une in�nit�e de rebonds auquel cas l'ensemble des indices estN et si la balle
s'arrête au bout d'un certain temps ou rebondit ind�e�niment lim n!1 tn = T 2 R
ou limn!1 tn = + 1 .

3. Exemple de suite r�ecurrente :un+1 =
p

un .Est-elle d�e�nie ? par quelle formule ?

4. Exemple de suite r�ecurrente double :un+2 = 2un+1 � un .
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5. Suites "logiques" et leurs pi�eges ex : 1, 3, 5, 7 peut se compl�eter "logiquement" en
1, 3, 5, 7 , 9, 11 ou 1,3,5,7,11,13,.. ou ...

D�e�nition 1.2.1. On appelle suite r�eelle toute application deN (ou d'une partie deN)
dansR, N 3 n ! un 2 R. On note (un)n2 N la suite, un est appel�eni�eme terme de la suite
et n l'indice de un .
Plus g�en�eralement pour un ensembleE, les applications deN (ou d'une partie deN) dans
E sont appel�ees suites deE. On parle ainsi de suites complexes quandE = C et de suites
num�eriques quandE = R ou C .

D�e�nition 1.2.2. Si l'ensembleE est muni d'une relation d'ordre � (ex. R) les suites
croissantes (resp. d�ecroissantes, strictement croissantes, strictement d�ecroissantes) sont
les suites v�eri�ant un � um (resp un < u m , un � um , un > u m ) d�es que n � m (resp.
n < m , n � m, n < m ). Une suite est dite monotone si elle est croissante ou si elle est
d�ecroissante.

Exercice 1.3. Montrer qu'il su�t de v�eri�er pour tout n 2 N un � un+1 (resp. un < u n+1 )
pour que la suite soit croissante (resp. strictement croissante).

D�e�nition 1.2.3. On dit qu'une suite(un )n2 N de E est
{ constante si pour tout n 2 N, un = u0 .
{ stationnaire si la suite est constante �a partir d'un certain rang :

9n0 2 N; 8n � n0; un = un0 :

{ p�eriodique s'il existe N 2 N tel que

8n 2 N; un+ N = un :

D�e�nition 1.2.4. Si (un)n2 N est une suite deE (E ensemble) et(nk)k2 N est une suite
strictement croissante deN , la suite (unk )k2 N est appel�ee sous-suite ( ou suite extraite)
de (un)n2 N.

Exemple. Pour une suite (un )n2 N on peut consid�erer par exemple la sous-suite corres-
pondant aux indices pairs (u2p)p2 N. Mais une suite extraite n'est pas toujours donn�ee
par une r�egle aussi explicite. On peut d'ailleurs consid�erer l'ensemble de toutes les suites
extraites d'une suite donn�ee, dont on peut v�eri�er qu'il est non d�enombrable (voir Feuille
d'exercices).

D�e�nition 1.2.5. On dit qu'une suite r�eelle est born�ee (resp. born�ee sup�erieurement,
born�ee inf�erieurement) si il existe A 2 R tel que

8n 2 N; jun j � A (A � 0) :

(resp:) 8n 2 N; un � A :

(resp:) 8n 2 N; un � A :

Exercice 1.4. Pour a > 0 on se donne la suite(un)n2 N d�e�nie par

un+1 =
1
2

(un +
a
un

) ; u0 > 0:

V�eri�er que la suite est bien d�e�nie, monotone �a partir de n = 1 et born�ee.
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1.3 Suite convergente.

D�e�nition 1.3.1. On dit qu'une suite r�eelle (un)n2 N converge vers̀ 2 R si

8" > 0; 9n" 2 N; 8n � n" ; jun � ` j � " :

On dit que la suite(un)n2 N admet ` pour limite (quand n tend vers l'in�ni).

Remarque. Traduction : Un intervalle arbitrairement petit autour de `, [` � "; ` + " ]
contient tous les termes de la suite �a partir d'un certain rang.

Proposition et D�e�nition 1.3.2. Unicit�e : Une suite r�eelle (un)n2 N admet au plus une
limite. On note alors

` = lim
n!1

un

pour dire que` est la limite de la suite (un )n2 N .

D�emonstration : Supposons què1 2 R et `2 2 R sont des limites de la suite (un )n2 N.
Si `1 6= `2, on prend " = j`2 � `1 j

4 . Par d�e�nition de la convergence on peut trouvern1 2 N
et n2 2 N tels que

8n � n1; jun � `1j � " ;

8n � n2; jun � `2j � " :

Pour n" = max f n1; n2g, on obtient grâce �a l'in�egalit�e triangulaire :

4" = j`2 � `1j � j `2 � un " j + jun " � `1j � 2" :

Cela est impossible pour" > 0 .

Proposition 1.3.3. Une suite r�eelle convergente est born�ee.

D�emonstration : Il su�t de prendre " = 1 dans la d�e�nition de la convergence. Pour
n � n1, on a jun j � j un � ` j + j`j � j ` j + 1. On en d�eduit

8n 2 N; jun j � maxfj u0j; : : : ; jun1 j; j` j + 1g :

Remarque. La contrapos�ee de cette proposition dit qu'une suite non born�ee ne converge
pas dansR .

Th�eor�eme 1.3.4. Une suite r�eelle croissante et major�ee (resp. d�ecroissante et minor�ee)
est convergente. On a de plus

lim
n!1

un = sup
n2 N

un ; (un )n2 N croissante:

lim
n!1

un = inf
n2 N

un ; (un )n2 N d�ecroissante:
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N.B. La limite (ou borne sup�erieure) d'une suite croissante n'est pas en g�en�eral le
majorant que l'on a trouv�e au premier abord.

D�emonstration : Soit (un )n2 N une suite croissante major�ee. Commef un ; n 2 Ng est
une partie non vide major�ee deR, elle admet une borne sup�erieureb = supn2 N un . En
utilisant la deuxi�eme condition (1.2), on sait que pour tout " > 0, il existe n" 2 N tel que

b� " � un " � b :

Comme la suite est croissante on a trouv�en" 2 N tel que

8n � n" ; b� " � un " � un � b ;

ou encore
8n � n" ; jun � bj � " ;

ce pour tout " > 0 .

Exercice 1.5. On reprend la suite r�ecurrente un+1 = 1
2

�
un + a

un

�
, u0 > 0, d�e�nie pour

a > 0. Montrer que la suite converge.

Proposition 1.3.5. Si un tend vers` et ` < ` 0, alors, pour n assez grand,un < ` 0.

D�emonstration : En prenant " = `0� `
2 , on obtient

8n � n" ; un � ` + " =
` + `0

2
< ` 0:

Proposition 1.3.6. Si deux suites r�eelles convergentes(un )n2 N et (vn )n2 N v�eri�ent

8n 2 N; un � vn

alors on a
lim

n!1
un � lim

n!1
vn

D�emonstration : Supposons̀ = lim n2 N vn < limn2 Nun = `0. Alors par la proposition
pr�ec�edente on peut trouver n1 2 N tel que

8n � n1; vn <
` + `0

2
:

De même, on peut trouvern2 2 N tel que

8n � n2; un >
` + `0

2
:

Avec n3 = max f n1; n2g, on a alorsun3 > `+ `0

2 > v n3 , ce qui contredit l'hypoth�ese.
N.B. Les limites strictes ne sont pas conserv�ees. Exemple :un = 0 et vn = 1

n+1 .
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1.4 Calculs de limites.

Proposition 1.4.1. Pour une suite r�eelle (un)n2 N et ` 2 R, on a l'�equivalence entre

i) limn!1 un = `,

ii) limn!1 jun � ` j = 0,

iii) il existe une suite(vn )n2 N de limite 0 telle quejun � ` j � vn pour tout n 2 N .

D�emonstration : La d�e�nition de la limite

8" > 0; 9n" 2 N; 8n 2 N; jun � ` j � "

exprime exactement la condition ii), en remarquantjun � ` j = jjun � ` j � 0j.
La condition iii) implique la condition ii) par passage �a lalimite dans les in�egalit�es

8n 2 N; 0 � j un � ` j � vn :

En�n ii) contient la condition iii). Il su�t de prendre vn = jun � ` j .

Th�eor�eme 1.4.2. Soit (un)n2 N et (vn )n2 N deux suites r�eelles convergentes et soit� 2 R.
On a les propri�et�es suivantes

lim
n!1

(un + vn ) =
�

lim
n!1

un

�
+

�
lim

n!1
vn

�
(1.3)

et lim
n!1

(unvn ) =
�

lim
n!1

un

� �
lim

n!1
vn

�
: (1.4)

En�n si vn ne s'annule jamais (ouvn 6= 0 �a partir d'un certain rang) et si limn!1 vn 6= 0
alors on a aussi :

lim
n!1

�
un

vn

�
=

lim
n!1

un

lim
n!1

vn
: (1.5)

D�emonstration : On pose limn!1 un = ` et limn!1 vn = `0.

jun + vn � (` + `0)j � j un � ` j + jvn � `0j :

Soit " > 0, il existe n1 2 N et n2 2 N tels que

8n � n1; jun � ` j �
"
2

et 8n � n2; jvn � `0j �
"
2

:

Avec n3 = max f n1; n2g on obtient

8n � n3; jun + vn � (` + `0)j � " :
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On a montr�e (1.3).
Pour (1.4), on consid�ere d'abord le cas o�uvn = � 6= 0 pour tout n 2 N. Pour " > 0 on
sait trouver n1 2 N tel que

8n � n1; jun � ` j �
"

j� j
:

On en d�eduit
8n � n1; j�u n � ` j � " :

Ainsi on a montr�e
lim

n!1
�u n = � lim

n!1
un (1.6)

(pour � = 0 le r�esultat est vrai aussi).
Les deux suites (un )n2 N et (vn )n2 N sont born�ees

8n 2 N; jun j � M et jvn j � M 0:

On �ecrit

junvn � `` 0j = junvn � `vn + `(vn � `0)j

� j un � ` j j vn j + j`j jvn � `0j � M 0jun � ` j + j`j j vn � `0j :

D'apr�es (1.3) (1.6) le terme de gauche a pour limite 0 quandn ! 1 . On applique alors
la Proposition 1.4.1.
Avec (1.4) le cas du quotient (1.5) se ram�ene �a montrer limn!1 vn = 1

`0 . On remarque
que l'on peut trouver n1 2 N tel que

8n � n2; kvn � `k �
`
2

:

On en d�eduit jvn j � `
2 pour n � n1. Ainsi la suite ( 1

jvn j )n2 N est born�ee

8n 2 n1;

�
�
�
�

1
vn

�
�
�
� � max

�
1

jv0j
; : : : ;

1
jvn1 j

;
2
`

�
= M :

On �ecrit maintenant �
�
�
�

1
vn

�
1
`

�
�
�
� �

j` � vn j
j` j j vn j

�
M
j`j

jvn � ` j

o�u le dernier membre a pour limite 0. On conclut avec la Proposition 1.4.1.

Exercice 1.6. Toujours avec la suite r�ecurrenteun+1 = 1
2(un + a

un
), u0 > 0, d�e�nie pour

a > 0. D�eterminer limn!1 un . Montrer que
p

2 appartient �a RnQ et qu'il est limite d'une
suite de rationnel.

Th�eor�eme 1.4.3. Th�eor�eme des gendarmes. Soit trois suites r�eelles(un )n2 N, (vn )n2 N et
(wn )n2 N telles que

8n 2 N; vn � un � wn

et lim
n!1

vn = lim
n!1

wn = ` :

Alors on a limn!1 un = ` .
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D�emonstration : On �ecrit d'abord

jvn � un j � wn � un
n!1! 0 ;

puis
un = vn + ( vn � un) n!1! ` + 0 = ` :

D�e�nition 1.4.4. On dit que deux suites r�eelles(un)n2 N et (vn )n2 N sont adjacentes si les
trois conditions suivantes sont v�eri��ees :
{ (un)n2 N est croissante ;
{ (vn )n2 N est d�ecroissante ;
{ limn!1 vn � un = 0 .

Th�eor�eme 1.4.5. Th�eor�eme des suites adjacentes. Deux suites adjacentes convergent
dansR et ont même limite.
On a de plus

8m; m0 2 N; um � sup
n2 N

un = lim
n!1

un = lim
n!1

vn = inf
n2 N

vn � vm0

Remarque. Contrairement au th�eor�eme des gendarmes, il n'est pas n�ecessaire de
connâ�tre la limite ici pour dire qu'elle existe.

D�emonstration : La suite (vn � un )n2 N est born�ee en tant que suite convergente. On
a alors

un = vn + ( un � vn ) � v0 + ( un � vn ) � v0 + M :

Ainsi la suite (un)n2 N est croissante et born�ee. Elle admet une limitè = supn2 N un . De
même avec

vn = un + ( vn � un ) � u0 � M ;

on en d�eduit limn!1 vn = `0 = inf n2 N vn . Avec la troisi�eme condition on obtient ` = `0.

1.5 Limites in�nies.

1.5.1 D�e�nitions.

D�e�nition 1.5.1. On dit qu'une suite r�eelle(un)n2 N a pour limite + 1 (resp. �1 )quand
n ! 1 si

8M 2 R+ ; 9nM 2 N; 8n � nM ; un � M :

(resp:) 8M 2 R+ ; 9nM 2 N; 8n � nM ; un � � M :

On note dans ce cas

lim
n!1

un = + 1 ; (resp:) lim
n!1

un = �1 :

13



Autrement dit pour M > 0 arbitrairement grand, tous lesun sont au-dessus deM �a partir
d'un certain rang.

Remarque. Une suite qui tend vers +1 ou �1 n'est pas born�ee.

Exercice 1.7. On note R = R [ f + 1 ; �1g . V�eri�er qu'une suite r�eelle (un)n2 N admet
au plus une limite dansR. Justi�er l'�ecriture limn! N un = ` pour ` 2 R.

Exercice 1.8. Ecrire �a l'aide de quanti�cateurs les d�e�nitions de suites non born�ees, non
born�ees inf�erieurement et non born�ees sup�erieurement. Donner un exemple de suite non
born�ee sup�erieurement qui n'a pas pour limite+ 1 .

Proposition 1.5.2. Soit (un )n2 N une suite croissante (resp. d�ecroissante) deR. Alors la
suite converge vers+ 1 (resp. �1 ) si et seulement si elle n'est pas born�ee.

D�emonstration : Si une suite croissante est born�ee, alors elle converge dans R. Dans
ce cas on n'a pas limn!1 6= + 1 . Si une suite croissante n'est pas born�ee. PourM > ju0j,
il existe nM 2 N tel que junM j � M . CommeunM � u0, et junM j > ju0j, on ne peut avoir
unM � 0. Comme la suite est croissante, on a

8n � nM ; un � unM � M :

N.B. Cela est bien sûr faux si la suite n'est pas monotone. Voir exercice pr�ec�edent.

Proposition 1.5.3. Si un sous-ensembleE de R, non vide, n'est pas major�e, alors il
existe une suite de points deE qui tend vers+ 1 .

D�emonstration : Pour n 2 N, il existe un 2 E tel que un � n.

1.5.2 Calculs de limites (bis).

Proposition 1.5.4. Soient (un )n2 N une suite dont tous les termes sont positifs �a partir
d'un certain rang. Alors on a limn!1 un = 0 si et seulement silimn!1

1
un

= + 1 .

D�emonstration : 1) Supposons limn!1 un = 0. Pour M > 0, il existe nM 2 N tel que

8n � nM ; 0 < u n �
1

M
:

On a trouv�e nM 2 N tel que

8n � nM ;
1
un

� M
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et ce pourM > 0 arbitrairement grand. D'o�u lim n!1
1

un
= + 1 .

2) Si limn!1
1

un
= + 1 , alors pour " > 0 il existe n" 2 N tel que

8n � n" ;
1
un

�
1
"

:

On a trouv�e n" 2 N tel que
8n � n" ; 0 < u n � "

et ce pour" > 0 arbitrairement petit. D'o�u lim n!1 un = 0 .

Proposition 1.5.5. Si deux suites r�eelles(un )n2 N et (vn )n2 N v�eri�ent un � vn pour tout
n 2 N et limn un = + 1 , alors on a limn vn = + 1 .

D�emonstration : Soit M > 0. Puisque limn!1 un = + 1 , il existe nM 2 N tel que

8n � nM ; vn � un � M :

On en d�eduit lim n!1 vn = + 1 .

Th�eor�eme 1.5.6. Les r�egles de calculs des limites se r�esument dans les tableaux suivants.
On consid�ere deux suites r�eelles(un)n2 N, (vn )n2 N telles que

lim
n!1

un = ` 2 R et lim
n!1

vn = `0:

limn!1 un + vn ? ` 2 R ` = + 1 ` = �1

`0 2 R ` + `0 + 1 �1

`0 = + 1 + 1 + 1 FI

`0 = �1 �1 FI �1

limn!1 unvn ? ` 2 R�
+ ` = + 1 ` = 0

`0 2 R�
+ `` 0 + 1 0

`0 = + 1 + 1 + 1 FI

`0 = 0 0 FI 0

L'abbr�eviation FI signi�e < Forme Ind�etermin�ee >. Autrement dit il peut arriver n'importe
quoi si on n'a pas d'information suppl�ementaire sur les suites (un )n2 N et (vn )n2 N .
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D�emonstration : Supposons̀ 2 R et `0 = + 1 . La suite (un)n2 N est born�ee par M0.
Pour M > 0, il existe nM 2 N tel que

8n � nM ; vn � M + M0 :

On a alors pour tout n � nM

un + vn � � j un j + M + M0 � M ;

cela avecM > 0 arbitrairement grand. Donc limn!1 un + vn = + 1 .
Cas ` = + 1 et `0 = �1 . On peut prendreun = n et vn = � n + ( � 1)n , auquel cas la
suite (un + vn = ( � 1)n )n2 N ne converge pas.

Exercice 1.9. R�ediger les d�emonstrations pour toutes les cases du tableau. Dans le cas
des formes ind�etermin�ees, donner deux exemples avec des limites distinctes ou un exemple
sans convergence.

Comment lever les formes ind�etermin�ees ? On peut

1. mettre en �evidence les termes pr�epond�erants. Exemple: n2+1
n� 1

2. majorer ou minorer. Exemple :sin 1
n

n+1

3. si lim un
vn

= 1 (on dit que un et vn sont �equivalents) et si (vn ) est plus "sympathique
" que (un), remplacerun par un

vn
� vn .

4. comparer des ordres de grandeur. Exemples : Suitesan

n , ln n
n .

Exercice 1.10. Traiter tous les exemples ci-dessus.

1.6 Suites complexes.

Suivant le cas g�en�eral de la D�e�nition 1.2.1 une suite complexe est une application
u : N ! C, n 7! un . On la note encore (un)n2 N.

D�e�nition 1.6.1. On dit qu'une suite complexe(un )n2 N converge vers̀ 2 C si la suite
(jun � ` j)n2 N converge vers0.

Proposition 1.6.2. Si (un )n2 N est une suite complexe telle queun = an + ibn , et si
` = a + ib avecan ; bn ; a; b r�eels, on a limn!1 un = ` si et seulement silimn!1 an = a et
limn!1 bn = b.

D�emonstration : Supposons limn!1 un = `. Alors les in�egalit�es

jan � aj � j un � ` j et jbn � bj � j un � ` j
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entrâ�nent limn!1 an = a et limn!1 bn = b.
R�eciproquement supposons limn!1 an = a et limn!1 bn = b alors l'identit�e

jun � ` j2 = jan � aj2 + jbn � bj2

entrâ�ne limn!1 un = ` .
Alors (exercice) limjun j = j`j.
H�elas, �ca ne marche pas toujours bien ; il faut parfois regarder la forme polaire.

Exemple. Suite g�eom�etrique : qn o�u q = rei� .
casjqj < 1 ; limn qn = 0.
si jqj > 1; jun j ! + 1 .
Alors limn jun j = � n = + 1 . Si limn un = `, o�u ` 2 C, commejzn � ` j � jj zn j � j ` jj =
j� n � j ` jj , on obtient une contradiction. On en d�eduit que (un) ne converge pas dansC.

si jqj = 1, q = ei� . Si �ca converge, le module aussi, doncj`j = 1 et ` 6= 0. Comme
lim qn+1 = lim qn , on a q = 1.
Si q = 1, la suite est constante ; sinonq = ei� avec� 2]0; 2� [ et un = ein� ne converge pas.

D�e�nition 1.6.3. On dit qu'une suite complexe(un)n2 N est born�ee si la suite(jun j)n2 N
est born�ee.
On dit qu'elle tend vers1 si la suite (jun j)n2 N tend vers+ 1 .

Remarque. Dans le plan complexe il n'y a pas de distinction�1 .

Notation. On note C = C [ f1g .
Les Propositions 1.3.2 1.3.3 1.4.1 sont encore valables pour les suites complexes. Pour une
suite complexe (un)n2 N qui ne s'annule pas, la Proposition 1.5.4 se traduit en regardant
les suites (jun j)n2 N et (1=jun j)n2 N en

�
lim

n!1
un = 0

�
,

�
lim

n!1

1
un

= 1
�

:

En�n les r�egles de calcul de limites complexes se r�esumentdans les tableaux suivants :

limn!1 un + vn ? ` 2 C ` = 1

`0 2 C ` + `0 1

`0 = 1 1 FI
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limn!1 unvn ? ` 2 C� ` = 1 ` = 0

`0 2 C� `` 0 1 0

`0 = 1 1 1 FI

`0 = 0 0 FI 0

1.7 Limites et fonctions continues.

Dans ce paragrapheI (ou J ) d�esignera un intervalle deR. Dans le cas o�uI est born�e, I
d�esignera le plus petit intervalle ferm�e contenantI . Dans le cas d'une extrêmit�e in�nie,
on exclut cette extrêmit�e de I pour avoir toujours I � R. I est appel�ee adh�erence deI
dansR (voir cours de Topologie D05-E05).

Exemple. [0; 1[ = [0; 1], ] � 1; + 1 [ = [ � 1; + 1 [.

1.7.1 R�esum�e de r�esultats du cours B01.

D�e�nition 1.7.1. (limites) Soit I un intervalle, et f : I ! R une fonction d�e�nie sur I .

1. Si ` 2 I \ R et L 2 R, on a limx! ` f (x) = L si

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 I; (jx � `j � � ) j f (x) � L j < � ):

2. Si ` 2 I , on a limx! ` f (x) = + 1 si

8M > 0; 9� > 0; 8x 2 I; (jx � `j � � ) f (x) > M ) :

3. Si L 2 R, on a limx! + 1 f (x) = L si

8� > 0; 9A > 0; 8x 2 I; (x > A =) f (x) > jf (x) � f (`)j < � ) :

4. On a limx! + 1 f (x) = + 1 si

8M > 0; 9A > 0; 8x 2 I; (x > A ) f (x) > M ):

On a des d�e�nitions analogues pour�1 .

D�e�nition 1.7.2. (continuit�e) La fonction f est continue en un point x0 de I si
limx! x0 f (x) = f (x0) :

8" > 0; 9� > 0; (jx � x0j � � ) ) (jf (x) � f (x0)j � " ) :

Elle est continue surI si elle est continue en tout point deI .
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Retenir

(un ! `)
f continue eǹ

) (f (un) ! f (`))) :

La notion de fonction continue est en particulier facile �a manipuler car elle se comporte
bien avec les di��erentes op�erations.

Proposition 1.7.3. La somme, les combinaisons lin�eaires, le produit de deux fonctions
continues sur I sont continus surI . Le quotient de deux fonctions continues surI dont
le d�enominateur ne s'annule pas surI est continu sur I . Si f : I ! J � R est continue
et si g : J ! R est continue alorsg � f : I ! R est continue.

Exemple. Les polynômes, les fonctions exponentielles, sinus et cosinus sont continues
sur R . Le logarithme est continu surR�

+ . x � = e� ln x est continu surR�
+ pour � 2 R .

Remarque. On d�e�nit de la même fa�con la continuit�e de I ! C, de C dans C et les
propri�et�es restent valables. Par exemplex ! x � = e� ln x est continue deR�

+ dansC pour
� 2 C .

1.7.2 Avec les suites.

Proposition 1.7.4. Soit I un intervalle, f : I ! R une fonction d�e�nie sur I et soit
(un) une suite de r�eels tels quelimn un = `, o�u ` 2 R [ f + 1 ; �1g .

1. Si ` 2 I et si f est continue surI , alors limn f (un) = f (`).

2. Plus g�en�eralement si limx! ` f (x) = L, o�u L 2 R[f + 1 ; �1g , alors limn f (un) = L.

D�emonstration : On regarde le premier cas. Soit" > 0, il existe � > 0 tel que

8x 2 R; (jx � `j � � ) ) (jf (x) � f (`)j � " ) :

Pour un tel � > 0 il existe N 2 N tel que

8n � N; jun � ` j � � :

On a trouv�e N 2 N tel que

8n � N; jf (un) � f (`)j � " ;

ce pour" > 0 arbitrairement petit.

On peut aussi montrer une r�eciproque

Proposition 1.7.5. Soit I un intervalle, ` 2 I et f : I ! R une fonction d�e�nie sur I .
Si pour toute suite (un )n2 N de I telle quelimn un = `, on a limn f (un) = f (`), alors la
fonction f est continue en`.
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D�emonstration : Supposons quef n'est pas continue eǹ 2 I . Nous allons construire
une suite (un)n2 N telle que

lim
n!1

un = ` et lim
n!1

f (un ) = f (`) :

Tout d'abord, on remarque que la non continuit�e def en ` 2 I , n'a de sens que quand
l'intervalle I n'est pas r�eduit �a un point. Cette non continuit�e en ` dit qu'il existe "0 > 0
tel que pour tout � > 0, il existe x � 2 [` � �; ` + � ] \ I tel que

jf (x � ) � f (`)j > " 0 :

Pour � = 1
n+1 , il existe un 2

�
` � 1

n+1 ; ` + 1
n+1

�
\ I telle que

jf (un) � f (`)j > " 0 :

On a trouv�e une suite (un)n2 N de I telle que

lim
n!1

un = ` et 8n 2 N; jf (un) � f (`)j > " 0 :

La suite image (f (un)n2 N ne converge pas versf (`) .

1.7.3 Applications aux suites r�ecurrentes.

Proposition 1.7.6. Soit (un)n2 N une suite r�ecurrente donn�ee parun+1 = f (un) et u0 2 I
avec f : I ! I . La suite est alors bien d�e�nie. Si (un )n2 N converge vers̀ 2 I et f est
continue sur I alors on a` = f (`) .

D�emonstration : L'hypoth�ese f : I ! I assure que la suite est bien d�e�nie. Si
limn!1 un = ` et si f est continue en`, on peut passer �a la limite dans chaque membre
de l'�egalit�e :

un+1 = f (un) :

Exemple. Suite de Heron.̀ = 1
2(` + a

` ) entrâ�ne ` =
p

a .

Exemple. un+1 = 1
u2

n
, u0 > 0 . Limite possible` = 1. Arrive seulement siu0 = 1 .

Exemple. 2un+1 =
p

unu3=2
n� 1 + 1, u0; u1 > 0 . Les limites possibles sont̀ = +1 .

Remarque. Quand on �etudie une suite, consid�erer a priori les limitespossibles est un
bon r�eexe. Attention �a l'argument de continuit�e.

Exercice 1.11. un+1 = u�
n avecu0 > 0 et � 2 R .

Exercice 1.12. f (x) = x=2 + 1=2 si x 2 [0; 1[ et f (1) = 1 =2. Etudier la suite r�ecurrente
un+1 = f (un), un 2 [0; 1].

Exercice 1.13. Suite arithm�etico-g�eom�etrique (bis). On consid�ere la suite r�ecurrence
un = aun + b dans C. D�eterminer les (la) limites possibles. En notant̀ une telle limite,
�etablir la relation de r�ecurrence pour vn = un � ` .
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1.8 Exercices.

Exercice 1.14. V�eri�er dans R ou C, l'in�egalit�e

jjxj � j yjj � j x � yj

que l'on retient comme< la distance entre les distances est plus petite que la distance>.

Exercice 1.15. Le maximum de 2 nombresx; y (c'est-�a-dire le plus grand des 2) est not�e
max(x; y). De même on notera min(x; y) le plus petit des 2 nombresx; y. D�emontrer que :

max(x; y) =
x + y + jx � yj

2
et min(x; y) =

x + y � j x � yj
2

:

Trouver une formule pour max(x; y; z).

Exercice 1.16. D�eterminer la borne sup�erieure et inf�erieure (�eventuellement in�nies)
de : A = f un ; n 2 Ng en posantun = 2 n si n est pair et un = 2 � n sinon.

Exercice 1.17. Montre qu'une suite r�eelle est croissante (resp. strictement croissante)
si et seulement si

8n 2 N; un+1 � un (resp. un+1 > u n ) :

On fera une r�ecurrence surm � n pour comparerum et un avecm � n .

Exercice 1.18. Laquelle de ces propositions est �equivalente �alimn!1 un = ` dansR ou
C :

8" � 0; 9N" 2 N; 8n � N" ; jun � ` j � " ;

8" > 0; 9N" 2 N; 8n � N" ; jun � ` j < " ;

8" � 0; ; 9N" 2 N; 8n � N" ; jun � ` j < " :

Exercice 1.19. Soit A une partie non vide born�ee deR. Montrer que b = sup A si et
seulement si les deux conditions sont v�eri��ees
{ b est un majorant deA ;
{ il existe une suite (an )n2 N de A telle quelimn!1 an = b.
Que vautsup([0; 1[\ Q) ?

Exercice 1.20. Unicit�e de la partie enti�ere. On rappelle queR est un corps
archim�edien. Pour r > 0, on a

8x 2 R; 9nx 2 N; nx r � x < (nx + 1) r :

V�eri�er que pour r > 0 et x 2 R �x�es, l'entier nx est unique. En d�eduire que l'application
partie enti�ere E(x) est bien d�e�nie.

Exercice 1.21. Soit x > 0, donner une expression simple de

1 + x + x2 + � � � + xN (N 2 N) :
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Exercice 1.22. On d�e�nit une suite (un )n2 N par la r�ecurrence suivante :
�

u0 = 0
un+1 = 2un + 1

Exprimer un en fonction den..

Exercice 1.23. Suites arithmetico-g�eom�etriques Il s'agit de g�en�eraliser l'exercice
pr�ec�edent. On consid�ere pour a et b2 R la suite r�ecurrente

un+1 = aun + b; u0 2 R :

Exprimer un en fonction den 2 N. (On distinguera les casa = 0, a = 1 et a 62 f0; 1g.)

Exercice 1.24. On appelle image d'une suite l'ensemble de ses termes. Donner un
exemple de deux suites di��erentes qui ont la même image. Construire une suite dont
l'image estZ. Existe-t-il une suite dont l'image est]0; 1[\ Q ?

Exercice 1.25. 1) Expliquer pourquoiQ est d�enombrable.
2) Soit (un )n2 N une suite strictement croissante deR. Montrer que l'ensemble de ses sous-
suites est non d�enombrable. (On se ram�enera �a l'�etude des applications deN dansN. Se
faire guider pour l'argument diagonal.)

Exercice 1.26. Algorithme de Heron. Pour a > 0 on consid�ere la suite r�ecurrente
donn�ee par

un+1 =
1
2

(un +
a
un

); u0 > 0:

1) Montrer que la suite est d�e�nie pour tout n 2 N et que l'on au2
n � a pour n � 1.

2) V�eri�er qu'elle est monotone �a partir de n = 1 et born�ee.

2) En d�eduire que la suite converge vers une limitèa 2 R, telle que`a > 0.

3) Montrer que l'on a `a =
p

a.

Exercice 1.27. 1) Montrer que
p

2 2 R n Q.

2) En utilisant r = 1
q dans le caract�ere archim�edien deR, avec q arbitrairement grand,

montrer que tout r�eel peut s'�ecrire comme limite d'une suite de rationnels. On dit
queQ est dense dansR.

3) En utilisant l'irrationalit�e de
p

2, montrer queR n Q est dense dansR .

Exercice 1.28. �Etudier la convergence des suites suivantes :

un =
n2 � n + 1
n3 + 2n + 1

; vn =
n3 + sin(cos(n))
n3 + cos(sin(n))

wn =
p

n � n + 1
1 + 3n

xn =
p

n + 1 �
p

n
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Exercice 1.29. �Etudier la suite (un) d�e�nie par :

un =

(
0 si n est premier

67 + 1=n sinon :

Si cette suite converge, montrer que sa limite est inf�erieure �a 72. �Etudier la convergence
de cette suite.

Exercice 1.30. 1. Montrer qu'une suite (un)n2 N converge si et seulement si les sous-
suites (u2p)p2 N et (u2p+1 )p2 N convergent et ont même limite.

2. Montrer qu'une suite (un)n2 N converge si et seulement si les sous-suites(u2p)p2 N,
(u2p+1 )p2 N et (u3p)p2 N convergent.

On notera que dans le deuxi�eme cas aucune allusion n'est faite �a l'�egalit�e des limites.

Exercice 1.31. �Etudier la convergence des suites :

p
n2 + n + 1 �

p
n

n sin(n)
n2 + 1

1
n

+ ( � 1)n n
2n+1X

k=1

1
n2 + k

1
n

n� 1X

k=0

cos(
1

p
n + k

) :

Exercice 1.32. Etudier la convergence de la suiteun = ( � 1)n n + 1
n

.

Exercice 1.33. Soit q un entier au moins �egal �a 2. Pour tout n 2 N, on pose

un = cos
2n�

q
.

1. montrer queun+ q = un ; 8n 2 N.

2. Calculer unq et unq+1 . En d�eduire que la suiteun n'a pas de limite.

Exercice 1.34. D�eterminer les limites lorsquen tend vers l'in�ni des suites ci-dessous ;
pour chacune, essayer de pr�eciser en quelques mots la m�ethode employ�ee.

1. 1 ; �
1
2

;
1
3

; : : : ;
(� 1)n� 1

n
; : : :

2. 2=1; 4=3; 6=5; : : : ; 2n=(2n � 1) ; : : :

3. 0;23 ; 0;233 ; : : : ; 0;233� � � 3 ; : : :

4.
1
n2

+
2
n2

+ � � � +
n � 1

n2

5.
(n + 1)( n + 2)( n + 3)

n3

6.
�

1 + 3 + 5 + � � � + (2 n � 1)
n + 1

�
2n + 1

2

�

7.
n + ( � 1)n

n � (� 1)n

8.
2n+1 + 3 n+1

2n + 3 n
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9.
�
1=2 + 1=4 + 1=8 + � � � + 1=2n

�
puis

p
2 ;

q
2
p

2 ;

r

2
q

2
p

2 ; : : :

10.
�

1 �
1
3

+
1
9

�
1
27

+ � � � +
(� 1)n

3n

�

11.
� p

n + 1 �
p

n
�

12.
n sin(n!)
n2 + 1

13. D�emontrer la formule 1 + 22 + 3 2 + � � � + n2 = 1
6n(n + 1)(2 n + 1) ; en d�eduire

limn!1
1+2 2+3 2+ ���+ n2

n3 .

Exercice 1.35. Moyenne de Cesaro : Soit (xn )n2 N une suite de r�eels telle que
limn!1 xn = ` 2 R.

1. Montrer que la suite donn�ee paryn = x1+ ���+ xn
n converge vers̀ .

2. Donner un exemple pour lequel la suite(yn)n2 N converge mais pas la suite(xn )n2 N .

3. Plus g�en�eralement si (cn )n2 N est une suite de r�eels strictement positifs telle queP 1
n=1 cn = + 1 , montrer que la suite donn�ee parzn = c1x1+ ���+ cn xn

c1+ ���+ cn
converge vers̀ .

Exercice 1.36. �Etudier la suite un = an � bn

an + bn , a et b �etant donn�es dans R�
+ .

Exercice 1.37. Construire une suiteun = vnwn (resp. vn + wn) convergente et telle que
l'une au moins des suites(vn ) et (wn) diverge.

Exercice 1.38. Encadrer la suite (un) d�e�nie par un =
P n

k=1
1

n2+ k2 . Que peut-on en
d�eduire ?

Exercice 1.39. 1. Que peut-on dire d'une suite qui v�eri�e limn!1 nun = 0 ?

2. Que peut-on dire d'une suite qui v�eri�e limn!1 nun = 1 ?

3. Que peut-on dire d'une suite qui v�eri�e limn!1 nun = + 1 ?

Exercice 1.40. Quelles sont les limites possibles des suites suivantes dans C :

un+1 =
un � 2
un + 4

; vn+1 =
vn + 2
vn + 1

; wn+1 =
� 1

wn + 1
:

On supposera ces suites bien d�e�nies.

Exercice 1.41. Suites homographiques . On se place dansC = C [ f1g . On se
donne quatre nombres complexesa; b; c; d2 C tels quead� bc6= 0 et c 6= 0. On consid�ere
la suite deC d�e�nie par

un+1 =

8
<

:

aun + b
cun + d si un 2 C n

�
� d

c

	
;

1 si un = � d
c ;

a
c si un = 1 :

24



1. Montrer qu'il existe un ensemble d�enombrableE, tel que u0 62E entrâ�ne un 2 C
(i.e. un 6= 1 ) pour tout n 2 N .

2. Montrer qu'avec l'hypoth�esec 6= 0, on ne peut avoirlimn!1 un = 1 .

3. Quelles sont les limites possibles de la suite(un )n2 N dansC ?

4. On se place dans un cas o�u il y a deux limites possibles,`1 et `2 6= `1. Traduire
cette condition en une condition sur(a; d; b; c) . V�eri�er que la suite vn = un � `1

un � `2
est

g�eom�etrique.

5. Dans le cas o�u `1 = `2, montrer que l'on peut trouver � 2 C tel que la suite�
1

un � �

�

n2 N
soit arithm�etico-g�eom�etrique.

6. Reprendre les exemples de l'exercice ci-dessus et conclure au sujet de la convergence.

Exercice 1.42. Suites de Fibonacci On consid�ere les suites r�eelles donn�ees par

un+2 = un+1 + un ; u0; u1 2 R :

1. Montrer qu'il existe deux nombres� � tels qu'en prenantu0 2 R et u1 = � � u0, la
suite (un)n2 N est g�eom�etrique. V�eri�er que l'un de ces nombres est le nombre d'or

� + =
1 +

p
5

2

et que l'autre est n�egatif.

2. V�eri�er que le syst�eme �
� + � = u0

�� + + �� � = u1 :

admet une unique solution.

3. V�eri�er par r�ecurrence que la solution du syst�eme ci-dessus permet d'�ecrire

un = �� n
+ + �� n

� :

4. Conclure sur la convergence de la suite en fonction des donn�ees u0 et u1 .

5. En consid�erant un rectangle de côt�eun et un+1 et un carr�e côt�e un+1 , expliquer la
fascination des artistes et architectes pour le nombre d'ordepuis l'antiquit�e.

Exercice 1.43. Double r�ecurrence lin�eaire : On consid�ere une suite donn�ee par

un+2 = aun+1 + bun ; u0; u1 2 C

aveca; b2 C� .

1. Montrer qu'il existe au plus deux complexes� 1; � 2 2 C tels qu'en prenantu0 2 C et
u1 = � 1;2u0 la suite (un)n2 N est g�eom�etrique.
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2. En supposant� 1 6= � 2, donner une expression deun en fonction den 2 N, � 1, � 2

et de la solution(�; � ) 2 C du syst�eme
�

� + � = u0

�� 1 + �� 2 = u1 ;

dont on v�eri�era l'unicit�e.

3. Dans le cas o�u � 2 = � 1, v�eri�er que les suites (� n
1 )n2 N et (n� n

1 )n2 N v�eri�ent la
relation de r�ecurrence. Exprimer toute suite v�eri�ant cette relation de r�ecurrence
en fonction de ces deux suites.

Exercice 1.44. On consid�ere les deux suites(un)n2 N et (vn )n2 N donn�ees par

un+1 =
1
2

(un + vn ) vn+1 =
p

unvn

avecu0; v0 > 0. Montrer que les deux suites sont d�e�nies, monotones �a partir de n � 1
et adjacentes. En d�eduire qu'elles convergent vers une même limite.

Exercice 1.45. On donne la suite(un) d�e�nie par :

u1 =
p

2 et un =
p

2 � un� 1:

1. V�eri�er que l'on a pour tout n 2 N� , 0 � un �
p

2.

2. Si la suite converge, quelle peut être sa limite.

3. V�eri�er la relation

un+2 � un = �
un+1 � un� 1p

2 � un+1 +
p

2 � un� 1
:

4. En d�eduire que les deux suites(u2p)p2 N� et (u2p+1 )p2 N sont adjacentes . Conclure sur
la convergence de la suite(un)n2 N .

5. Repr�esenter le graphe de la fonctionf (x) =
p

2 � x et la diagonaley = x pour
x 2 [0; 2], ainsi que les premi�ere valeursu1; u2; : : : ; u6 .

Exercice 1.46. �Etudier les suites :

1. u0 = 0 et un+1 =
p

un + 2.

2. u0 2 R et un+1 = un � u2
n .

Exercice 1.47. Soit a 2 R. On consid�ere la suite(un) d�e�nie par u0 = a et un+1 = eun � 2
pour n � 0.

1. �Etudier cette suite sia = 0.

2. �Etudier cette suite sia = � 10.

3. �Etudier cette suite sia = 3.
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4. G�en�eraliser en discutant selon la valeur dea. Indication : Tracer le graphe de la
fonction f (x) = ex � 2 et la diagonaley = x .

Exercice 1.48. Posonsu2 = 1 � 1
22 et pour tout entier n � 3,

un = (1 �
1
22

)(1 �
1
32

) � � � (1 �
1
n2

):

Calculer un . En d�eduire que l'on a lim un =
1
2

.

Exercice 1.49. Sur une plan�ete lointaine, vous pouvez placer de l'argent �a un taux
d'int�erêt de 100% par an. Donc si vous placez1 euro, vous repartez avec2 euros au
bout d'un an. En plus, vous pouvez retirer votre argent �a tout moment, avec les int�erêts
correspondants, puis le placer �a nouveau. Par exemple, si vous placez1 euro pendant une
demi-ann�ee, vous obtenez1:5 euros, que vous placez une autre demi-ann�ee pour obtenir
�nalement 2:25 euros. �A partir d'un euro, quelle somme pouvez-vous obtenir en un an?
(Indication on utilisera l'encadrement u � u2=2 � ln(1 + u) � u valable pouru > 0.)

Exercice 1.50. On consid�ere les deux suites :

un = 1 +
1
1!

+ ::: +
1
n!

; n 2 N;

vn = un +
1
n!

; n 2 N:

Montrer que (un)n et (vn )n convergent vers une même limite. Et montrer que cette limite
est un �el�ement de RnQ.

Exercice 1.51. Soit (un)n2 N une suite r�eelle dont tous les termes sont non nuls et telle
que :

lim
n!1

�
�
�
�
un+1

un

�
�
�
� = 0:

Montrer que lim
n!1

un = 0:

Exercice 1.52. �Etudier la suite d�e�nie par r�ecurrence :

u0 = a > 0; un+1 =
p

1 + un :

Exercice 1.53. Soit x un r�eel.

1. D�eterminer la limite de un =
E(x) + E(2x) + : : : + E(nx)

n2
.

2. Retrouver la densit deQ dansR.

Exercice 1.54. Soit � : N ! N bijective, telle que lim
n!1

� (n)
n = `: Calculer `.

Exercice 1.55. Soit � : N ! N injective ; montrer que lim
n!1

� (n) = + 1 :
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1.9 Probl�eme : Ecriture d�ecimale des r�eels.

L'objectif de ce probl�eme est de montrer que l'on d�ecrit bien l'ensemble de tous les r�eels
�a l'aide de l'�ecriture d�ecimale.
1) Rappeler la d�e�nition axiomatique de l'ensemble des r�eelR .
2) Rappeler la d�e�nition de la partie enti�ere d'un r�eel x, not�ee E(x) .
3) Calculer

P N
k=1 9 � 10� k et sa limite quandN ! 1 . En d�eduire qu'il n'y a pas unicit�e

de l'�ecriture d�ecimale si on ne prend pas certaines pr�ecautions.

Dans une des d�e�nitions qui suit on exclut les �ecritures d�ecimales qui se terminent par
une suite de 9.
On consid�ere les ensembles de suites d'entiers

E =
�

(ck)k2 N 2 NN; c0 2 N; ck 2 f 0; 1; : : : ; 9g pour k � 1
	

E0 = f (ck)k2 N 2 E; 8N 2 N; 9k � N; ck 6= 9g :

4) Pour une suiteC = ( ck)k2 N de E, on consid�ere les suites (un)n2 N et (vn )n2 N donn�ees
par

un =
nX

k=0

ck10� k et vn =
nX

k=0

ck10� k + 10� n :

Montrer que les deux suites (un )n2 N et (vn )n2 N sont adjacentes. En d�eduire que l'on d�e�nit
une applicationF : E ! R+ en posantF (C) = lim n!1

P n
k=0 ck10� k .

5) Surjectivit�e de F

a) A un r�eel x 2 R+ on associe la suite de rationnels (en fait nombres d�ecimaux) donn�ee
par xk = 10� kE(10kx) puis on posec0 = x0 et ck = 10k(xk � xk� 1) . V�eri�er que
la suite C = ( ck)k2 N appartient �a E et que la suite (xk)k2 N n'est rien d'autre que la
suite (uk)k2 N de la question 4). En d�eduire que l'on ax = F (C) .

b) V�eri�er par l'absurde que la suite C d�e�nie au a) qui v�eri�e x = F (C) est
n�ecessairement dansE0 .

c) Conclure sur la surjectivit�e de F : E0 ! R+

6) Injectivit�e de F

a) Montrer que pour C 2 E0, on a E(10n0F (C)) =
P n0

k=0 ck10n0 � k .

b) En d�eduire que pour deux �el�ements distincts C1 et C2 de E0, on a F (C1) 6= F (C2)
(On prendra pour n0 le plus petit entier tel quec2

n0
6= c1

n0
.)

b) En d�eduire que l'application F : E0 ! R+ est bijective.

c) A-t-on l'injectivit�e sur E ?

7) Retrouver la densit�e deQ dansR .
8) Ecriture d�ecimale des rationnels.

a) Montrer que si la suiteC = ( ck)k2 N est p�eriodique �a partir d'un certain rang alors
F (C) est rationnel.
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b) V�eri�er que pour un entier q 2 N� on peut trouver deux entiers distinctsk1 6= k2 tel
que 10k1 = 10k2 mod (q) .

c) En d�eduire que si x = p=q 2 Q+ alors la suite C 2 E0, telle que F (C) = p=q, est
p�eriodique.

9) Non d�enombrabilit�e de R :

a) Par un argument diagonal montrer quef 0; : : : ; 9gN = ( Z=10Z)N est non d�enombrable
(Consid�erer ' (n) = f n (n) + 1 mod (10)).

b) V�eri�er que E n E0 est d�enombrable.

c) En d�eduire que R est non d�enombrable.

10) Bijection avec P(N) .

a) Adapter la d�e�nition de E et de E0 �a l'�ecriture en base 2. En d�eduire que l'intervale
]0; 1[ est en bijection bijection avecP(N) n f; ; Ng, o�u P(N)l'ensemble des parties de
N .

b) Rappeler pourquoiP(N) est en bijection avecP(N) n f; ; Ng.

c) V�eri�er que x ! 2x� 1
x(x� 1) d�e�nit une bijection de ]0 ; 1[ sur R . En d�eduire que R est en

bijection avecP(N) .

11) Question subsidiaire : Y a-t-il des ensembles de cardinal strictement compris entre
celui deN et celui deR ?
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Chapitre 2

Calcul de primitive.

On travaille sur un intervalle I = [ a; b] ou I =] a; b[ de R avec �1 � a < b � 1 en
g�en�eral. Les situations particuli�eres seront pr�ecis�ees.

2.1 D�eriv�ees.

Nous faisons un rapide r�esum�e du cours B01. Les r�esultatspeuvent être admis pour ceux
qui n'ont pas suivi ce cours.

2.1.1 D�e�nition et r�esultats importants.

D�e�nition 2.1.1. On dit qu'une fonction f d�e�nie sur I est d�erivable enx 2 I si la
limite

lim
x0 2 I n f xg

x0 ! x

f (x0) � f (x)
x0 � x

= lim
x + h 2 I n f xg

h ! 0

f (x + h) � f (x)
h

existe. On la note alorsf 0(x) ou df
dx (x). On dit que f est d�erivable sur tout I si elle est

d�erivable en tout point deI .

Interpr�etation graphique : La d�eriv�ee comme limite d'un taux d'accroissement s'interpr�ete
comme la pente de la (droite) tangente au graphe, ou encore comme un taux d'accroisse-
ment instantan�e.

Proposition 2.1.2. Une combinaison lin�eaire, le produit, le quotient quand ilest d�e�ni
et la compos�ee de deux fonctions d�erivables sont d�erivables. On a de plus les formules

(�U + �V )0 = �U 0+ �V 0 (2.1)

(UV)0 = U0V + UV0 (2.2)
�

U
V

� 0

=
U0V � UV0

V 2
(2.3)

(g � f )0(x) = g0[f (x)] f 0(x); : (2.4)
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Et pour l'application r�eciproque (quand elle est d�e�nie) on a

�
f � 1

� 0
(y) =

1
f 0(f � 1(y))

si f est d�erivable enx = f � 1(y) de d�eriv�ee non nulle.

Remarque. Les formules (2.1) et (2.3) sont encore valables pourU; V : R � I ! C et
(2.4) est encore valable pourf : R � I ! I 0 � R et g : I 0 ! C .

Proposition 2.1.3. Th�eor�eme des accroissements �nis. Si f est continue sur [a; b],
�1 < a < b < + 1 , et d�erivable sur ]a; b[, alors il existec 2]a; b[ tel que

f (b) � f (a) = ( b� a)f 0(c) :

On d�eduit alors
jf (b) � f (a)j � j f 0(c)j jb� aj :

Cette in�egalit�e est en particulier int�eressante pour les fonctions continûment d�erivables (f
et f 0 continues sur [a; b]). Combin�e avec le fait qu'une fonction continue sur un intervalle
ferm�e born�e est born�ee et atteint ses bornes (voir cours B01 et C01), cela donne.

Corollaire 2.1.4. In�egalit�e des accroissements �nis. Pour une fonction continûment
d�erivable sur un intervalle [a; b], �1 < a < b < + 1 , on a

8x; y 2 [a; b]; jf (y) � f (x)j � M1 jb� aj

avecM1 = max t2 [a;b] jf 0(t)j .

Corollaire 2.1.5. Si f est une fonction d�erivable dans un intervalleI , on a l'�equivalence

(f = Cte) , (f 0 � 0) :

On rappelle en�n que la d�eriv�ee est utile pour rechercher les extrêma locaux d'une fonction.

Proposition 2.1.6. Les extrêma locaux d'une fonction d�erivable se trouvant �a l'int�erieur
d'un intervalle (i.e. en on exclut les extrêmit�es deI ) v�eri�ent f 0(xext ) = 0 .

N.B. La r�eciproque est fausse. Exemple :f (x) = x3 sur R .
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2.1.2 Quelques d�eriv�ees classiques.

I f (t) f 0(t)
R tn ntn� 1

]0; + 1 [ t � ; � 2 R; � 6= 0 �t � � 1

] � 1 ; 0[ ou ]0; + 1 [ ln jtj 1
t

R exp(�t ); � 2 R ou C � exp(�t )
R cost � sint
R sint cost

] � �
2 ; �

2 [ tan t 1
cos2 t = 1 + tan 2 t

R cosht sinht
R sinht cosht

2.2 Primitive

2.2.1 D�e�nition et premi�eres propri�et�es.

D�e�nition 2.2.1. Soit f : I ! R une fonction d�e�nie sur l'intervalle I . On dit que F
est une primitive def si F est d�erivable surI avec

F 0 � f :

Proposition 2.2.2. Soit F et G deux primitives def d�e�nies sur un intervalle I . Alors
il existe une constanteK 2 R telle que

8x 2 I; G (x) = F (x) + K :

D�emonstration : Sur I on a l'identit�e ( F � G)0 = 0. Comme I est un intervalle, il
existe une constanteK 2 R telle que

8x 2 I; G (x) = F (x) + K :

Remarque.

1. Autrement dit, sur un intervalle, une primitive est unique �a une constante pr�es. On
dit parfois < la > primitive de f sans perdre de vue qu'il y a une d�etermination �a
une constante pr�es.< une> primitive est plus correct.

2. Attention la fonction

f (x) =

8
<

:

1
x + 2 si x > 0

1
x si x < 0

est une primitive de� 1
x2 qui ne di��ere pas de 1

x par une constante.R� n'est pas un
intervalle.
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Corollaire 2.2.3. Pour une fonction f : I ! R et pour � 2 R et x0 2 I �x�es, il existe
au plus une primitiveF telle que

F (x0) = � :

Notation. Primitive de f telle queF (x0) = 0

F (x) =
Z x

x0

f (t) dt :

Primitive de f �a une constante pr�es

F (x) =
Z x

f (t) dt (+ K ) ou F =
Z

f (t) dt (+ K ) :

Proposition et D�e�nition 2.2.4. Si f admet une primitive sur l'intervalle [a; b], avec
a; b2 R, la quantit�e F (b) � F (a) ne d�epend pas du choix de la primitiveF , on l'appelle
int�egrale de f sur [a; b] et on la note

Z b

a
f (t) dt = F (b) � F (a) :

D�emonstration : Il su�t de voir que la quantit�e F (b) � F (a) ne d�epend pas du choix
de la primitive F (i.e. de la constante) .

Proposition 2.2.5. Si f admet une primitive sur I et a; b; c sont trois points de I ,
l'int�egrale de f v�eri�e la relation de Chasles

Z c

a
f (t) dt =

Z b

a
f (t) dt +

Z c

b
f (t) dt :

D�emonstration : Il su�t d'�ecrire F (c) � F (a) = F (c) � F (b) + F (b) � F (a) .

Remarque. En particulier
Ra

b f (t) dt = �
Rb

a f (t) dt .

Proposition 2.2.6. Si f admet une primitive sur[a; b], a; b2 R, il existe c 2]a; b[ tel que
Z b

a
f (t) dt = f (c)(b� a) :

D�emonstration : C'est le th�eor�eme des accroissements �nis appliqu�e �aF .

Corollaire 2.2.7. Pour �1 < a � b < + 1 , f et g deux fonctions admettant une
primitive sur [a; b] et telle quef � g, on a

Z b

a
f (t) dt �

Z b

a
g(t) dt :
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2.2.2 Interpr�etation graphique.

Pla�cons nous dans le cas d'un intervalleI = [ a; b] avec�1 < a � b < + 1 . On subdivise
l'intervalle I en N intervalles suivant xk = a+ k

N (b� a), 0 � k � N . A l'aide du th�eor�eme
des accroissement �nis, on �ecrit

Z b

a
f (t) dt = F (b)� F (a) =

N � 1X

k=0

F (xk+1 )� F (xk ) =
N � 1X

k=0

F 0(ck)(xk+1 � xk ) =
N � 1X

k=0

f (ck)(xk+1 � xk ) ;

avec pour tout k 2 f 0; : : : ; n � 1g, ck 2 [xk ; xk+1 ] . On a encore

Z b

a
f (t) dt =

N � 1X

k=0

f (xk)(xk+1 � xk) +
b� a

N

N � 1X

k=0

f (ck) � f (xk) :

Deux cas sont int�eressants
{ f est une fonction croissante (ou encore monotone). On a alors

f (ck) � f (xk) � f (xk+1 ) � f (xk) ;

d'o�u l'on d�eduit

Z b

a
f (t) dt =

N � 1X

k=0

f (t) dt +
b� a

N
[f (b) � f (a)] :

Remarque. On peut montrer qu'une fonction monotone qui admet une primitive est
forc�ement continue.

{ lim N ! (1=N) = 0 en posant

! (
1
N

) = sup
jx � x0j� 1=N

jf (x0) � f (x)j :

Remarque. Quand f est d�erivable et que cette d�eriv�ee est born�ee sur ]a; b[, on a
! (1=N) � C=N par l'in�egalit�e des accroissements �nis. Quandf est continue , le
th�eor�eme de Heine 1 donne limN !1 ! (1=N) = 0 .
Dans ce cas on a

b� a
N

N � 1X

k=0

jf (ck) � f (xk)j � (b� a)! (1=N) N !1! 0 :

Dans les deux cas, on obtient

Z b

a
f (t) dt = lim

N !1

N � 1X

k=0

f (xk)(xk+1 � xk) :
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Mais si f est une fonction positive ou nulle surI , f (xk)(xk+1 � xk) d�esigne l'aire du
rectangle de base [xk ; xk+1 ] et de hauteurf (xk). A la limite F (b) � F (a) =

Rb
a f (t) dt vaut

l'aire de la surface comprise entrex = a, x = b, l'axe des abscissesy = 0 et le graphe de
f , y = f (x) .
{ Cela donne une m�ethode pour construire la primitive, de toute fonction continue (ou

même toute fonction qui est la somme de deux fonctions monotones). Int�egrale de
Riemann.

{ Quand f n'a pas de signe,
Rb

a f (t) dt est une somme d'aires sign�ees.

Th�eor�eme 2.2.8. (admis. 2) Toute fonction continue sur un intervalle I admet une
primitive.

Vocabulaire
{ Quand on sait d�e�nir l'int�egrale d'une fonction f un intervalle [a; b], on dit que la

fonction est int�egrable. Notre d�e�nition dit que toute fo nction qui admet une primitive
est int�egrable. En fait on peut d�e�nir des int�egrales de fa�con plus g�en�erale en s'appuyant
sur l'int�erpr�etation graphique du calcul d'aire. Ainsi l 'int�egrale de Riemann permet
de d�e�nir l'int�egrale pour des fonctions monotones discontinues qui n'admettent pas
de primitive. L'int�egrale de Lebesgue est encore plus g�en�erale et permet de d�e�nir

1voir cours C01 ou le cours de Topologie D05-E05
2Voir cours C01
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l'int�egrale de la fonction 1Q qui vaut 1 sur les rationnels et 0 sur les irrationnels . Pour
chacune de ces th�eories on dit int�egrable au sens de Riemann ou int�egrable au sens de
Lebesgue. Pour les fonctions continues sur un intervalle born�e, ces notions coincident
avec le fait d'admettre une primitive.

{ Si f admet une primitive sur [a;+ 1 ) telle que limx!1 F (x) = L 2 R, on dit que
l'int�egrale

R+ 1
a f (t) dt converge et on note

Z + 1

a
f (t) dt = lim

x!1

Z x

a
f (t) dt = L � F (a) :

Le membre de droite o�u une des bornes de l'int�egrale est in�nie est appel�e int�egrale
impropre .

{ Les sommes de la forme
P N � 1

k=0 f (ck)(xk+1 � xk) avec ck 2 [xk ; xk+1 ] sont appel�ees
sommes de Riemann.

2.3 Calcul de primitives.

2.3.1 Primitives de base

Connâ�tre les d�eriv�ees classiques permet de connâ�tredes primitives dites classiques.
I f (t) F (t)
R tn ; n 2 Z; n 6= � 1 tn +1

n+1 + K
]0; + 1 [ t � ; � 2 R; � 6= � 1 t � +1

� +1 + K
] � 1 ; 0[ ou ]0; + 1 [ 1

t ln(jtj) + K
R expt expt + K
R cost sint + K
R sint � cost + K

] � �
2 ; �

2 [ 1
cos2 t = 1 + tan 2 t tan t + K

R cosht sinht + K
R sinht cosht + K

2.3.2 Lin�earit�e.

La lin�earit�e de la d�erivation conduit �a
Z x

a
�f (t) + g(t) dt = �

Z x

a
f (t) dt +

Z x

a
g(t) dt :

Remarquons que si on ne pr�ecise pas les bornes, cette �egalit�e est valable modulo une
constante : Z x

�f (t) + g(t) dt = �
Z x

f (t) dt +
Z x

g(t) dt(+ K ) :

Remarque. Quand il y a ind�etermination de la constante des deux côt�es de l'�egalit�e
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comme ci-dessus, il n'est pas n�ecessaire d'�ecrire +K . Il su�t de bien garder �a l'esprit ce
que signi�e la notation

Rx .

Exemple. La primitive d'un polynôme

Z x nX

k=0

akxk =
nX

k=0

akxk+1

k + 1
+ K :

On d�e�nit l'int�egrale d'une fonction complexe par lin�ea rit�e. f + ig : I ! C

Z x

a
f (t) + ig(t) dt =

Z x

a
f (t) dt + i

Z x

a
g(t) dt :

Exemple.

Re
Z x

eit dt =
1
2

 Z x

eit dt +
Z x

eit dt

!

=
Z x

cost dt :

2.3.3 Int�egration par parties.

La r�egle de d�erivation du produit FG, o�u F et G sont des primitives def et g conduit �a

Z x

a
f (t)G(t) dt = F (x)G(x) � F (a)G(a) �

Z x

a
F (t)g(t) dt

qui se r�esume en Z x

a
U0V = [ UV]xa �

Z x

a
UV0:

Exemple. Primitive de tet .

Z x

0
tet dt

V = t;U = et

=
�
tet

� x

0
�

Z x

0
et dt = xex � (ex � 1) :

On obtient
Rx tet dt = ex (x � 1) + K .

Plus g�en�eralement on peut calculer par int�egration par parties des primitives deP(t)et

o�u P est un polynôme, ouP(t) cost ou P(t) sin t .

Exemple. Primitive de ln t

Z x

1
ln t dt =

Z x

1
1 � ln t dt

V =ln t;U = t
= [ t ln t]x1 �

Z x

1
t �

1
t

dt = x ln x � (x � 1)
Z x

ln t dt = x (ln x � 1) + K :
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2.3.4 Changement de variable.

La formule de d�erivation pour G � u o�u G est une primitive deg permet de trouver une
primitive de g � u � u0

Z x

a
g[u(t)] u0(t) dt =

Z x

a
(G � u)0(t) dt = G [u(x)] � G [u(a)] :

Autre �ecriture Z x

a
g[u(t)] d [u(t)] =

Z u(x)

u(a)
g(u) du ;

avec la conventiond[u(t)] = u0(t) dt coh�erente avec la notation du
dt = u0(t) . Dans la

deuxi�eme int�egrale, le u apparaissant dansg(u) du doit être consid�er�e comme une variable,
les bornes sont chang�ees enu(a) et u(b) o�u u est la fonction t 7! u(t) . En pratique on
n'utilise pas de caract�ere gras.

Exemple. On retrouve par exemple
Rx e�t dt = e�x

� + K pour � 2 R� avec

Z x

0
e�t dt =

Z x

0
e�t d�t

�
u= �t=

1
�

Z �x

0
eu du =

e�x � 1
�

:

Ecrire �a part

u = �t; du = � dt; t =
u
�

; dt =
du
�

:

Exemple. Pour � 2 R n f 1g, a 2 R et x > a on a

Z x

(t � a)� dt u= t� a=
Z x� a

u� du =
(x � a)� +1

� + 1
+ K

Exemple.
Z x 2t

t2 + 1
dt u= t2

=
Z x 2

du
2(1 + u)

=
1
2

ln(1 + x2) + K :

�
u = t2; du = 2t dt :

�

Exemple. Primitive de 1=(1 + t2)

Z x dt
1 + t2

t = tan u
u = arctan t

=
Z arctan x

du = arctan x + K :

�
u = arctan t; t = tan u; dt = (1 + tan 2 u) du;

dt
1 + t2

= du :
�
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2.3.5 Fractions rationnelles

M�ethode d'int�egration.

C'est �a dire f (t) = P (t)
Q(t) = P (t)

(t � t1 )k 1 ��� (t � tm )k m avect i 2 C .
Premi�ere �etape : diminuer le degr�e du num�erateur en faisant la division euclidienne de
P par Q :

P(t) = A(t)Q(t) + R(t); d� R < d � Q

f (t) = A(t) +
R(t)
Q(t)

A polynôme:

Rappel : La division euclidienne des polynômes se fait comme la division euclidienne
(c'est �a dire avec reste) des entiers. Il su�t de remplacer 10k par tk . Dans la suite on
suppose donc

d� P < d � Q = k1 + k2 + � � � + km :

Deuxi�eme �etape : Un th�eor�eme assure que toute fraction rationnelle se d�ecompose en
une somme d'�el�ements simples3 (ici avec d� P < d � Q, A = 0) :
{ dans C,

P(t)
(t � t1)k1 � � � (t � tm )km

=
mX

i =1

k iX

j =1

aij

(t � t i ) j
:

{ dans R, on regroupe les termes conjugu�es de la d�ecomposition dans le complexe
pour avoir une combinaison lin�eaire de termes de la forme a

(t � � ) j ou at+ b
(( t � � )2 + � 2)n , avec

a; b; �; � 2 R, n 2 N� .
Troisi�eme �etape : On int�egre terme �a terme. Les polynômes ne posent pas de probl�eme.
de même :

Rx a
(t � � )n dt = � a

n� 1
1

(x� � )n � 1 si n 6= 1 et
Rx a

(t � � ) dt = a ln jx � � j.

pour at+ b
(( t � � )2 + � 2)n , on commence par faire apparâ�tre la d�eriv�ee de (t � a)2+ b2 au num�erateur

en �ecrivant at + b = a
2(2(t � � )) + :::. La premi�ere primitive est facile �a calculer, elle se

ram�ene �a une forme
R

1
un du. Il reste des termes de la forme

Rx c
(( t � � )2 + � 2 )n dt. En faisant

un changement de variableu = (t � � )
� , on se ram�ene �aFn =

R
du

(1+ u2 )n .
On a F1(x) = arctan x, puis Fn se calcule par r�ecurrence en utilisant une int�egration par
parties.

Pratique de la d�ecomposition en �el�ements simples.

On travaille d'abord dans le complexe (voir Deuxi�eme �etape).
{ Si le d�enominateur n'est pas trop gros on peut identi�er les coe�cients aij en mettant

l'expression
P m

i =1

P k i
j =1

aij

(t � t i ) j au même d�enominateur.

3voir cours B05
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Exemple. f (t) = t
t2 � 1. A partir de

f (t) =
t

(t � 1)(t + 1)
=

a1

t � 1
+

a2

t + 1
=

(a1 + a2)t + ( a1 � a2)
(t2 � 1)

;

on �ecrit a1 + a2 = 1 et a1 � a2 = 0. D'o�u

f (t) =
1

2(t � 1)
+

1
2(t + 1)

et
Z x dt

t2 � 1
=

1
2

ln(t2 � 1) + K :

{ M�ethode g�en�erale pour trouver les coe�cients aij . Une fois qued0P <
P m

i =1 ki , poser
P1(y) = P(y + t1) et Q1(y) = Q(y + t1)=yk1 . Faire la division suivant les puissances
croissantes deP1 par Q1 jusqu'�a l'ordre k1 pour obtenir

P1(y) =

"
k1X

j =1

a1j

y

k1 � j
#

Q1(y) + yk1R1(y) :

On en d�eduit

f (t) =
P1(t � t1)
Q(t � t1)

=
k1X

j =1

a1j

(t � t1) j
+

R1(t � t1)
Q1(t � t1)

;

o�u Q1(t � t1) = ( t � t2)k2 : : : (t � tm )km et d0R1(t � t1) <
P m

i =2 ki . On peut donc
recommencer avecR1(t � t1) et Q1(t � t1) en isolant le facteur (t � t2)k2 . . . et ainsi de
suite.

Exemple. f (t) = 1
(t � 1)3 (t2+ t+1)

On a P(t) = 3, Q(t) = ( t � 1)3(t2 + t + 1). On travaille avec t1 = 1 et on pose donc
P1(y) = 3 et Q1(y) = (( y + 1) 2 + ( y + 1) + 1) = y2 + 3y + 3. La division suivant les
puissances croissantes se fait comme une division (en �ecrivant les polynômes suivant les
puissances croissantes). On obtient donc

3 = P1(y) =
�

1 � y +
2
3

y2

�
Q1(y) � y3(1 +

2
3

y) :

En prenant t = y � 1 et en divisant parQ(t) = ( t � 1)3Q1(t � 1), on obtient

f (t) =
1

(t � 1)3
�

1
(t � 1)2

+
2

3(t � 1)
�

1 + 2=3(t � 1)
t2 + t + 1

:
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2.3.6 Fractions rationnelles en et

On poseu = et . On se ram�ene �a une fraction rationnelle enu. Même chose pour une
fraction rationnelle ene�t

2.3.7 Fractions rationnelles en cost et sint

Un polynôme P(x; y) en x et y est une combinaison lin�eaire de monômesxm yn . Alors,
P(cost; sint) est appel�e un polynôme trigonom�etrique ; c'est une combinaison lin�eaire
de cosm x sinn x Si m (respectivementn) est impair, on poseu = sin x (respectivement
u = cosx) et on utilise cos2 x + sin2 x = 1.
Si m et n sont pairs, on lin�earise. Cette derni�ere m�ethode marche�a tous les coups. Il s'agit
d'�ecrire

cost =
�

eit + e� it

2

�
et sint =

�
eit � e� it

2i

�
;

d'utiliser ensuite la formule du binôme (a + b)N =
P N

k=0 Ck
N akbN � k pour calculer

cosm t sinn t (en remarquant cosm t sinn t = Re(cosm t sinn t)).

Une fraction rationnelleR(x; y) est un quotient de deux polynômesR(x; y) = P (x;y )
Q(x;y ) .

Alors R(cost; sint) est appel�e fraction rationnelle en cost et sint.
M�ethode qui marche �a tous les coups : Pour t 2] � �; � [, le changement de variable
u = tan t

2, ram�ene le probl�eme �a celui d'une primitive de fraction rationnelle en u.
(du = 1

2(1 + u2)dt;, cost = 1� u2

1+ u2 ; sint = 2u
1+ u2 ).

Trucs : Les trucs suivants conduisent �a des fractions rationnelles moins complexes que
le changement de variable pr�ec�edent : Si l'expressionf (t)dt a la sym�etrie du cosinus
(inchang�e par t ! � t) on poseu = cos(t). Respectivement sif (t) dt a la symm�etrie du
sinus, t ! � � t, (resp. de la tangente,t ! t + � ), on poseu = sin t (resp. u = tan t) .

Exemple. f (t) = cos2 t sint, f (� t) d(� t) = f (t) dt

Z x

cos2(t) sin t dt u=cos t= �
Z cosx

u2du = �
1
3

cos3 x + K :

Exemple. f (t) = cos3 t
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cos3 t =
�

eit + e� it

2

� 3

=
1
23

KX

k=0

Ck
n eikt � (3� k)t

=
1
8

e� i 3t +
3
8

e� it +
3
8

eit +
1
8

ei 3t

= Re
�

1
8

e� i 3t +
3
8

e� it +
3
8

eit +
1
8

ei 3t

�

=
1
8

cos(� 3t) +
3
8

cos(� t) +
3
8

cos(t) +
1
8

cos(3t)

=
1
4

cos(3t) +
3
4

cos(t) :

On en d�eduit
Rx cos3 t dt = 1

12 sin(3x) + 3
4 sin(x) + K .

Exemple. f (t) = 1
sin t . u = tan( t=2), du = 1+ u2

2 dt, sint = 2u
1+ u2 .

Z x dt
sint

u=tan( t=2)
=

Z tan( x=2) 1 + u2

2u
2du

1 + u2
= ln

�
�
� tan(

x
2

)
�
�
� + K :

2.3.8 Fractions rationnelles en t et ( at+ b
ct+ d)

1
m , m 2 N� .

Prendre la variableu = ( at+ b
ct+ d )

1
m .

Exemple. f (t) = t 3
p

t � 1 . u3 = t � 1, 3u2du = dt .

Z x

t 3
p

t � 1 dt
u= 3p t� 1

=
Z 3p x� 1

(u3 + 1) u3u2 du =
3
7

(x � 1)7=3 +
3
4

(x � 1)4=3 + K :

2.3.9 Fractions rationnelles en t et
p

at2 + bt + c

On met at2 + bt+ c sous forme canonique (a(t + � )2 + � 2). Apr�es changement de variable
a�ne, on se ram�ene �a une forme

p
1 + t2 ou

p
t2 � 1

Forme
p

1 � t2. Il faut t 2 [� 1; 1]. L'application u 7! sinu est une bijection de ]� �
2 ; �

2 [
sur ] � 1; 1[. On poset = sin u, u = arcsin t.
Forme

p
1 + t2. On poset = sinh u.

Forme
p

t2 � 1. On poset = coshu.
Exemple. Surface d'un disque.f (t) =

p
R2 � t2, t 2 [� R; R] .

Z R

� R

p
R2 � t2 dt t= Ru= R2

Z 1

� 1

p
1 � u2du u=cos s= � R2

Z 0

�
sin2 s ds

= R2
Z 0

�

cos(2t) � 1
2

dt =
�R 2

2
:

L'int�egrale donne la surface du demi-disque. La surface dudisque est�R 2 .
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2.3.10 V�eri�er �a la �n.

Une fois que l'on a utilis�e une m�ethode pour trouver une primitive F de f ,

V�eri�er F 0= f .
Encore plus rapidef paire (resp. impaire) etF (0) = 0 entrâ�ne que F est impaire (resp.
paire). f p�eriodique et

RT
0 f (t) dt = 0 entrâ�ne F est p�eriodique (Attention faux sinon.

Exemple sin2(t)) .
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2.3.11 Primitives �a connâ�tre ou �a savoir retrouver rapi dement.

En plus des primitives de base, il est bon de connâ�tre les primitives suivantes (les
intervalles de d�e�nition ne sont pas pr�ecis�es) :

Z x

t � dt =
x � +1

� + 1
+ K; � 2 R n f� 1g

Z x dt
t

= ln jxj + K
Z x

ln t dt = x(ln x � 1) + K (x > 0)
Z x

cost dt = sin x + K
Z x

sint dt = � cosx + K
Z x dt

cos2 t
= tan x + K

Z x dt
sin2 t

= � cot x + K
Z x dt

cost
= ln

�
�
�tan

� x
2

+
�
4

� �
�
� + K

Z x dt
sint

= ln
�
�
�tan

� x
2

� �
�
� + K

Z x

tan t dt = � ln jcosxj + K
Z x

cot t dt = ln jsinxj + K

Z x

cosht dt = sinh x + K
Z x

sinht dt = coshx + K
Z x dt

cosh2 t
= tanh x + K

Z x dt
sinh2 t

= � cothx + K
Z x dt

cosht
= 2 arctan(ex ) + K

Z x dt
sinht

= ln jtanh xj + K
Z x

tanh t dt = ln (cosh x) + K
Z x

coth t dt = ln jsinhxj + K
Z x

e�t dt =
e�x

�
+ K; � 2 C�

Z x

at dt =
ax

ln a
+ L; a 2 R�

+ n f 1g

Pour b2 R�

Z x dt
t2 + b2

=
1
b

arctan
x
b

+ K
Z x dt

t2 � b2
=

1
2b

ln

�
�
�
�
x � b
x + b

�
�
�
� + K

Z x dt
p

b2 � t2
= arcsin

�
x
jbj

�
+ K = � arccos

�
x
jbj

�
+ K

Z x dt
p

t2 + b
= ln

�
x +

p
x2 + b

�
+ K :
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2.4 Exercices.

Exercice 2.1. Calculer les primitives suivantes :
Z x dt

t2 + 5
;

Z x dt
p

t2 � 5
;

Z x

et sin(et ) dt ;
Z x

tan3 t dt ;

Z x 1
tan3 t

dt ;
Z x 2t + 3

(t2 + 3t + 7) m
dt; m 2 N ;

Z x ln t
t

dt ;
Z

cosht dt
sinh5 t

:

Exercice 2.2. Consid�erons l'int�egrale

I =
Z ln 2

0

p
ex � 1dx

E�ectuer le changement de variablesu =
p

ex � 1 et calculer I .

R�esultat : I = 2 � �= 2.

Exercice 2.3. Soit f : [a; b] ! R une fonction strictement croissante et continûment
d�erivable. On consid�ere les deux int�egralesI 1 =

Rb
a f (t) dt et I 2 =

Rf (b)
f (a) f � 1(t) dt.

1. Rappeler pourquoif admet une fonction r�eciproquef � 1.

2. Faire le changement de variablet = f (u) dans l'int�egrale I 2.

3. Calculer I 2 en fonction deI 1.

4. Faire un dessin faisant apparâ�tref et f � 1, et interpr�eter ce r�esultat g�eom�etriquement.

Exercice 2.4. Calculer les primitives suivantes :
Z x 1

p
2 + t + 3

p
2 + t

dt; (u = 6
p

2 + t) ;

Z x 1
((t � 1)2 � 4)2

dt; (
t � 1

2
= tanh u ou cothu) ;

Z x

(arcsint)2 dt ;
Z x

t2
p

1 + t3 dt:

Exercice 2.5. Calculer les primitives suivantes :
Z x

et cost dt ;
Z x ln t

tn
dt n 2 N ;

Z x

tArctan t dt ;
Z x

(t2 + t + 1) et dt:

Exercice 2.6. Soit I n =
R1

0 (1 � t2)n dt.

1. �Etablir une relation de r�ecurrence entreI n et I n+1 .

2. Calculer I n .
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3. En d�eduire
nP

k=0

(� 1)k

2k+1 Ck
n .

Exercice 2.7. Int�egrale de Wallis. Soit I n =
R �

2
0 sinn t dt .

1. �Etablir une relation de r�ecurrence entreI n et I n+2 .

2. En d�eduire des formules explicites pourI 2p et I 2p+1 .

3. Montrer que (I n )n2 N est d�ecroissante et strictement positive.

4. En d�eduire queI n � I n+1 .

5. Calculer nI n I n+1 .

6. Montrer que l'on a limn!1 I n

p
2n=� = 1.

Exercice 2.8. Soit I n =
R1

0
xn

1+ x dx.

1. En majorant la fonction int�egr�ee, montrer que (I n )n2 N ! 0.

2. Calculer I n + I n+1 .

3. D�eterminer lim
n! + 1

(
nP

k=1

(� 1)k +1

k ).

Exercice 2.9. Calculer par r�ecurrence :

I n =
Z �

4

0

du
cosn u

:

Exercice 2.10. Calculer par r�ecurrence :

Jn =
Z e

1
log(u)ndu:

Exercice 2.11. Calculer les primitives suivantes :
Z x

(cost cos 2t + sin t sin 3t) dt ;
Z x

cost sin4 t dt ;
Z x

cos6 t dt ;

Z x

sin3 t cost dt ;
Z x

sin4 t dt ;
Z x

sin3 t cos2 t dt ;

Z x

cosh2 t sinh2 t dt ;
Z x

sinht cosh3 t dt ;
Z x

cosht sinh3 t dt:

Exercice 2.12. D�eterminer les intervalles d'�etude et calculer les primitives des fonctions :

x cos2 x; cos(2x) cos2 x :
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Exercice 2.13. D�ecomposer les fractions rationnelles suivantes ; en calculer les primi-
tives.

1
a2 + x2

;
1

(1 + x2)2 ;
x3

x2 � 4
;

4x

(x � 2)2 ;
1

x2 + x + 1
;

1

(t2 + 2t � 1)2 ;

3t + 1

(t2 � 2t + 10)2 ;
3t + 1

t2 � 2t + 10
;

1
t3 + 1

;
x3 + 2

(x + 1) 2 ;
x + 1

x(x � 2)2 ;
(x2 � 1)(x3 + 3)

2x + 2x2
;

x2

(x2 + 3) 3(x + 1)
;

x7 + x3 � 4x � 1

x(x2 + 1) 2 ;
x7 + x3 � 4x � 1

x(x2 + 1) 2 :

Exercice 2.14. Calculer les primitives suivantes :
Z x t4 + 1

t(t � 1)3
dt ;

Z x dt
(t4 + 1) 2

;
Z x t dt

t4 + t2 + 1
;

Z x dt
(t � 1)(t2 � 2t � 2)2

:

Exercice 2.15. D�eterminer les intervalles d'�etude et calculer les primitives des fonctions :

1
(x + 2)( x2 + 2x + 5)

;
2x

(1 � x + x2)2
;

x2

(x � 1)2(x2 + 4)
;

1
(1 + x3)3

:

Exercice 2.16. Calculer les primitives suivantes :
Z x cos3 t

sin5 t
dt ;

Z x sin3 t
1 + cost

dt ;
Z x dt

cos4 t + sin4 t
;

Z x cost
1 + sin 2t

dt ;

Z x tan t � tan a
tan t + tan a

dt ;
Z x sinht cosht

sinh4 t + cosh4 t
dt:

Exercice 2.17. D�eterminer les intervalles d'�etude et calculer les primitives des fonctions :

cos3 x
sinx

;
1

1 + tan x
;

1
th2x

Exercice 2.18. Calculer les primitives suivantes :
Z x dt

t +
p

t � 1
;

Z x dt

t
p

t2 + t + 1
;

Z x t
p

9 + 4t4
dt ;

Z x 3
p

t + 1 �
p

t + 1
t + 2

dt ;
Z x t + 1

p
� 4t2 + 4t + 1

dt:

Exercice 2.19. D�eterminer les intervalles d'�etude et calculer les primitives des fonctions :

8x � 3
p

12x � 4x2 � 5
p

x2 � 1
x
p

x
x2 � 5x + 4
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Exercice 2.20. Calculer les primitives suivantes.

1.
Z x

esin2 t sin 2t dt .

2.
Z x

cos5 t dt ;
Z x

cosh3 t dt ;
Z x

cos4 t dt ;
Z x

sinh4 t dt .

3.
Z x

t3et dt.

4.
Z x

ln t dt ;
Z x

t ln t dt ;
Z x

arcsint dt .

5.
Z x

cosht sint dt .

6.
Z x dt

sint
.

7.
Z x p

a2 � t2 dt.

8.
Z x e2t

p
et + 1

dt.

9.
Z x

eat cosbt dt ;
Z x

eat sinbt dt.

10.
Z x

s
t

(1 � t)3
dt pour 0 < x < 1.

11.
Z x t2

p
1 � t2

dt.

12.
Z x dt

cost + 2 sin t + 3
.

13.
Z x

p
t dt

p
a3 � t3

avec 0 < x < a .

14.
Z x cosht

cosht + sinh t
dt.

Exercice 2.21. Calculer les primitives suivantes :
Z x dt

cosht
p

cosh 2t
;

Z x t
cos2 t

dt ;
Z x 1 + cos 2t

1 � tan2 t
dt ;

Z x sinat + cosbt
et

dt ;
Z x t(2 + cost)

sin2 t
dt:

Exercice 2.22. D�eterminer les intervalles d'�etude et calculer les primitives des fonctions :

chx sin(2x)
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1
p

2 + tan 2 x

(x2 + 2x + 2) cos(2x)

x2 cosx et x2 sinx en utilisant les complexes

1
(x2 � 1)3

et
1

(x2 � 1)2

p
1 + x

x
p

1 � x

Exercice 2.23. Calculer
R1

0 ln(1 + x2).

Exercice 2.24. Soient I =
R�

0 x cos2 xdx et J =
R�

0 x sin2 xdx.

1. Calculer I et I + J .

2. En d�eduire J .

Exercice 2.25. Soit an =
R1

0 tnet dt.

1. Calculer a0; : : : ; a4.

2. Etudier la suite (an )n2 N.
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Chapitre 3

Suites num�eriques. Compl�ements.

3.1 Bolzano-Weierstrass

Nous allons donner une propri�et�e fondamentale des ensembles et des suites born�es deR
(resp. C) .
Pour x0 2 K = R ou C, et %� 0, on noteraB f (x0; %) (resp. B(x0; %)), la boule ferm�ee
(resp. ouverte) de centrex0 et de rayon%dansK = R ou C :

B f (x0; %) = f y 2 K; jy � x0j � %g :

Dans le casK = R, on a B f (x0; %) = [ x0 � %; x0 + %] .

D�e�nition 3.1.1. Soit E une partie deK = R ou C. On dit que x 2 K = R ou C est un
point d'accumulation deE, si pour tout " > 0, E \ B f (x; " ) est in�ni.

Remarque. Quitte �a changer " en 2", la d�e�nition avec les boules ouvertes est
�equivalente. En revanche comme pour la d�e�nition de la limite, " > 0, ne peut être
modi��e en " � 0 .

Th�eor�eme 3.1.2. Th�eor�eme de Bolzano-Weierstrass, 1�ere version. Toute partie in�nie
et born�ee deR (ou C) admet un point d'accumulation dansR (resp. dansC).

D�emonstration : Soit E une partie in�nie et born�ee de R(resp. C). Il existe R > 0 tel
que E � [� R; R] (resp. E � [� R; R] � [� R; R]).
On raisonne par dichotomie (resp. en coupant des carr�es en quatre).
{ On construit une suite d'intervalles embô�t�es (resp. decarr�es) qui ont tous une

intersection de cardinal in�ni avecE. On poseI 0 = [ a0; A0] aveca0 = � R et A0 = R
(resp. C0 = [ a0; A0] � [b0; B0] avecb0 = a0 = � R et B0 = A0 = R). L'ensembleI 0 \ E
(resp. C0 \ E) est in�ni.

{ SupposonsI n = [ an ; An ] (resp Cn = [ an ; An ] � [bn ; Bn ]) construit tel que E \ I n (resp.
E \ Cn) soit in�ni. On pose a0

n = an + A n
2 (et b0

n = bn + B n
2 ). On subdivise ainsiI n en deux

intervalles (resp.Cn en quatre carr�es)

I n = [ an ; a0
n ] [ [a0

n ; An ] :
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L'un des deux (resp. l'un des quatre) a forc�ement une intersection de cardinal in�ni
avecE. On choisit an+1 = an et An+1 = a0

n si c'est le premier ;an+1 = a0
n et An+1 = An

sinon (faire une raisonnement similaire surCn coup�e en quatre).
On a construit ainsi deux suites (an )n2 N croissante et (An )n2 N d�ecroissante (resp. et
�eventuellement deux autres suites (bn )n2 N et (Bn )n2 N) telles que

8n 2 N; 0 � An � an �
2R
2n

; ( et 0 � Bn � bn �
2R
2n

) :

Les suites (an )n2 N et (An )n2 N (et (bn )n2 N et Bn 2 N) sont adjacentes. On notex =
limn2 N an (resp.x = lim n2 N an + ibn ). Pour " > 0, il existeN 2 N tel que 2R=(2N ) � "=10.
On a alors

(y 2 I N ) )
�

jx � yj �
2R
2N

�
) (y 2 [x � "; x + " ])

resp. (y 2 CN ) )
�

jRe(x � y)j �
2R
2N

jIm(x � y)j �
2R
2N

�
) (jx � yj � " ) :

On en d�eduit que l'intersection

E \ [x � "; x + " ] � E \ I N

resp. E \ B f (x; " ) � E \ CN

est in�nie.

D�e�nition 3.1.3. Pour une suite(un)n2 N r�eelle ou complexe, on dit quea est une valeur
d'adh�erence si il existe une sous-suite(unk )k2 N qui converge versa .

Th�eor�eme 3.1.4. Bolzano-Weierstrass, deuxi�eme forme. Toute suite born�ee deR ou C
admet une valeur d'adh�erence.

D�emonstration : C'est une cons�equence directe de la premi�ere version. Il ya deux cas.
{ E = f un ; n 2 Ng est �ni : Une des valeurs est prise une in�nit�e de fois et on peut

extraire une sous-suite constante (donc convergente).
{ E = f un ; n 2 Ng est un ensemble born�e in�ni : Alors il admet un point d'accumulation

x. Pour k 2 N, il existe nk 2 N tel que junk � xj � 1
2k . On a alors limk!1 unk = x .

Corollaire 3.1.5. Si I est un intervalle ferm�e born�e deR (resp. R = I � J est un rectangle
ferm�e born�e de C), alors toute suite deI (resp. deR) admet une valeur d'adh�erence dans
I (resp. R).

D�emonstration : Il su�t de passer �a la limite dans les in�egalit�es larges.
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3.2 Suites de Cauchy.

DansR les suites adjacentes permettent d'obtenir l'existence delimites sans les connâ�tre
a priori. On voit bien que l'on est une peu gên�e avec les suites complexes : Si on ne passe
pas par les abscisses et ordonn�ees, on ne peut pas utiliser les mêmes raisonnements que
dansR. La notion de suite de Cauchy r�esout cette di�cult�e.

D�e�nition 3.2.1. On dit qu'une suite(un )n2 N r�eelle ou complexe est de Cauchy si

8" > 0; 9N" 2 N; 8m; n � N" ; jum � un j � " :

Remarque.

1. Il s'agit bien d'une propri�et�e de la suite. La d�e�nitio n ne fait pas intervenir d'�el�ement
ext�erieur comme la limite dans la d�e�nition de la convergence.

2. N.B. La propri�et�e d'̂etre de Cauchy met en jeu tous les �ecarts possibles au dessus
de l'indice N" .

Proposition 3.2.2. Toute suite convergente deR ou C est de Cauchy.

D�emonstration : Soit " > 0. Il existe N" 2 N tel que

8n � N" ; jun � ` j �
"
2

:

Pour tout " > 0, on a trouv�e N" 2 N tel que

8m; n � N" ; jum � un j � j um � ` j + jun � ` j �
"
2

+
"
2

� " :

Proposition 3.2.3. Toute suite de Cauchy deR ou C est born�ee.

D�emonstration : Il existe N1 2 N tel que

8n � N1; jun � uN1 j � 1; (m = N1) :

On en d�eduit

8n 2 N; jun j � maxfj u0j ; ju1j ; : : : ; juN1 j ; juN1 j + 1g :

Th�eor�eme 3.2.4. Toute suite de Cauchy deR (resp. deC) converge dansR (resp. dans
C).
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Lemme 3.2.5. Si une suite(un)n2 N r�eelle ou complexe est une suite de Cauchy et admet
une valeur d'adh�erencè alors elles converge vers̀.

�
(un)n2 N de Cauchy
limk!1 unk = `

�
)

�
lim

n!1
un = `

�
:

D�emonstration : Soit " > 0, il existe N" 2 N tel que

8m; n � N" ; jum � un j �
"
2

:

De plus il existenk" � N" tel que

�
�un "

� `
�
� �

"
2

:

On prend m = nk" . On a trouv�e N" 2 N tel que

8n � N" ; jun � ` j �
�
�un � unk "

�
� +

�
�unk "

� `
�
� � " ;

ce pour tout " > 0 .

D�emonstration (Fin de la preuve du Th�eor�eme 3.2.4.) : Si (un)n2 N est une suite
de Cauchy, elle est born�ee. Par le Th�eor�eme de Bolzano-Weierstrass elle admet une valeur
d'adh�erence. Le lemme pr�ec�edent nous dit alors qu'elle converge.

Remarque.

1. Le Th�eor�eme 3.2.4 se r�esume en disant queR (resp. C) est complet. Le terme
< complet> est particuli�erement bien choisi : Il signi�e qu'il n'est pas n�ecessaire de
grossir l'ensemble pour avoir toutes les limites possibles(non in�nies) de suites.

2. Q n'est pas complet puisque
p

2 peut s'obtenir comme limite d'une suite de
rationnels et

p
2 62Q .

3. L'importance de la notion de suite de Cauchy est que comme pour les suites
adjacentes, cela donne une condition sur la suite toute seule pour qu'elle converge
sans connâ�tre a priori la limite.

Exemple. On consid�ere dansC la suite un =
P n

k=1 eik 2 � k . On a pour n � m,

jun � um j �
nX

k= m+1

e� k �
e� m

e� 1
� e� m :

On obtient pour N" � � ln " ,

8m; n � N" ; jum � un j � " :

La limite
P 1

k=0 eik 2 � k = lim n!1 un existe dansC. Nous reviendrons sur cet exemple (voir
s�eries absolument convergentes.)
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3.3 Comparaison de suites, vitesse de convergence.

D�e�nition 3.3.1. Soit deux suites complexes(un)n2 N et (vn )n2 N

{ On dit que la suite (un )n2 N est domin�ee par la suite(vn )n2 N si

9A > 0; 9N 2 N; 8n � N; jun j � A jvn j

Notation. un = O(vn) .

{ On dit que la suite (un )n2 N est n�egligeable devant la suite(vn )n2 N si

8" > 0; 9N" ; 8n � N" ; jun j � " jvn j :

Notation. un = o(vn ) .

{ On dit que les suites(un )n2 N et (vn )n2 N sont �equivalentes siun � vn = o(vn ).

Notation. un � vn .

Exercice 3.1. V�eri�er que � d�e�nit bien une relation d'�equivalence sur l'ensemble des
suites r�eellesRN.

Ces d�e�nitions ont une traduction imm�ediate quand vn 6= 0 .

Proposition 3.3.2. Avec les notations pr�ec�edentes, si la suite(vn )n2 N ne s'annule pas,
on a les �equivalences

{ un = O(vn ) si et seulement si la suite
�

un
vn

�

n2 N
est born�ee.

{ un = o(vn ) si et seulement si la suite
�

un
vn

�

n2 N
converge vers0.

{ un � vn si et seulement si la suite
�

un
vn

�

n2 N
converge vers1.

N.B. Les op�erations ne se comportent pas toujours bien pour ces relations. Par exemple,
un � vn n'implique pas en g�en�eral f (un) � f (vn ). Il vaut mieux refaire les raisonnements
en revenant aux d�e�nitions.

D�e�nition 3.3.3. Soit (un)n2 N une suite convergeant vers̀ dansR ou C. On dit que la
convergence est
{ lente si jun � ` j = O( 1

n � ) pour � � 0.
{ g�eom�etrique si il existe %2 (0; 1) tel quejun � ` j = O(%n ) .
{ rapide si pour tout % >0, jun � ` j = O(%n) .

3.4 Sommes de Riemann, int�egration num�erique.

On se donne un intervalleI = [ a; b] avec �1 < a � b < 1 et une subdivision
xk = a + k� x, k 2 f 0; : : : ; N � 1g avec � x = b� a

N .
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D�e�nition 3.4.1. On appelle somme de Riemann toute somme de la forme

SN =
N � 1X

k=0

f (ck)(xk+1 � xk) = � x
N � 1X

k=0

f (ck) =
b� a

N

N � 1X

k=0

f (ck)

avec pour toutk 2 f 0; : : : ; N � 1g, ck 2 [xk ; xk+1 ] .
� x = b� a

N est appel�e le pas de la subdivision, ou pas de discr�etisation.

On a vu au Chapitre pr�ec�edent les r�esultats suivant

Proposition 3.4.2. Si f est continue sur[a; b] et (SN )N 2 N� est une suite de sommes de
Riemann de pasb� a

N , alors on a

lim
N !1

SN =
Z b

a
f (t) dt :

Si de plusf est continûment d�erivable sur[a; b] (f et f 0 continues) on a
Z b

a
f (t) dt � SN = O(

1
N

) :

Remarque. Des cas particuliers int�eressants sontck = xk = a + k� x, ck = xk+1 =
a + ( k + 1)� x et ck = xk + xk +1

2 = a + ( k + 1=2)� x.

Exemple. Consid�erons la suite donn�ee paruN =
P N

k=1
1

N + k . On a

uN =
1
N

NX

k=1

1
1 + k=N

=
b� a

N

N � 1X

k=0

1
1 + xk+1

avecb= 1, a = 0, f (t) = 1
1+ t . On en d�eduit

lim
N !1

uN =
Z 1

0

dt
1 + t

= ln 2

et même uN � ln 2 = O(
1
N

) :

Remarque.

1. La m�ethode des trap�ezes o�u le choixck = xk + xk +1

2 peut conduire �a une erreur d'ordre
O( 1

N 2 ) . (voir TD).

2. En g�en�eral l'int�egration num�erique qui consiste �a a pprocher une int�egrale par une
somme �nie conduit �a des erreurs d'ordreO( 1

N � ). Il s'agit d'une convergence lente.
N�eanmoins, plus l'exposant� est grand, plus la convergence est rapide. Le travail
du num�ericien consiste �a trouver les m�ethodes les plus e�caces, c'est �a dire qui
am�ene �a une pr�ecision donn�ee avec le moins de calculs possible. Ces questions sont
abord�ees dans les cours C03 et F04.
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3.5 Suites r�ecurrentes (bis).

3.5.1 Points �xes.

On travaille sur un intervalle I de R non r�eduit �a un point et on consid�ere une fonction
f : I ! I et qui est continue surI . Nous allons �etudier de fa�con plus pr�ecise la convergence
des suites r�ecurrentes donn�ees par

un+1 = f (un) u0 2 I :

Commef envoieI dans lui même, la suite est bien d�e�nie. De plus la continuit�e nous dit
que les limites possibles dansI sont des points �xes :

` = f (`)

M�ethode d'�etude :

1. Tracer sur un même dessin le graphey = f (x), la diagonaley = x et les premi�eres
valeurs de la suite comme ci-dessous, pour avoir une id�ee ducomportement. La
�gure ci-dessous donne un exemple. On peut rencontrer 4 types de �gures : des
escaliers convergents ou divergents ou des spirales convergentes ou divergentes.

2. Estimer l'�ecart entre jf (x2) � f (x1)j en fonction dejx2 � x1j par exemple en utilisant
le th�eor�eme ou l'in�egalit�e des accroissements �nis.

Nous allons commencer par un r�esultat qui bien que n'�etantpas le plus g�en�eral met en
oeuvre simplement l'�etape 2.

Proposition 3.5.1. On suppose que la fonctionf : I ! I admet un point �xe `. On
suppose de plus que la fonctionf est d�erivable sur l'intervalle J = I \ [` � �; ` + � ] et
qu'il existe % <1 tel que

8x 2 J; jf 0(x)j � % :

Alors f (J ) � J et pour toute donn�ee initiale u0 2 J la suite r�ecurrente donn�ee par
un+1 = f (un) converge g�eom�etriquement vers̀ :

jun � ` j � %n ju0 � ` j :
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D�emonstration : Pour x 2 J , le th�eor�eme des accroissements �nis permet d'�ecrire

jf (x) � `j = jf 0(c)j j x � `j � %jx � `j

en utilisant ` = f (`) puis le fait que le pointc entre ` et x appartient �a l'intervalle J . On
en d�eduit alors pour x 2 J

jf (x) � `j � j x � `j � � :

Ainsi f (x) 2 I et jf (x) � `j � � entrâ�ne f (x) 2 J . L'inclusion f (J ) � J entrâ�ne un 2 J
pour tout n 2 N d�es que u0 2 J . La convergence g�eom�etrique vient ensuite de

jun+1 � ` j = jf (un) � `j � %jun � ` j :

Le r�esulat suivant ne demande que la d�erivabilit�e au point ` .

Proposition 3.5.2. On suppose què 2 I est un point �xe de f , ` = f (`) et quef est
d�erivable au point `. On a les trois cas possibles

1. jf 0(`)j 2 [0; 1[. Alors il existe un intervalle I c autour de`, non r�eduit �a `, tel queun

converge g�eom�etriquement vers̀ d�es queu0 2 I c, avec jun � ` j = O(%n) pour tout
%2] jf 0(`)j ; 1[. En particulier pour f 0(`) = 0 , la convergence vers̀ est rapide.

2. jf 0(`)j > 1. Alors la suite (un)n2 N converge vers̀ seulement si elle stationne �à .

3. jf 0(`)j = 1. Pas de r�esultat g�en�eral

D�e�nition 3.5.3. Dans le cas 1 de la Proposition 3.5.2, on dit que le point �xè est
attractif. Dans le cas 2, on dit qu'il est r�epulsif.

D�emonstration : 1 ) En revenant �a la d�e�nition de la d�eriv�ee et en utilisant la continuit�e
de la valeur absolue, on a

lim
x ! `

x 2 I n f `g

jf (x) � `j
jx � `j

= jf 0(`)j < 1:

En explicitant la d�e�nition de la limite avec " = 1�j f 0(` )j
2 , on peut trouver � > 0 tel que

8x 2 [` � �; ` + � ] \ I n f `g;

�
�
�
�

�
�
�
�
f (x) � f (`)

x � `

�
�
�
� � j f 0(`)j

�
�
�
� � " : (3.1)

On en d�eduit

8x 2 [` � �; ` + � ] \ I n f `g ;

�
�
�
�
f (x) � f (`)

x � `

�
�
�
� � j f 0(`)j + " =

jf 0(`)j + 1
2

;

puis 8x 2 [` � �; ` + � ] \ I; jf (x) � `j � %1 jx � `j ;
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avec

%1 =
jf 0(`)j + 1

2
< 1:

Comme dans la preuve de la Propositon 3.5.1, la conditionu0 2 I c = [ ` � �; ` + � ] \ I
entrâ�ne alorsun 2 [` � �; ` + � ] pour tout n 2 N et la convergence g�eom�etrique

jun � ` j � j u0 � ` j %n
1 :

De fa�con plus pr�ecise pour%2] jf 0(`)j ; 1[, on peut trouver un intervalle � %> 0 tel que

8x 2 [` � � %; ` + � %] \ I; jf (x) � `j � %jx � `j :

La convergence limn!1 un = ` entrâ�ne qu'il existe N%2 N tel que

8n � N%; jun � ` j � � %:

On a alors
8n � N%; jun � ` j � %n� N%

�
�uN% � `

�
� � C%n ;

avecC =
�
�uN% � `

�
� =%N% . On a doncjun � ` j = O(%n ) pour tout %2] jf 0(`)j ; 1[ .

2) Pour jf 0(`)j > 1, on utilise �a nouveau (3.1) avec" = j f 0(` )j� 1
2 pour �ecrire

8x 2 [` � �; ` + � ] \ I n f `g;

�
�
�
�
f (x) � f (`)

x � `

�
�
�
� � j f 0(`)j � " =

jf 0(`)j + 1
2

;

puis 8x 2 [` � �; ` + � ] \ I; jf (x) � `j � %1 jx � `j ;

avec

%1 =
jf 0(`)j + 1

2
> 1:

Supposons que la suite (un )n2 N converge. Alors on peut trouverN 2 N tel que

8n � N; jun � ` j � � :

On a alors pourn � N :
jun+1 � ` j � %1 jun � ` j :

On en d�eduit
8n � N; jun � ` j � %n� N

1 juN � ` j � j uN � ` j :

L'hypoth�ese de convergence entrâ�ne alorsuN = `, auquel cas la suite stationne puisque
f (`) = ` .
Avec une hypoth�ese suppl�ementaire, on peut encore ra�nerla compr�ehension du cas
f 0(`) = 0 .
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Proposition 3.5.4. On suppose la fonctionf : I ! I est d�erivable sur I , admet un
point �xe ` 2 I avecf 0(`) = 0 et quef est deux fois d�erivable eǹ . Alors, il existe une
constanteC > 0 telle que

8n 2 N; jun+1 � ` j � C jun � ` j2 (3.2)

8n 2 N; jun � ` j �
(C ju0 � ` j)2n

C
; (3.3)

d�es queC ju0 � ` j < 1.

D�emonstration : On utilise d'abord le th�eor�eme des accroissements �nis pour �ecrire
pour x 2 I

jf (x) � `j = jf (x) � f (`)j � j f 0(c)j jx � `j � j f 0(c) � f 0(`)j jx � `j ;

avecc compris entre` et x. Commef 0 est d�erivable en `, on a

lim
x ! `

x 2 I n f `g

jf 0(x) � f 0(`)j
jx � `j

= jf 00(`)j :

On en d�eduit qu'il existe deux constantesK � 0 et � > 0 telles que

8t 2 I \ [` � �; ` + � ] ; jf 0(t) � f 0(`)j � K jt � `j :

En supposantx 2 I \ [` � �; ` + � ], on peut appliquer cette in�egalit�e avect = c,

jf (x) � `j � K jc � `j jx � `j � K jx � `j2 :

On poseC = max
�

1
� ; K

	
. On obtient

8x 2 I \ [` � �; ` + � ] ; C jf (x) � `j � (C jx � `j)2 :

On prend

I c = I \
�
` �

1
C

; ` +
1
C

�
� I \ [` � �; ` + � ] :

Il su�t de v�eri�er par r�ecurrence un 2 I c pour tout n 2 N d�es que C ju0 � ` j < 1 .
{ Pour n = 0, c'est vrai. Puisque ju0 � ` j � 1

C .
{ Si un 2 I c, on a alorsun+1 = f (un) 2 I et

C jun+1 � ` j = C jf (un ) � `j � (C jun � ` j)2 � 1 :

Ainsi un+1 2 I c .

D�e�nition 3.5.5. Quand une suite(un)n2 N convergeant vers̀ , v�eri�e une in�egalit�e du
type (3.2), on dit qu'il y a convergence quadratique vers`.
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Remarque. Dans la convergence g�eom�etrique le nombre de d�ecimales justes crô�t
lin�eairement. Dans la convergence quadratique, le nombrede d�ecimales crô�t exponen-
tiellement. C'est une convergence tr�es rapide.

Exemple. On revient sur l'algorithme de Heron. On af (x) = 1
2(x + a

x ) avec a > 0
et x > 0 .

p
a est le seul point �xe de f dans I = R�

+ . On a de plusf 0(
p

a) = 0. La
convergence est quadratique. V�eri�er la rapidit�e de la convergence �a la machine.

3.5.2 Algorithme de Newton.

L'algorithme de Newton est une m�ethode it�erative pour r�esoudre ' (x) = 0. En suppo-
sant connue une approximationun d'une solution x0, on calcule explicitementun+1 en
rempla�cant ' par son application a�ne tangente

' (un) + ' 0(un )(un+1 � un ) = 0 :

En supposant' 0(un) 6= 0, on obtient

un+1 = un �
' (un)
' 0(un )

= f (un); u0 2 R

en posantf (x) = x � ' (x)
' 0(x) .

Proposition 3.5.6. On suppose que' est 2 fois continûment d�erivable, quex0 r�esout
' (x0) = 0 avec ' 0(x0) 6= 0 et que ' admet une d�eriv�ee troisi�eme en x0 . Alors il
existe un intervalleI c contenant x0 et non r�eduit �a x0 tel que la suite(un )n2 N converge
quadratiquement vers̀ d�es queu0 2 I c .

R�esum�e : La m�ethode de Newton est tr�es e�cace si on ne part pas trop loin de
< la > solution.
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Remarque. En �etant un peu plus soigneux, on peut se passer de l'hypoth�ese de l'existence
de la d�eriv�ee troisi�eme.

D�emonstration : La fonction f (x) = x � ' (x)
' 0(x) est d�erivable deux fois dans un intervalle

autour de x0 car ' 0(x0) 6= 0 et ' 0 est continue enx0. On a de plus

f 0(x0) = 1 �
' 0(x0)2 � ' (x0)' 00(x0)

' 0(x0)2
= 0 :

On applique la Proposition 3.5.2.

Remarque. L'algorithme de Newton est une m�ethode it�erative de r�esolution des
�equations qui admet beaucoup de g�en�eralisations. C'estune technique classique de
l'analyse num�erique et du calcul scienti�que. Elle est aussi utilis�ee en alg�ebre avec des
structures plus exotiques que l'ensemble des r�eels.

Exercice 3.2. Montrer que l'algorithme de Heron n'est rien d'autre que l'algorithme de
Newton pour r�esoudrex2 � a = 0 .
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3.6 Exercices.

Exercice 3.3. Soit a 2 R et � n une suite convergente vers 0.�Etudier la suite u0 = a,
un+1 = 1=2(1 + � n )un + 1=2. (montrer d'abord que la suite est born�ee, puis montrer que
si x 6= 1 est valeur d'adh�erence,2x � 1 l'est aussi, et aboutir �a une contradiction).

Exercice 3.4. Montrer qu'une suite born�ee deR ou C qui n'a qu'une valeur d'adh�erence
converge.

Exercice 3.5. Montrer que la suite
�

sin n
2n

�
n2 N

est de Cauchy et que la suite
�
(� 1)n + 1

n

�
n2 N

ne l'est pas.

Exercice 3.6. On consid�ere la suite d�e�nie pour n 2 N� par

un =
nX

k=1

1
k

:

1. Montrer que l'on a u2j +1 � u2j � 1
2 .

2. En d�eduire que la suite(un)n2 N n'est pas de Cauchy.

3. Que peut-on dire delimn!1 un ?

Exercice 3.7. Pour une suite r�eelle ou complexe(un)n2 N, indiquer les relations logiques
entre les propositions :
{ (un)n2 N converge dansC .
{ limn!1 un+1 � un = 0 .
{ (un)n2 N est une suite de Cauchy .

Exercice 3.8. Montrer que l'ensemble des valeurs d'adh�erence d'une suite r�eelle born�ee
(un)n2 N telle quelimn!1 un+1 � un = 0 est un intervalle. Donner un exemple de suite de
[0; 1] dont l'ensemble des valeurs d'adh�erence est tout[0; 1].

Exercice 3.9. Montrer que toute sous-suite extraite d'une suite de Cauchyest aussi une
suite de Cauchy.

Exercice 3.10. Montrer que si (un) est une suite de Cauchy, on peut trouver une sous-
suite (unk ) de (un) telle que :

8p 2 N; 8q � p; junp � unq j �
1
2p

:

Exercice 3.11. Une suite (xn ) est d�e�nie par une relation de r�ecurrence xn+1 =
asinxn + b o�u a est un nombre r�eel de]0; 1[ et b un nombre r�eel quelconque. Montrer
que pour toutp 2 N, jxp+1 � xpj � apjx1 � x0j. En d�eduire que la suite(xn ) est une suite
de Cauchy.
Combien de termes faut-il calculer pour obtenir une valeur approch�ee delim xn �a 10� 10

pr�es si on supposea = 1=2, b= 5, x0 = 1 ?
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Exercice 3.12. Th�eor�eme de Picard : On dit qu'une applicationf : K ! K, K = R
ou C, est %-Lipschitzienne si

8x; y 2 C; jf (y) � f (x)j � %jx � yj :

{ Montrer que si f est %-Lipschitzienne avec% < 1, toute suite r�ecurrente donn�ee par
un+1 = f (un ) est de Cauchy.

{ En d�eduire qu'une fonction f qui est%-Lipschitzienne avec% <1 admet un unique point
�xe dans K .

Exercice 3.13. V�eri�er que la relation un � vn d�e�nit une relation d'�equivalence sur
RN .

Exercice 3.14. Soit f 2 C2([a; b]; R).

1. Montrer que
R�

� f (t)dt = � � �
2 (f (� ) + f (� )) + 1

2

R�
� f 00(x)( � � x)( � � x)dx.

2. En d�eduire un encadrement de
R�

� f (t)dt si 8x 2 [�; � ] m � f 00(x) � M .

3. En d�eduire Z b

a
f (t) dt �

b� a
N

N � 1X

k=0

f (xk) + f (xk+1 )
2

= O
�

1
N 2

�

avecxk = a + k b� a
N .

Exercice 3.15. D�eterminer lim
n! + 1

(
nP

k=0

n
n2+ k2 ).

Exercice 3.16. Calculer :

lim
n!1

nX

k=1

(� 1)k

2k + 1
; lim

n!1

nX

k=1

(� 1)k

k
:

Exercice 3.17. Calculer :

lim
n!1

nY

k=1

�
1 +

k2

n2

� 1
n

; lim
n!1

n
nX

k=1

e� n
k

k2
; lim

n!1

nX

k=1

n + k
n2 + k2

; lim
n!1

n� 1X

k=1

1
p

n2 � k2
:

Soit (un)n2 N� la suite r�eelle d�e�nie par :

8n 2 N� ; un =
nX

k=1

n
n2 + k2

:

Calculer :
` = lim

n!1
un

et donner un �equivalent deun � `:
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Exercice 3.18. On utilise dans l'espace muni d'un rep�ere orthonorm�e les coordonn�ees
cart�esienne (x; y; z) . On consid�ere la sph�ereSR de rayonR > 0 et de centreO = (0 ; 0; 0) .

1. V�eri�er que pour h 2 (� R; R), le cercle SR \ f z = hg a pour rayon %(h) =p
R2 � h2 .

2. Expliquer pourquoi le volume de la sph�ere doit être
RR

� R �%(h)2 dh.

3. En d�eduire que le volume de la sph�ere est4�R 3

3 .

Exercice 3.19. Soit f : [0; 1] ! [0; 1]. On consid�ere a 2 [0; 1] et la suite(un )n2 N v�eri�ant
u0 = a et 8n 2 N; un+1 = f (un). Les propri�et�es suivantes sont-elles vraies ou fausses :

1. Si f est croissante, alors(un ) est croissante.

2. Si (un ) est croissante, alorsf est croissante.

3. Si (un ) est croissante etf monotone, alorsf est croissante.

4. Si (un ) converge vers une limitel, alors l est point �xe de f .

5. Si f est d�erivable, alors(un) est born�ee.

6. Si le graphe def est au dessus de la droite d'�equationy = x, alors (un) est
croissante.

7. Si (un ) converge vers un point �xel de f , alors f est continue enl.

Exercice 3.20. �Etudier la suite d�e�nie par un+1 = 1 + u3
n

10 dans les cas suivants :

1. u0 = � 4.

2. u0 = � 2.

3. u0 = 2.

4. u0 = 3.

Exercice 3.21. Pour � > 0, on veut r�esoudre l'�equation e� �x = x .
{ V�eri�er que cette �equation admet une unique solutionx � dansR .
{ Montrer que pour � 2 [0; 1[, la suite r�ecurrente donn�ee par un = e� �u n , u0 2 R,

converge versx � .
{ V�eri�er que la suite pr�ec�edente ne converge versx � que si elle est stationnaire quand

� > 1.
{ Dans le cas� > 1, v�eri�er que la suite donn�ee par vn+1 = � ln vn

� , v0 2]� � 1; 1[ converge
vers x � .

Exercice 3.22. V�eri�er que le polynôme X 3 + 3X � 7 s'annule une seule fois surR et
que cette racine r�eelle appartient �a[0; 2].
Ecrire un algorihtme de Newton pour r�esoudreX 3 + 3X � 7 et donner une approximation
�a 10� 8 pr�es de la solution.

Exercice 3.23. Etudier la suite (un) d�e�nie par

un+1 =
1
2

un (u2
n � 3un + 4) 8n � 0:
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Chapitre 4

S�eries num�eriques.

4.1 D�e�nitions et premi�eres propri�et�es.

4.1.1 S�eries et op�erations.

D�e�nition 4.1.1. Soit (an )n2 N une suite deR ou C. On appelle s�erie de terme g�en�eral
an la suite deR� R (ou C� C); ((an ;

P n
k=0 ak))n2 N. La quantit�e Sn =

P n
k=0 ak est appel�ee

somme partielle d'indicen .

Notation. On note parfois simplement
P

an la s�erie de terme g�en�eral an . Notation qu'il
ne faut pas confondre �a

P 1
k=0 ak �a laquelle nous allons donner un autre sens. Une autre

notation utilis�ee est [an ]n2 N.

Remarque. En fait il su�t de connâ�tre les an pour connâ�tre la s�erie. Inversement si
on connâ�t les sommes partielles, on peut tout retrouver avec an = Sn � Sn� 1, avec la
convention S� 1 = 0 . La d�e�nition insiste sur le fait qu'il faut consid�erer en même temps
les termes et les sommes partielles.

D�e�nition 4.1.2. Op�erations sur les s�eries : On consid�ere deux s�eries de terme g�en�eral
an et bn .
Troncature La s�erie de terme g�en�eral (an0+ n ;

P n0+ n
k= n0

ak)n2 N est appel�ee s�erie d�eduite
de (an ;

P n
k=0 ak)n2 N par troncature �a n0 . Pour les sommes partielles cela revient �a

annuler les premiers termes d'indice< n 0 .
Combinaison lin�eaire Pour �; � 2 R (ou C), la combinaison lin�eaire de coe�cients �

et � est la s�erie de terme g�en�eral �a n + �b n et de somme partielle :
nX

k=0

(�a k + �b k) = �

 
nX

k=0

ak

!

+ �

 
nX

k=0

bk

!

:

Produit La s�erie produit est la s�erie de terme g�en�eral

cn =
nX

k=0

an� kbk =
nX

k=0

akbn� k =
X

k1+ k2= n

ak1bk2 :
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4.1.2 S�eries born�ees et convergentes.

D�e�nition 4.1.3. On dit qu'une s�erie est born�ee si la suite des sommes partielles est
born�ee.

Proposition 4.1.4. La suite des termes d'une s�erie born�ee est born�ee.

D�emonstration : Si (Sn )n2 N est born�ee (an = Sn � Sn� 1)n2 N est born�ee.

Remarque. En revanche, la s�erie n'est pas forc�ement born�ee quand lasuite des termes
est born�ee. Exemple :an = 1, Sn = n.

D�e�nition 4.1.5. On dit qu'une s�erie converge (dansR ou C) si la suite des sommes
partielles converge (dansR ou C). On note

P 1
k=0 ak = lim n!1 Sn = lim n!1

P n
k=0 ak .

Remarque. On utilise la même notation si la limite est�1 ou 1 sans dire pour autant
qu'elle converge.

Proposition 4.1.6. Si la s�erie de terme g�en�eral an converge alorslimn!1 an = 0 .

D�emonstration : On �ecrit simplement

an = Sn � Sn� 1
n!1!

 
1X

k=0

ak

!

�

 
1X

k=0

ak

!

= 0 :

Exemple. La r�eciproque est fausse. L'exemple classique est celui dela s�erie harmonique
de terme g�en�eral 1

n , n 2 N� . En prenant n = 2 p, on a

2p � 1X

k=1

1
k

=
p� 1X

j =0

2j +1 � 1X

k=2 j

1
k

�
p� 1X

j =0

2j +1 � 1X

k=2 j

1
2j +1

�
p
2

p!1
! + 1 :

D�e�nition 4.1.7. Si la s�erie de terme g�en�eral an converge, on appelle reste au rangn le
nombre

Rn =
+ 1X

k= n+1

ak =
1X

k=0

ak � Sn :

Proposition 4.1.8. Si la s�erie converge la suite des restes a pour limite0.

Exemple. La s�erie g�eom�etrique de raison%est la s�erie de terme g�en�eralan = %n . Comme
la somme partielle vaut

Sn =
1X

k=0

%k =
1 � %n+1

1 � %
(Sn = n + 1 si %= 1) ;
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la s�erie converge si et seulement sij%j < 1. Si la s�erie converge
P 1

k=0 %k = 1=(1 � %).

Exemple. S�erie t�el�escopique. Soit (un)n2 N une suite num�erique. La s�erie de terme
g�en�eral an = un+1 � un converge si et seulement si la suite converge (un)n2 N et on aP 1

n=0 un+1 � un = lim n!1 un � u0, en vertu de :

un+1 � u0 =
nX

k=0

uk+1 � uk :

4.1.3 Produit in�ni.

Pour z 2 C� , on d�e�nit ln z en passant en polaire

z = %ei� ; % >0; � 2] � �; � ]; ln z = ln %+ i� :

Proposition 4.1.9. Soit (un )n2 N une suite deC� , telle que la s�erie de terme g�en�eralln un

converge, alors le produit
1Y

n=0

un = lim
N !1

� N
n=0 un

existe.

D�emonstration : On �ecrit

NY

n=0

un =
NY

n=0

eln un = e
P N

n =0 un

et on utilise la continuit�e de la fonction exponentielle.

Remarque. Pour �etudier les produits in�nis, on utilise l'exponentielle et le logarithme
pour se ramener aux s�eries.

4.2 S�eries positives.

4.2.1 G�en�eralit�es.

Th�eor�eme 4.2.1. Une s�erie de terme g�en�eral an � 0 v�eri�e :
{ Soit la s�erie est born�ee et alors elle converge avec

P 1
n=0 an 2 R+ .

{ Soit
P 1

n=0 an = + 1 .
On a de plus l'�equivalence

 
1X

n=0

an = 0

!

, (8n 2 N; an = 0) :
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D�emonstration : En fait la suite des sommes partiellesSn =
P n

k=0 ak est une suite
croissante. Soit elle est born�ee et elle converge dansR+ soit elle tend vers +1 .

Remarque. En cons�equence la somme d'une s�erie positive est toujoursd�e�nie dans R+ .

Exemple. On a d�ej�a vu (en TD) un exemple de s�erie positive avec l'�ecriture d�ecimale
des r�eels positifs :x =

P 1
k=0 ck10� k .

Proposition 4.2.2. Principe de comparaison. Pour deux s�eries positives de terme g�en�eral
an et bn et telle quean � bn , l'in�egalit�e suivante est valable dansR+ :

1X

n=0

an �
1X

n=0

bn :

D�emonstration : Les sommes partielles v�eri�ent

NX

n=0

an �
NX

n=0

bn :

On a alors trois cas :
{ Si

P 1
n=0 an = + 1 alors

P N
n=0 bn est minor�ee par une suite de limite +1 et on aP 1

n=0 bn = + 1 =
P 1

n=0 an :
{ Si

P 1
n=0 bn = + 1 , l'in�egalit�e est toujours vraie.

{ Si les deux s�eries convergent, alors on passe �a la limite dans les in�egalit�es larges.

Proposition 4.2.3. Le comportement de la somme et de la s�erie produit de deux s�eries
de termesan � 0 et bn � 0 est donn�e par

(somme)
1X

n=0

(an + bn ) =

 
1X

n=0

an

!

+

 
1X

n=0

bn

!

(produit)

 
1X

n=0

 
nX

k=0

akbn� k

!!

=

 
1X

n=0

an

!  
1X

n=0

bn

!

:

avec la convention0 � + 1 = 0 si l'une des deux s�eries est identiquement nulle.

D�emonstration : Pour la somme on �ecrit au niveau des sommes partielles

NX

n=0

(an + bn ) =

 
NX

n=0

an

!

+

 
NX

n=0

bn

!
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et on passe �a la limite quandN ! 1 .
Pour le produit on �ecrit

0

@
E (N=2)X

k=0

ak

1

A

0

@
E (N=2)X

k=0

bk

1

A �
X

k1+ k2 � N

ak1 bk2 =
NX

n=0

nX

k=0

akbn� k

�
X

k1 � N;k 2 � N

ak1bk2 =

 
NX

k1=0

ak1

!  
NX

k2=0

bk2

!

On applique alors le th�eor�eme des gendarmes si les deux s�eries convergent. Si une des
deux s�eries est de somme in�nie et l'autre non nulle on minore par le membre de gauche.
Si une des s�eries est nulle, toutes les sommes partielles sont nulles.
Les deux propositions suivantes disent que pour une s�erie positive, la somme ne d�epend
pas de la fa�con dont on ordonne et regroupe les calculs.

Proposition 4.2.4. Associativit�e. Si (nm )m2 N est une suite croissante d'entiers telle que
n0 = 0 et de limite + 1 , les s�eries positives de terme g�en�eralam � 0 et � m =

P nm +1 � 1
n= nm

an

ont même somme :

1X

n=0

an =
1X

m=0

 nm +1 � 1X

n= nm

an

!

in R+ ; (an � 0) :

D�emonstration : Il su�t d'�ecrire pour � � nM +1 � 1 � N ,

�X

n=0

an �
MX

m=0

� m �
NX

n=0

an

et d'utiliser le th�eor�eme des gendarmes, ou simplement une minoration si la somme de
gauche tend vers +1 , avec� ! 1 (et donc M ! 1 , N ! 1 ).

Proposition 4.2.5. Commutativit�e. Si p est une bijection deN sur N (permutation de
N), alors les s�eries positives de terme g�en�eralan � 0 et ap(n) ont même somme.

D�emonstration : Si p est une permutation deN, alors pour tout N il existe M (N ) et
L(N ) tels que

f p(n); 0 � n � N g � f 0; : : : ; M (N )g � f p(n); 0 � n � L(N )g ;

avec limN !1 M (N ) = lim N !1 L(N ) = + 1 . On a alors

NX

n=0

ap(n) �
M (N )X

n=0

an �
L (N )X

n=0

ap(n) :

En consid�erant la limite N ! 1 , le th�eor�eme des gendarmes, ou une simple minoration
si la somme de gauche tend vers +1 , entrâ�ne l'�egalit�e des sommes des deux s�eries.
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4.2.2 Comparaison int�egrale et s�erie.

Le r�esultat suivant donne un moyen simple d'�etudier des s�eries positives.

Proposition 4.2.6. Soit f une fonction continue, positive ou nulle et d�ecroissante sur
[a;+ 1 [. Les in�egalit�es suivantes ont lieu dansR+

1X

k=1

f (a + k) �
Z 1

a
f (t) dt �

1X

k=0

f (a + k) :

D�emonstration : On rappelle qu'une fonction continue admet une primitive. Soit F
une primitive de f sur [a;+ 1 [. La fonction F � F (a) est croissante et admet donc une
limite

lim
t !1

F (t) � F (a) =
Z + 1

a
f (t) dt =

1X

k=0

Z a+ k+1

a+ k
f (t) dt 2 R+ [ f + 1g :

On a pour k 2 N

8t 2 [a + k; a + k + A]; f (a + k + 1) � f (t) � f (a + k) :

En int�egrant entre a + k et a + k + 1, on obtient

f (a + k + 1) � 1 �
Z a+ k+1

a+ k
f (t) dt � f (a + k)

et il su�t d'utiliser le principe de comparaison des s�eriespositives.
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4.2.3 Application.

D�e�nition 4.2.7. On appelle s�erie de Riemann une s�erie de terme g�en�eral1n � , n 2 N� ,
avec� 2 R .
On appelle s�erie de Bertrand une s�erie de terme g�en�eral 1

n � ln � n
, n � 2, avec�; � 2 R .

Th�eor�eme 4.2.8. La s�erie de Riemann de terme 1
n � , n > 0, converge si et seulement si

� > 1.
La s�erie de Bertrand de terme 1

n � ln � n
converge si et seulement si� > 1 ou � = 1 et

� > 1.

D�emonstration : S�erie de Riemann : Si � � 0 alors 1=n� = n� � ne tend pas vers 0
quand n ! 1 . Donc

P 1
n=1 1=n� = + 1 .

Pour � < 0 la fonction f � (t) = 1
t � est d�ecroissante et positive sur [1; + 1 [ . Il su�t donc

de regarder la limite quandx ! + 1 de
Z x

1

dt
t �

=
� � 1

(� � 1)x � � 1 + 1
(� � 1) si � 6= 1

ln x si � = 1 :

On voit que f � est int�egrable sur [1; 1 [ si et seulement si� > 1 .
S�erie de Bertrand : Pour � < 1 on �ecrit

1

n� ln� n
=

1

n
� +1

2

n
1� �

2

ln� n
:

Comme 1� �
2 > 0, on a limn!1

n
1� �

2

ln � n
= + 1 . On peut trouver une constanteC > 0 telle

que
1

n� ln� n
�

C

n
1+ �

2

:

On obtient
1X

n=2

1

n� ln� n
�

1X

n=2

C

n
1+ �

2

= + 1 (� < 1) :

De fa�con similaire, pour � > 1, on obtient en utilisant limn!1
1

n � � 12 ln � n
= 0 :

1X

n=2

1

n� ln� n
�

1X

n=2

C

n
� +1

2

< + 1 (� > 1) :

En�n dans le cas � = 1, on remarque que la fonctionf (t) = 1
t ln � t

est d�ecroissante pour
t � t � . Sa primitive vaut

Z x dt

t ln� t
=

� � 1
(� � 1) ln � � 1 x

+ K si � 6= 1
ln(ln x) + K si � = 1 :
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4.3 S�erie absolument convergente.

4.3.1 D�e�nition et convergence.

D�e�nition 4.3.1. On dit qu'une s�erie de terme g�en�eral an , r�eelle ou complexe, est
absolument convergente si

1X

n=0

jan j < + 1 :

Th�eor�eme 4.3.2. Dans R ou C, toute s�erie absolument convergente converge.

D�emonstration : On note SN =
P N

n=0 an et � N =
P N

n=0 jan j. Pour N � M , on a

jSN � SM j =

�
�
�
�
�

NX

n= M +1

an

�
�
�
�
�

�
NX

n= M +1

jan j � � N � � M :

Comme la suite (� n )n2 N converge, elle est de Cauchy. Pour" > 0, il existe N" 2 N tel que

8N � M � N" ; jSN � SM j � � N � � M � " :

La suite des sommes partielles (SN )N 2 N est de Cauchy dansR (resp. C) qui est complet,
elle converge dansR (resp. C) .

Remarque. Pour une s�erie positive convergence et absolue convergence signi�e la même
chose.

4.3.2 Principes de comparaison.

Proposition 4.3.3. Pour deux s�eries num�eriques de terme g�en�eralan et bn telles que
an = O(bn ), alors la s�erie

P
an est absolument convergente d�es que

P
bn l'est.

D�emonstration : Supposons
P 1

n=0 jbn j < + 1 . Comme an = O(bn ) alors il existe
C > 0 telle que

8n 2 N; jan j � C jbn j :

Cela entrâ�ne
P 1

n=0 jan j �
P 1

n=0 jbn j < + 1 .

Corollaire 4.3.4. Si les termes g�en�eraux sont �equivalentsan � bn , alors la s�erie
P

an

converge absolument si et seulement si
P

bn converge absolument.

D�emonstration : L'�equivalence an � bn implique an = O(bn ) et bn = O(an) .

Exemple. Toute s�erie
P

an telle que an = O
�

1
n �

�
, � > 1 est absolument convergente.

Même chose sian = O( 1
n � ln � n

), avec � > 1, ou (� = 1 et � > 1) est absolument
convergente.
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Th�eor�eme 4.3.5. Crit�ere de d'Alembert. Si limn!1
jan +1 j

jan j = L, alors la s�erie
P

an est
absolument convergente siL < 1 et ne converge pas sijL j > 1
Crit�ere de Cauchy. Si limn!1 jan j1=n = L alors la s�erie

P
an est absolument convergente

si L < 1 et ne converge pas siL > 1.

D�emonstration : d'Alembert Notons d'abord que l'hypoth�ese contientan 6= 0 pour
n � N0 avec N0 assez grand. Supposons limn!1

jan +1 j
jan j = L < 1, alors on peut trouver

N 2 N tel que

8n � N; jan+1 j �
L + 1

2
jan j :

On obtient jan j = O(%n ) avec %= L +1
2 < 1. Comme

P 1
n=0 %n < + 1 , la s�erie

P
an est

absolument convergente.
SupposonsL > 1, alors il existeN 2 N, N � N0 tel que

8n � N; jan+1 j �
L + 1

2
jan j � j aN j > 0:

Comme le termean ne tend pas vers 0, la s�erie ne peut pas converger. .
Cauchy Si limn!1 jan j1=n = L < 1, alors il existeN 2 N tel que

8n � N; jan j �
�

L + 1
2

� n

et on conclut comme pr�ec�edemment.
Si L > 1, on peut trouver N 2 N tel que

8n � N; jan j �
�

L + 1
2

� n

� 1

et on conclut comme pr�ec�edemment.

4.3.3 Op�erations sur les s�eries absolument convergentes .

Proposition 4.3.6. Dans R ou C, la combinaison lin�eaire ou la s�erie produit de deux
s�eries absolument convergentes est absolument convergente. On a de plus les formules

1X

n=0

(�a n + �b n ) = �

 
1X

n=0

an

!

+ �

 
1X

n=0

bn

!

1X

n=0

 
nX

k=0

akbn� k

!

=

 
1X

n=0

an

!  
1X

n=0

bn

!

:

D�emonstration : L'absolue convergence vient de la domination

j�a n + �b n j � j � j jan j + j� j jbn j
�
�
�
�
�

nX

k=0

akbn� k

�
�
�
�
�

�
nX

k=0

jak j jbn� k j
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et du r�esultat sur les s�eries positives (membre de droite).
Les formules s'obtiennent ensuite comme ceci :
{ Pour la combinaison lin�eaire, on passe �a la limite dans l'�egalit�e

NX

n=0

(�a n + �b n ) = �

 
NX

n=0

an

!

+ �

 
NX

n=0

bn

!

:

{ Pour la s�erie produit on utilise passe �a la limite dans l'in�egalit�e :

�
�
�
�
�

 
NX

n=0

an

!  
NX

n=0

bn

!

�
NX

n=0

 
nX

k=0

akbn� k

! �
�
�
�
�

�
X

N<k 1+ k2

jak1 j jbk2 j

�

0

@
1X

k1= E (N=2)

jak1 j

1

A

 
1X

k2=0

jbk2 j

!

+

 
1X

k1=0

jak1 j

! 0

@
1X

k2= E (N=2)

jbk2 j

1

A

o�u le membre de droite tend vers 0 quandN ! 1 . On a utilis�e le fait que k1 + k2 > N
entrâ�ne k1 > N= 2 ou k2 > N= 2 .

Les r�esultats suivants permettent de regrouper les calculs comme on veut si la s�erie
converge absolument.

Proposition 4.3.7. Associativit�e. Si (nm )m2 N est une suite croissante d'entiers telle
quen0 = 0 et de limite + 1 et si la s�erie de terme g�en�eral am est absolument convergente
alors la s�erie � m =

P nm +1 � 1
n= nm

an est absolument convergente et de même somme.
Commutativit�e. Si p est une bijection deN sur N (permutation deN), alors la s�erie de
terme g�en�eral an est absolument convergente si et seulement si la s�erie de terme g�en�eral
ap(n) l'est. Dans l'a�rmative les deux s�eries ont même somme.

D�emonstration : Si
P 1

n=0 jan j < 1 , l'associativit�e et la commutativit�e des s�eries
positives donnent alors

1X

m=0

j� m j �
1X

m=0

 
nm +1 � 1X

n= nm

jan j

!

=
1X

n=0

jan j < 1

1X

n=0

�
�ap(n)

�
� =

1X

n=0

jan j < 1 :

Les s�eries de termes� m et ap(n) sont absolument convergentes.
On compare les limites maintenant. Pour l'associativit�e,on �ecrit

M � 1X

m=0

� m =
nM � 1X

n=0

an
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et on passe �a la limite quandM ! 1 . Pour la commutativit�e, la bijectivit�e de p permet
d'�ecrire pour N 2 N

f p(n); 0 � n � N g � f 0; : : : ; M (N )g � f p(n); 0 � n � L(N )g ;

avec limN !1 M (N ) = lim N !1 L(N ) = + 1 . La majoration
�
�
�
�
�
�

M (N )X

n=0

an �
NX

n=0

ap(n)

�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�

L (N )X

n=0

ap(n) �
NX

n=0

ap(n)

�
�
�
�
�
�
+

�
�
�
�
�
�

M (N )X

n=0

an �
L (N )X

n=0

ap(n)

�
�
�
�
�
�

�
+ 1X

n= N +1

�
�ap(n)

�
� + �

+ 1X

n= N +1

jan j

o�u le membre de droite tend vers 0 quandN ! 1 , donne

1X

n=0

an =
1X

n=0

ap(n) :

R�esum�e : On a le droit de faire les même choses avec les s�eries absolument convergentes
qu'avec les s�eries positives.

4.4 S�eries semi-convergentes.

4.4.1 G�en�eralit�es.

D�e�nition 4.4.1. On dit qu'une s�erie de R ou C est semi-convergente si elle converge
mais n'est pas absolument convergente.

D�e�nition 4.4.2. On dit qu'une s�erie de terme g�en�eral an 2 R est altern�ee si an =
(� 1)n jan j (ou an = ( � 1)n+1 jan j).

Th�eor�eme 4.4.3. Une s�erie altern�ee de terme g�en�eral an et telle que la suite(jan j)n2 N

soit d�ecroissante et de limite nulle, converge.

D�emonstration : Supposonsan = ( � 1)n jan j pour �xer les id�ees. L'�egalit�e

SN +2 � SN = aN +2 + aN +1 = ( � 1)N +1 (jaN +1 j � j aN +2 j)

et la d�ecroissance de (jan j)n2 N impliquent que la suite (S2N )N 2 N est d�ecroissante tandis que
la suite (S2N +1 )N 2 N est croissante. On a de plus limN !1 S2N +1 � S2N = lim N !1 a2N +1 = 0
de telle sorte que les deux suites sont adjacentes. Elles ontmême limite et toute la suite
(SN )N 2 N converge vers cette limite.

Exemple. La s�erie de terme g�en�eral (� 1)nn� 1 est semi-convergente.
N.B. On n'a pas le droit de regrouper les termes ou de permuter les termes d'une s�erie
semi-convergente.
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Exemple. On reprend l'exemple ci-dessus avecan = ( � 1)nn� 1 . Pour nm = 2m , on pose
� 0

m =
P nm � 1

k= nm � 1
a2k et � 1

m =
P nm � 1

k= nm � 1
a2k+1 . On a � m =

P nm +1 � 1
n= nm

an = � 0
m + � 1

m . Mais

� 0
m =

2m � 1X

k=2 m � 1

1
2k

� 2m� 1 1
2m

=
1
2

:

On a
2M � 1X

n=1

(� 1)n

n
=

MX

m=1

� 0
m +

MX

m=1

� 1
m

mais on ne peut pas passer �a la limite dans le membre de droite(Forme Ind�etermin�ee
avec

P M
m=1 � 0

m = + 1 et
P M

m=1 � 1
m = �1 .

Remarque. De la même fa�con la s�erie produit de deux s�eries semi-convergentes peut ne
pas converger. La seule op�eration permise est la combinaison lin�eaire.

4.4.2 R�egle d'Abel.

La r�egle d'Abel repose sur une int�egration par partie discr�ete qui permet de montrer que
certaines s�eries convergent. Pour une suite (Uk)k2 N on note (U0

k)k2 N la suite donn�ee par

U0
k = Uk+1 � Uk =

Uk+1 � Uk

1
:

Lemme 4.4.4. Soit (Uk)k2 N et (Vk)k2 N deux suites r�eelles ou complexes. On a la formule

KX

k=1

U0
kVk = [ UK +1 VK � U1V0] �

KX

k=1

UkV 0
k� 1

D�emonstration : On �ecrit

U0
kVk + UkV 0

k� 1 = ( Uk+1 � Uk)Vk + Uk(Vk � Vk� 1) = Uk+1 Vk � UkVk� 1 :

La somme
P K

k=1 U0
kVk + UkV 0

k� 1 est une somme t�elescopique �egaleUK +1 VK � U1V0.

Th�eor�eme 4.4.5. R�egle d'Abel. Si une s�erie de terme g�en�eralan est born�ee et si la suite
(bn )n2 N est positive, d�ecroissante et de limite nulle, alors la s�erie de terme g�en�eral anbn

converge.

D�emonstration : Pour N 2 N et K 2 N� , on �ecrit

N + KX

k= N +1

akbk =
KX

k=1

U0
kVk = UK +1 VK � U1V0 �

KX

k=1

UkV 0
k� 1 :
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avecUn =
P N + n� 1

k= N ak , et Vn = bN + n . On obtient

N + KX

k= N +1

akbk =

 
N + KX

k= N

ak

!

bN + K � aN bN �
KX

k=1

Uk(bN + k � bN + k� 1) :

Les hypoth�eses sur la suite (bn )n2 N et la borne suppos�eejUn j � C donnent
�
�
�
�
�

KX

k=1

Uk(bN + k � bN + k� 1)

�
�
�
�
�

� � C
NX

k=1

(bN + k� 1 � bN + k ) � CbN :

Pour " > 0, il existe N" 2 N tel que

8N; M � N" ;

�
�
�
�
�

MX

k=0

akbk �
NX

k=0

akbk

�
�
�
�
�

� CbN " � " :

(Prendre M = N + K avec N � N" et K 2 N) . La suite des sommes partielles
(
P N

k=0 akbk )N 2 N est de Cauchy. Donc elle converge dansR (ou C) .
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4.5 Exercices.

Exercice 4.1. Constante d'Euler .

1. Pour n 2 N� , montrer l'in�egalit�e
�
�
�
� ln(n + 1) � ln(n) �

1
n

�
�
�
� �

1
n2

:

Indication : Int�egrer entre 0 et 1 la d�eriv�ee de t ! ln(n + t) � ln(n) � t
n .

2. En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eralln(n+1) � ln(n) � 1
n , n 2 N� , est absolument

convergente.

3. En d�eduire qu'il existe  2 R tel que

lim
N !1

NX

n=1

1
n

� ln(N ) =  :

Ce nombre est appel�e constante d'Euler.

Exercice 4.2. Fonction zeta Soit s 2 C tel queRes > 1.

1. Montrer que la s�erie de terme g�en�eral 1
ns , n 2 N� est absolument convergente. La

fonction

� (s) =
1X

n=1

1
ns

est la fonction zeta introduite par B. Riemann.

2. En notant pi , le i �eme nombre premier. Montrer que le produit

� 1
i =1

�
1

1 � p� s
i

�

converge. Indication : on utilisera la minorationpi � i et l'�equivalenceln(1+ u) � u
quandu ! 0.

3. V�eri�er l'identit�e
1

1 � p� s
i

=
1X

k=0

p� ks
i :

4. Montrer l'encadrement

IX

n=1

1
ns

�
IY

i =1

�
1

1 � p� s
i

�
�

1X

n=1

1
ns

:

5. En d�eduire � (s) =
Q 1

i =1

�
1

1� p� s
i

�
.
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Exercice 4.3. Int�egrale impropre et s�erie. Soit f : [a;+ 1 [! R une fonction
continue. In note

I n =
Z a+ n+1

a+ n
f (t) dt et An =

Z n+1

n
jf (t)j dt :

1. On supposef � 0, montrer que
R+ 1

a f (t) dt converge si et seulement si la s�erieP
I n converge.

2. Montrer que si la s�erie
P

I n converge etlimn!1 An = 0 alors l'int�egrale impropreR+ 1
a f (t) dt converge.

3. Donner un exemple de fonction p�eriodique qui montre que la condition limn!1 An =
0 est n�ecessaire.

4. Que dire def (t) = sin(t� )
t d�e�nie pour t � 1 .

Exercice 4.4. Un ivrogne part �a un instant donn�e d'un point donn�e. �A chaque seconde, il
fait un pas dans une direction inconnue (et qui peut changer de fa�con arbitraire �a chaque
pas). Comme il se fatigue, ses pas sont de plus en plus courts.Peut-on pr�evoir qu'au bout
d'un certain temps il restera �a moins d'un m�etre d'une certaine position si on admet que
la longueur de sonn-i�eme pas est :

1. 1=n m�etre ?

2. 1=n2 m�etre ?

Exercice 4.5. Soient, pour n > 0, un =
n!en

nn+ 1
2

et vn = ln un .

1. Etudier la serie de terme g�en�eral wn o�u, pour n � 2; wn = vn � vn� 1 et w1 = v1.

2. En d�eduire, en utilisant la convergence de la suite des sommes partielles dewn , que
la suite un converge vers� > 0.

3. D�eterminer � en utilisant la formule de Wallis : limn! + 1
22n (n!)2

p
n(2n)!

=
p

� . En

d�eduire un �equivalent den!.
Indication : Exprimer n! (respectivement(2n)!) en fonction deun (resp. deu2n) et
remplacer-les dans la formule de Wallis.

Exercice 4.6. Soit S =
1X

n=1

(� 1)n� 1

n3
. Donner une valeur approch�ee deS en garantissant

une erreur inf�erieure ou �egale �a 10� 3.

Exercice 4.7. Etudier la s�erie de terme g�en�eral

un =
an2

p
n

2
p

n + bn
o�u a > 0; b > 0:

Indication : Chercher un �equivalent suivant les valeurs deb.
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Exercice 4.8. Etudier les s�eries de terme g�en�eral

1.
un =

p
n! sinx sin

x
p

2
� � � sin

x
p

n
avecx > 0:

2.
vn = ean2

(1 �
a
n

)n3

Exercice 4.9. Etudier les s�eries de terme g�en�eral

1.

un = cos(
�n 2

2n2 + an + 1
) aveca > 0

2.
vn = e�

p
n

3.
wn = (1 �

1
n2

)n

Exercice 4.10. Soit (un ) une suite de r�eels strictement positifs, on suppose que

lim(
un+1

un
) = 1 et que

un+1

un
= 1 �

�
n

+ O(
1
n�

) , o�u � > 0 � > 1:

On posevn = n� un . Etudier
vn+1

vn
et montrer que(vn ) a une limite �nie. Application :

Etudier la s�erie de terme g�en�eral

un =
p

n! sin 1 sin
1

p
2

� � � sin
1

p
n

:

Exercice 4.11. D�eterminer la nature de la s�erie de terme g�en�eral :

1.
n!
nn

; (cosh
p

ln n)� 2 ; n� (1+(1 =n))

2.
1

p
n

ln(1 +
1

p
n

) ;
ln n

ln(en � 1)
; nlnn e�

p
n

Exercice 4.12. Etudier, suivant les valeurs dep 2 N, la nature de la s�erie de terme
g�en�eral :

un =
1! + 2! + � � � + n!

(n + p)!
:

Exercice 4.13. Calculer les sommes des s�eries suivantes, en montrant leurconvergence :

1.
P

n� 0(n + 1)3 � n

2.
X

n� 0

n
n4 + n2 + 1
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3.
X

n� 3

2n � 1
n3 � 4n

Exercice 4.14. Soit (un) une suite r�eelle positive etSn =
nX

p=0

up: Comparer la nature des

s�eries (
P

un) et (
X un

Sn
):

Exercice 4.15. Etudier les s�eries de terme g�en�eral

1.

un =
(� 1)n

(ln n)(n1=n)

2.

vn =
(� 1)n

p
n� + ( � 1)n

o�u � > 0

3.

wn = ln(1 +
(� 1)n

n�
) o�u � > 0

Indication : Des calculs de D.L. peuvent etre fructueux ...

Exercice 4.16. Le but de cet exercice est de montrer la convergence de l'int�egrale

g�en�eralis�ee suivante
Z 1

0

dx
1 + x4 sin2 x

:

Pour cela, on consid�ere la s�erie de terme g�en�eral

un =
Z (n+1) �

n�

dx
1 + x4 sin2 x

:

Par un changement de variable, transformerun en

un =
Z �

0

dx
1 + ( n� + x)4 sin2 x

Encadrer ensuiteun par les termes de la suitevn o�u

vn =
Z �

0

dx
1 + ( n� )4 sin2 x

Calculer explicitement l'int�egrale vn et en d�eduire un �equivalent deun . Conclure.

Exercice 4.17. Soit un une suite d�ecroissante �a termes positifs. On suppose(
P

un )
converge. Montrer que

lim
n!1

(nun ) = 0 :

Indication : Encadrer
P n

p+1 uk pour n > p . Puis revenir aux d�e�nitions des limites avec
les epsilons.
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Exercice 4.18. Soient
P

n� 0 un ,
P

n� 0 vn deux s�eries �a termes r�eels strictement positifs.
On suppose que

P
n� 0 vn converge, et que

8n 2 N;
un+2

un
�

vn+2

vn
:

Montrer que
P

n� 2 un converge.

Exercice 4.19. En justi�ant votre r�eponse, classer les dix s�eries
P

un suivantes en 4
cat�egories
{ GD : celles telles queun ne tend pas vers 0 ;
{ ZD : celles qui divergent et telles quelim un = 0;
{ AC : celles qui convergent absolument ;
{ SC : celles qui convergent, mais non absolument.
(Attention : pour pouvoir r�epondre, certaines s�eries demandent deux d�emonstrations : par
exemple pour montrer que

P
un est SC, il faut montrer que

P
un converge et que

P
jun j

diverge.

1X

n=1

�
(� 1)n

n
+

1
n2

�
;

1X

n=1

� p
n + 1 �

p
n

�
;

1X

n=1

1
p

n

� p
n + 1 �

p
n

� 2
;

1X

n=1

�
1
n

� log(1 +
1
n

)
�

;
1X

n=1

n!
nn

;
1X

n=1

�
1 � (1 �

1
n

)n

�
;

1X

n=1

2n + 1000
3n + 1

;
1X

n=1

(1 � cos
�
n

);
1X

n=1

sin(�n ) sin(
�
n

);
1X

n=0

 
nX

k=0

1
2k

1
3n� k

!

:

Exercice 4.20. 1. On rappelle que la s�erie harmonique altern�ee converge et a pour
somme

1X

n=1

(� 1)n

n
= � log 2:

Montrer la convergence des deux s�eries
P 1

k=1

�
1

2k� 1 � 1
2k

�
et

P 1
k=1

�
1

2k+1 � 1
2k

�
et

calculer leur somme �a l'aide du rappel ci dessus.

2. D�ecomposer en �el�ements simples la fraction rationnelle 1
4x3 � x .

3. Montrer la convergence de la s�erie
P 1

k=1
1

4k3 � k et calculer sa somme �a l'aide de ce
qui pr�ec�ede.

4. L'int�egrale impropre
R1

1
dx

4x3 � x converge t-elle ? Si oui, la calculer.
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