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3 Suites réelles et complexes.

T.E.S.
L’objet de cette partie est d’introduire la notion de suite & valeurs dans R ou C et définir une notion de

limite pour de telles suites.

3.1 Définitions et premiers exemples.

On introduit ici les notions de suite réelle et de suite complexe simultanément. Pour ce faire, le symbole
K désignera soit R, pour les suites réelles, soit C, pour les suites complexes.

Définition 3.1. Une suite a valeurs dans K est une application v : D — K, ou D est une partie non vide
de N. D est le domaine de définition de la suite u. Pour n € D, la valeur de w en n, & savoir u(n), est
aussi notée par u,. C’est un élément de K. On désigne parfois u par (un)nep. Lorsque D est finie, on
dit que u est une suite finie. Lorsque D est infinie, on dit que u est une suite infinie.

L’ensemble des suites définies sur une partie non vide D de N et a valeurs dans K est noté KP.

Une suite a valeurs dans R est appelée suite réelle. Une suite a valeurs dans C est appelée suite complexe.

On va surtout s’intéresser aux suites infinies car, pour celles-ci seulement, on aura une notion de limite.

Considérons quelques exemples de suites réelles.

Soit v : N* — R définie par, pour n € N*, u,, = 1/n. Soit v : N — R définie par, pour n € N,
vp, = 1/(n+1). Soit D = [3; 400 et w: D — R définie par, pour n € N, w,, = 1/n. Bien que ces trois
suites se ressemblent, elles sont différentes.

Soit x : N — R définie par, pour n € N, x,, = 1 si n est pair, et z,, = —1, si n est impair. On remarque
que, pour tout n € N, on a une formule pour z,, & savoir z, = (—1)". Donc z = ((—=1)")pen-
Soit y : N* — R définie par, pour n € N*, y, = n,sin < 7, et y, = —1, si n > 7. On remarque que

y n’est pas une suite constante mais elle est constante égale a —1 a partir du rang 8, c’est-a-dire si ’on
oublie les 7 premiers termes.

Pour un entier naturel n, la formule
™m+5

n(n—3)

a un sens exactement quand n € N\ {0;3} et le résultat est un nombre réel. On peut donc définir une
suite u: D — R par D =N\ {0;3} et, pour n € D,

™m+5
n(n—3)°

Uy =

On peut aussi considérer la suite v : D' — R par D' = [4; 4o0[ et, pour n € D’,

™+ 5
v, = ——— .
" n(n —3)
‘est en fait la restriction de w & D’.
Pour n € N, la formule
1
sin (n%)

T.T.D.
n’a de sens que si n & {4k; k € N} := 4N. En posant D = N\ (4N), qui est une partie infinie de N, la
suite u : D — R donnée par, pour n € D,

1

n = sin (n%)
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T.T.D. dst bien définie et est infinie.

Considérons maintenant des exemples de suites complexes.

Soit u : N — C définie par, pour n € N, u,, = i". En notant par exp I'exponentielle complexe, soit
TES. v : N — C définie par, pour v € N, w,, = exp(inm/6). Soit w : N* — C définie par, pour n € N*,

wy, = (1/n) + (i/n?).

3.2 Suites récurrentes.

Une importante classe de suites est formée par les suites récurrentes que ’'on va définir ici. On va voir
deux types de suite récurrente : les suites récurrentes associées a une fonction, d’une part, et les séries

TES. (et produits), d’autre part. On rappelle que K désigne R ou C.

3.2.1 Suites récurrentes associées a une fonction.

On se donne une fonction f : D — K, ou le domaine de définition D de f est une partie non vide de
K. On veut construire de proche en proche une suite v : N — K en choississant ug € D, en posant
u; = f(ug), puis us = f(uy), et ainsi de suite. Est-on stir de définir ainsi une suite ? Est-on str d’en
définir qu’une, une fois que ug a été choisi 7
Un premier probleme est le suivant : il se pourrait que, pour un certain n € N, u,, € D. Dans ce cas, nous
ians daps Vincapacité de définir u,,; puisque-kemde=peyt appliquer f & u, §C’est précisément ce qui
se passe dans l'exemple suivant : on prend f : [1;400[— R donnde par J(z) = vz — 1 et up = 2. On
L.C. a bien ug € [1;+o00[ donc uy = f(up) = f(2) = 1. On a bien u; € [1;+o00[ donc ug = f(uy1) = f(1) = 0.
Mais ug & [1;+o00].
On va voir que l'on peut éviter ce probleme en imposant que 'image de la fonction f soit incluse dans
son domaine de définition.
Le second probleme est lié au fait que 1'on doit définir u,, pour tout n € N. Pour un n explicite, par
exemple n = 10, on peut le faire en calculant successivement les termes wuq, --- ,ug puis définir uig par
f(ug). Comme on doit faire cela pour tout n € N, on est confronté & une procédure infinie, sans savoir
si elle est justifiée. Par bonheur, le théoreme de récurrence va nous permettre vérifier que ’on construit
bien ainsi une suite (et une seule, une fois le premier terme choisi).

Proposition 3.2. Soit f : D — K une application dont le domaine de définition D est une partie non
vide de K. On suppose que l'image par f de D est incluse dans D, c’est-a-dire que

f(D) == {f(x); xeD} C D.

Pour tout d € D, il existe une unique suite u : N — D vérifiant ug = d et
T.E.S.

VneN, upt1 = flun). (3.1)

Remarque 3.3. Pour montrer cette proposition 3.2, on se trouve confronté a une difficulté subtile et tenace.
On renvoie au paragraphe 9.2.2 pour un éclaircissement a ce sujet.

Preuve de la proposition 3.2 : Voir dans le paragraphe 9.2.3. O

Définition 3.4. On se place dans le cadre de la proposition 3.2. Pour d € D, la suite u est appelée
suite récurrente associée o f de premier terme d. La proposition (3.1) s’appelle la relation de récurrence
satisfaite par u.

On définit maintenant la classe des suites arithmético-géométriques, qui constituent des exemples de

suites récurrentes associées a une fonction. Soit (a;b) € K? et f : K — K donnée par f(z) =a-z +b.
e
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Comme l'image du domaine de f est incluse dans K, le domaine de f, on peut appliquer la proposition 3.2
a cette fonction f. Pour d € K il existe donc une unique suite v : N — K vérifiant ug = d et (3.1). Cette
derniere s’écrit aussi

VneN, upp1 = a-u, + 0. (3.2)

Définition 3.5. Soit (a;b) € K2. Soit d € K. L unique suite u : N — K de premier terme ug = d vérifiant
(3.2) est la suite arithmético-géométrique associée a (a;b) et de premier terme d.

Lorsque b =0, on dit que u est la suite géométrique de raison a et de premier terme d.

Lorsque a = 1, on dit que u est la suite arithmétique de raison b et de premier terme d.

3.2.2 Sommes et séries.

Soit u : N — K une suite. On souhaite effectuer la somme des termes de la suite v du premier terme au
nieme, pour un n € N. Lorsque n = 0, une telle somme est sg = ug. Lorsque n = 1, une telle somme est
$1 = ug + u1. Lorsque n = 2, une telle somme est so = ug + uq + us. Pour n arbitraire, on a envie d’écrire

Sp = Ug + UL F A+ Up1 + Up . (3.3)

On rencontre de nouveau une procédure essentiellement infinie puisque n n’est pas limité. Grace au
théoreme de récurrence, on va pouvoir donner un sens précis a toutes ces sommes.

Proposition 3.6. Soit ng € N, D = [ng;+oo[ et u : D — K une suite. Alors il existe une unique suite
s: D — K vérifiant s,, = up, et

VneD, Spt1 = Sp + Unt1 - (3.4)

Remarque 3.7. Ici aussi, on fait face a la difficulté subtile mentionnée dans la remarque 3.3.

Preuve de la proposition 3.6 : Voir dans le paragraphe 9.2.3. O

Définition 3.8. Soit ng € N, D = [ng;+oo] et u : D — K une suite. La suite s construite dans la
proposition 3.6 est appelée suite des sommes partielles de la suite u. On dit aussi que c’est la série de
terme général u,. On définit plusieurs notations pour les termes de la suite s, qui sont des sommes finies.

Pour n € D, on pose :
Z up = Z up = Z Uy = Sp . (3.5)

k=ng ke[no;n] no<k<n

Le signe Y se dit “somme” ou bien “sigma” (c’est en fait la majuscule de la letire grecque “sigma”). Le
parameétre k dans ces notations est appelé indice de la somme. Lorsque n < ng, on pose par convention

iuk = 0.

k):’I’L(]

Attention, dans la derniere notation de (3.5), il est sous-entendu que l'indice &k de la somme est un entier.
On peut changer le symbole désignant I'indice de ces sommes sans changer les sommes en question. Il n’a
pas d’existence extérieure, il ne sert qu’a décrire la somme. Il joue un roéle similaire & ’indice utilisé dans
une boucle en informatique. En particulier, il ne peut pas apparaitre en dehors de la somme.

Alors que les séries seront étudiées de maniere systématique en L2, on se limitera, dans ce cours, a quelques
exemples. En revanche, on se servira souvent des symboles introduits dans (3.5) qui permettent de décrire
des sommes finies.
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Voyons maintenant quelques propriétés de ces sommes. Prenons une suite u : N* — K. Considérons le

troisieme terme ss3 de la suite s des sommes partielles de u. Par définition, s3 = so + us, So = s1 + ug et
$1 = u1. Donc s3 = u; 4+ us + ug. On peut aussi écrire s3 = ug + us + w1 donc

3
E U = Us—y¢ -
k=1 14

=0

Siv:N — K est définie par v, = up41 alors s3 = uy + ua + ug est aussi vg + vi + v2 donc

3 2 2
E u = E Vg = E Up+1 -
k=1

On peut aussi écrire s3 = (u1 + ug) + ug et s3 = uy + (u2 + ugz) donc

e () () - () - ()

Soit (wy;wa;wsz) € K3 tel que uy = 2wy, us = 2ws et ug = 2ws. On peut écrire s3 = uy + (2w; + 2w3z) =
2wy + 2(we + ws) = 2(wy + (w2 + w3)) = 2(wy + w2 + w3). On a donc

3

3 3
Zuk:Zka:2~Zwk.
k=1

k=1 k=1

Si z : N* — K est une autre suite, on peut considérer la somme (u; + x1) + (u2 + z2) + (usz + x3) et
Décrire (u1 + ug + uz) + (21 + x2 + x3) donc

Z(Uk + x) = (Z uk> + (Z .Z‘k> )
k=1 k=1 k=1

On sent que ces propriétés sont générales, elles ne dépendent pas du nombre de termes dans la somme.
On s’attend donc a ce qu’elles soient vraies quelque soit le nombre de termes. Comme ce dernier n’est
pas majoré, on va avoir besoin du théoréeme de récurrence pour les établir dans le cas général. C’est ce
que 'on fait dans la proposition suivante.

Proposition 3.9. Soit ng € N. Soit u : [ng; +oo] — K et v : [ng; +oo] — K. Soit A € K. Pour n > no,

n q n
Vq € [no;n] , Z ug = Z ug + Z Uk (3.6)

k=ng k=ng k=q+1
n n+m
VmeN, Z up = Z Up—m (3.7)
k=ngo l=np+m
n n—m
Ym € [0;n0] , Z up = Z Uptm (3.8)
k=ng l=nog—m
n n—no
Z U = Z Up,—y¢ (3.9)
k‘=TLO =0

Doouk = D Untne—p (3.10)

k=ng p=ng
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Zn: )\uk = X i: Uk (3.11)
k=ng k=ng
> (uk + ) = (Z Uk:) + (Z w) . (3.12)
k=ng k=ng k=ng
Soowe = > w, (3.13)
k=ng k=ng
w0 usl (3.14)
k=ng k=ng

Si u est constante égale a ¢ € K alors, pour tout n > ng,

Zuk:c-(n—no—i—l), (3.15)

k=n0

c’est-a-dire ¢ fois le nombre d’éléments dans [no;n].

%ve/'_w Admise.

1. Pour n > ng, soit P(n) = ((3.6) est vraie). Pour n = ng, on a (3.6) est vraie d’apres la convention
adoptée dans la définition 3.8. Supposons que P(n) soit vraie pour un n > ng. On a, par la

définition 3.8,
n+1 n
Z U = (Z uk> + Unt1,

k:’no k:’no
ce qui est précisément la formule dans (3.6) pour n remplacé par n + 1 et ¢ = n + 1. Maintenant,
soit g € [no;n]. On a, par la définition 3.8 et par ’hypotheése de récurrence,

n+1 n q n q n+1
E Uk = E Uk | + Unt1 = E ug | + 5 Uk | + Upt1 = E ug | + E U
k=ng k=ng k=ng k=q+1 k=ng k=q+1

Donc P(n+ 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4), P(n) est vraie pour tout
n > ng. On a donc montré (3.6).

2. Pour n > ng, soit Q(n) = ((3.7) est vraie). Pour n = ng, on a

70 no+m
§ U = Uny = U(ng+m)—m = E Ug—m
k=ng l=nog+m

donc Q(ng) est vraie. Supposons que Q(n) soit vraie pour un n > ng. Soit m € N. On a, par la
définition 3.8 et par '’hypothese de récurrence,

n+1 n n+m (n+1)+m
Z Uk = (Z uk) + Unpr = ( Z “fm) T Unt14m)—m = Z t=m -

k=ng k=ng l=nog+m l=no+m

Donc Q(n + 1) soit vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4), Q(n) est vraie pour
tout n > ng. On a donc montré (3.7).

Soit m € [ng; n]. On applique (3.7) avec ng remplacé par ng—m, u remplacée par w = (Ugtm)e[ng—mi+oo[s
n remplacé par n —m :

n—m n—m (n—m)+m (n—m)+m n
E : Uetm = E Wy = E We—m = E U —m)+m — E ug ,
L=no—m L=ng—m l'=(ng—m)+m '=(no—m)+m k=ngo

ce qui donne (3.8).
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3. Pour n > ng, soit
n n—no
R(n) = <VxEK["°;+°°[, Z T = Z mn_g> )
k=no £=0

R(ng) est vraie car, pour tout = € Klroit>l et n = ng, x,,, = x,,_o. Supposons que R(n) soit vraie
pour un n > ng. Soit z € Ko+l Pour p > ny, soit Wp = Tp41- On a w € Klroitol On a, par
(3.6) avec n remplacé par n + 1, u remplacé par = et ¢ = no,

n+1 n+1 n+1 n
Zxkz ( Z xk) t Tp, = ( Z wkl) t Tng = <Zwk> t Tng

k=ng k=no+1 k=no+1 k=ng

d’apres (3.8) pour u remplacée par w et m = 1. D’apres ’hypothese de récurrence appliquée & w,

on a
n+1 n—mno n—mngo n+l—ng
§ T = § Wn—¢ + Tp, = E Tn41—¢ + Tn41—(n+l1—no) — E Tn41—£ -
k=ngo £=0 =0 =0

Donc R(n+ 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4), R(n) est vraie pour tout
n > ng. On a donc montré (3.9) puisque u € Klroiteel,

4. Pour p € [no;n], soit yp = Uptne—p €t, pour p > n, y, = 0. On a donc, par (3.9) appliquée a y,

n n n—ngo n—no n
E Up4ng—p = E Yp = § Yn—t = § Up4ng = E U
p=ngo p=ngo {=0 £=0 k=ngo

par (3.8) avec m = ng. On a montré (3.10).
5. Pour n > ng, soit
S(n) = (Z (Aug +vg) = A - <Z uk> + (Z vk>> .
k?:no ]C:no k?:n()

Comme (Aup, + Ung) = Mtngy) + (Vng), S(ng) est vraie. Supposons que S(n) soit vraie pour un
n > ng. On a, par la définition 3.8 et par hypothese de récurrence,

n+1 n
Z (Aup + vg) = <Z (Augp + Uk)) + (Aupt1 + vnt1)

k=ng k=ng
= \- <Z uk> + (Z Uk> + Aipt1 + Unt1
k=ng k=ng
n+1 n+1
- (Z0) - ()
k=ng k=ng

par la définition 3.8. Donc S(n+ 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4), S(n)
est vraie pour tout n > ng. D’apres S(n) avec v = 0, on obtient (3.11). D’apres S(n) avec A = 1,
on obtient (3.12).

6. On a, en utilisant S(n) avec A = i et, pour tout k € [ng; n], ux remplacé par Im (ug) et vy remplacé
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par Re (uy),
Z up = Z (Re (ug) + i-Im(uy)) = <Z Re(uk)> + i (Z Im(uk)>
k=no k=ngo k=ngo k=ngo
- (Z Re(uk)> — i (Z Im(uk)> =Y (Re(uk) - i-Im(uk)>
k}:n() k‘:no k):n(]
= > W,
k=ngo
en utilisant encore S(n) mais avec A = —i. On a montré (3.13).

7. Pour n > ng, soit T(n) = ((3.14) est vraie). T (ng) est vraie car

no no
Yo wn] = fung| < Jungl = Y ful
k‘:’rbo k:ng

Supposons que T (n) soit vraie pour un n > ng. Par la définition 3.8, I'inégalité triangulaire et
I’hypothese de récurrence, on a

n+1 n n n n+1
S | = ‘(z ) ] < |5 ] + ] < (z uk|> i = S el
k:ng k=7’LU ]ﬁ',:n() k=n0 k:=n0

Donc T (n+1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4), T (n) est vraie pour tout
n > ng. On a donc montré (3.14).

8. Pour n > ng, soit U(n) = ((3.15) est vraie). U(ng) est vraie car u,, = ¢(ng — ng + 1). Supposons
que U(n) soit vraie pour un n > ng. Par la définition 3.8 et par hypothese de récurrence,

n+1 n
Zuk: (Z uk) T tngr = c-m—mng+1)+ec=c-(n+1-mn+1).

k):’no k?:’n()

Donc U(n+ 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4), U(n) est vraie pour tout
n > ng. On a donc montré (3.15). O

Dans le cadre de I’étude des matrices a coefficients dans K, on rencontre des “sommes doubles” (cf. cours
d’algebre 2). Etant donnés (ng;n1) € N2, soit u : [ng; +oo[ x [n1;4+00] — K une application. Pour
(54) € [no;+oo[ x [n1;400[, on note u;;; = u((4;5)). En fixant ¢ dans [ng; +oo[, on peut considérer la
suite s%* des sommes partielles de la suite (Uis5) jenys+oo]s Cest-a-dire

P

ik

s = § Ug; g
J=m pElna;+oo]

Pour p € [ny;4oo[, les sommes partielles de la suite (si?*(p))i€[n0;+oo|[, & savoir, pour n € [ng; +oof,
n n

Z 517*(p) = Z Z Us; 5 )

i:no i:’n(] j:n1
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sont des “sommes doubles” de .
De méme, pour un j fixé dans [ny; +oo[, on peut considérer la suite s*7 des sommes partielles de la suite

(Uisj)icnos+oo], Cest-a-dire
n
§* = E Ws; 5 .
i=no n€[ng;+ool

Pour n € [ng; +oo], les sommes partielles de la suite (s*7 (1)) j€[n1;4o00[> & savoir, pour p € [ny; +ool,

> s m) = ) (Z Uz‘;j) ;

Jj=n1 j=n1 \i=no

sont aussi des “sommes doubles” de wu.
1l se trouve que les deux constructions précédentes donnent les méme sommes doubles comme 'atteste la

Proposition 3.10. Soit u : [ng; +oo[ x [n1; +oo] — K une application qui, a (i;5) € [no; +oo] x [n1; +oof,
associe w;.;. Pour tout (n;p) € [no; +oo[ x [n1;+oo[, on a

n

Z Zp: Uig | = i <§n: ui;j) : (3.16)

i=ng \Jj=n1 j=n1 \i=ng

Preuve : Pour p € [ny; +oo], soit P(p) la proposition : (pour tout n € [ng; +oo[, (3.16) est vraie).
Comme, pour tout n € [ng; +oo,

n

ni n ni n
5, 5,“%] = §:ui;n1 = § § Wisi |

’i:no j:’l’Ll i:no j:n1 i:no

P(n1) est vraie.
Supposons P(p) vraie pour un p € [n;+oof. Soit n € [ng; +oo[. En utilisant la définition 3.8 et la
proposition 3.9, on a

n p+1 n p n P n
E E Ui | = E E Uizj |+ Wipt1 | = E E Ui |+ E | Uisp1 -
i=ng \Jj=n1 1=no Jj=n1 i=ng \j=n1 i=ng

D’apres ’hypothese de récurrence et la définition 3.8, on en déduit que

i:’ﬂo j:nl j:n1 ’i:n() ’L:no j:n1 i:ng

Ceci étant vrai pour tout n € [ng; +oo[, on a montré que P(p + 1) est vraie.
Par le théoréme de récurrence (cf. théoréeme 1.4 avec ng remplacé par np), la proposition P(p) est vraie
pour tout p € [ny;+oo. O

—r———
3.2.3 Produits, puissances, factorielles.

Dans le paragraphe 3.2.2, on a donné des propriétés sur les sommes finies dans K. De maniére similaire,
on peut traiter les produits finis dans K. On pourrait obtenir un pendant pour chaque propriété sur les
sommes. On se contente ici de donner une notation pour les produits finis, de justifier proprement la suite

@nces d’un nombre et d’introduire la suite des factorielles.

T.E.S.
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Proposition 3.11. Soit ng € N, D = [ng;+oo et v : D — K une suite. Il existe une unique suite
m: D — K vérifiant mp, = up, et

YneD, m, = Ty * Uptl - 3.17
TE.S. i i (3:17)

Preuve : Il suffit de remplacer la somme + de K par le produit - de K dans la preuve de la proposition 3.6
pour obtenir une preuve de la proposition 3.11. Voir dans le paragraphe 9.2.3. O

Comme au paragraphe 3.2.2, on pourrait donner un nom a cette suite 7. On se contente de définir une

notation pour les produits finis :

Définition 3.12. Soit ng € N, D = [ng; +oo[ et u : D — K une suite. On considére la suite w construite
dans la proposition 8.11. On définit plusieurs notations pour les termes de la suite 7, qui sont des produits
finis. Pour n € D, on pose :

ﬁ up = H up = H up = T, - (3.18)

k=ng ke[no;n] no<k<n

Le signe [] se dit “produit” ou bien “pi” (c’est en fait la magjuscule de la lettre grecque “pi”). Le paramétre
k dans ces notations est appelé indice du produit. Lorsque n < ng, on pose par convention

n
Huk = 1.

k:ng

Comme au paragraphe 3.2.2, on peut montrer des propriétés de ces produits finis qui sont similaires a
celle des sommes finies que 1’on a vues dans la proposition 3.9. On se contente de donner la définition des
notions de “puissance” et de “factorielle”.

Définition 3.13. Puissances et factorielles.
Soit a € K et u : N* — N [a suite constante égale a a. On considére l'unique suite m : N* — K donnée
par la proposition 3.11 pour cette suite u. Pour n € N*, on pose a” := m, et on prononce “a puissance
n”. On a donc, pourn > 1,
n
a” = H a.
k=1

Par convention, on pose a® = 1.

Soitv : N* — N la suite réelle donnée par, pourn € N*, v, = n. On consideére l'unique suite m : N* — R
donnée par la proposition 3.11 avec u remplacée par v. Pour n € N*, on pose n! := m, et on prononce
“factorielle n”. On a donc, pour n > 1,

Par convention, on pose 0! = 1.

On remarque, par récurrence, que la suite (1"),en est constante égale & 1 et que la suite (0”)pen est
constante égale & 0 & partir du rang 1. Si @ = ((—1)"),en alors on vérifie par récurrence que, pour tout
p €N, x9, =1 et xgp41 = —1. On peut aussi montrer par récurrence que la suite réelle (n!),en est en
fait & valeurs dans N*. On donne deux propriétés utiles des suites géométriques.

Proposition 3.14. Soit (a;b) € C2. Pour (m;n) € N?, (a™)-(a™) = a™*™, (a™)™ = a™™ et (ab)™ = a™b™.

' De plus, si a # 0, alors, pour tout n € N, a™ # 0 et, si a € R™, alors, pour tout n € N, a™ € RT*,
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Admise.

Preuve : Pour m € N, on pose P(m) = (Vn € N, (a") - (™) = a"*™), Q(m) = (Vn € N, (a™)™ = a™™)
et R(m) = ((ab)™ = a™b™).

Par la premiére convention dans la définition 3.13, P(0), Q(0) et R(0) sont vraies.

Supposons P(m) vraie pour un m € N. Soit n € N. Par la définition 3.13, on a a = a™ - a donc
(@) - (a™*t1) = (a™) - (a™) - a et, par Phypothese de récurrence, (a”) - (a™*!) = a"™™ . a. Donc, en
utilisant encore la définition 3.13, (a™) - (a™*!) = a"*™*1. Donc P(m + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), P(m) est vraie pour tout m € N.
Supposons Q(m) vraie pour un m € N. Soit n € N. On a, par la définition 3.13, (a™)™*! = (a™)™ - a™ et,
par 'hypothése de récurrence, (a)™+! = a™™ - a". Donc, par P(n), (a™)™*! = ¢+ = ¢*(m+1) Donc
Q(m + 1) est vraie.

Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), Q(m) est vraie pour tout m € N.
Supposons R(m) vraie pour un m € N. Par la définition 3.13, (ab)™ ! = (ab)™ - (ab) et, par 'hypothese
de récurrence, (ab)™t! =a™ b -a-b=a™*! . b™ L par la définition 3.13. Donc R(m + 1) est vraie.
Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), R(m) est vraie pour tout m € N.

Soit @ € C*. Pour n € N, on pose S(n) = (a™ # 0). Comme a° = 1 # 0, S(0) est vraie. Supposons que
S(n) soit vraie pour un n € N. Si 'on avait 0 = a"*! alors on aurait 0 = a - a” donc a = 0 ou a™ = 0, ce
qui est contradictoire avec I'hypothese sur a et ’hypotheése de récurrence. Donc a™! # 0 et S(n + 1) est
vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), S(n) est vraie pour tout n € N.
Soit @ € RT*. Pour n € N, on pose 7 (n) = (a™ € R**). Comme a” = 1 € R™*, T(0) est vraie. Supposons
que 7 (n) soit vraie pour un n € N. Donc a" € R™* et, comme a € RT*, a"™! = a-a" € R™*. Donc
T (n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), T(n) est vraie pour
tout n € N. O

m—+1

En application, on peut montrer le résultat suivant sur les suites arithmético-géométrique.

Proposition 3.15. Soit (a;b) € C%. Soit d € C. Soit u : N — C la suite arithmético-géométrique de

TES premier terme d et associée d (a;b) (cf. Definition 3.5). On a

n—1
VneN, u, =d-a" +b-Y a". (3.19)
k=0

Lorsque b =0, on a donc, pour toutn € N, u, =d-a”.
Lorsque a = 1, on a donc, pour tout n € N, u,, = d + nb.
De plus, sia# 1 et n € N*,

1 —a" a” — 1
k
= = . 3.20
Za 1—a a—1 ( )

Preuve : A faire en td. O

3.3 Propriétés des suites.

Dans cette partie, on donne des propriétés générales des suites a valeurs dans K. Des propriétés spécifiques
i aux suites réelles seront aussi mentionnées. On introduit enfin la notion de sous-suite d’une suite & valeurs
dans K.

3.3.1 Propriétés générales.

Une premiére propriété importante des suites & valeurs dans K (avec K = R ou K = C) réside dans le
fait que ’ensemble des suites a valeurs dans K est un K-espace vectoriel pour des lois de compositions
\ appropriées que ’'on donne maintenant.



Jecko Thierry
Admise.

Jecko Thierry


Jecko Thierry


Jecko Thierry
T.E.S.


Cours d’analyse, 13-12-2023 28

Définition 3.16. Soit D une partie non vide de N. Soit u: D — K et v: D — K. Soit A € K.

On définit une nouvelle suite w : D — K en posant, pour tout n € D, w,, = u, + v,. La suite w est la
somme des suites u et v et est notée w = u + v.

On définit une nouvelle suite x : D — K en posant, pour tout n € D, x,, = X - uy,. La suite x est le
TES. produit de la suite u par le scalaire A et est notée Au ou A - u.

Une suite u : D — K est dite constante (sur D) s’il existe ¢ € K tel que, pour tout n € D, u,, = c.

La suite nulle sur D est la suite constante égale a 0 sur D.

Soit N € N. Une suite u : D — K est dite constante (sur D) a partir du rang N s’il existe ¢ € K tel
que, pour tout n € D N [N;+oo[, u, = c.

Une suite u: D — K, pour laquelle il existe un N € N tel que u soit constante (sur D) & partir du rang
N, est dite stationnaire.

Par exemple 2((1/n)nen<) = (2/n)nen+. La somme des suites u : N* — R et v : N* — R, données par
u, = 1In(n) et v, =In(1/n), est la suite nulle sur N* puisque, pour tout n > 0,
Up + vy, = In(n) + In(1/n) = In(n) — In(n) = 0.

Attention : pour des raisons de clarté, on note de la méme maniére 1'addition dans K et celle dans K2,
alors qu’elles sont différentes.

Proposition 3.17. Soit D une partie non vide de N. L’ensemble KP des suites définies sur D et a valeurs
dans K, muni de l’addition et de la multiplication par un scalaire définies dans la définition 3.16, est un
K-espace vectoriel.

Admise.

:fGrace aux propriétés d’associativité et de commutativité de la loi + dans K, on en déduit ces
meme propriétés pour la loi + de KP. On voit que la suite nulle sur D est Pélement neutre de la loi +
de KP. Toute suite u € K” admet comme suite opposée la suite v : D — K donnée par, pour n € D,
vy, = —Uy,. Comme on a, pour tout (\; ) € K2 et (a;b) € K2,

Mw)a = A(pa), A+ p)a = da+pa, A(a+b) = Xa+MX,1-a = a,
L.C. on obtient, pour tout (\;u) € K2 et (u;v) € (KP)?,
M = A(pu), A+ pu = du+pu, A(u+v) = du+ I, l-u = u.
On a montré que K” muni des lois de la définition 3.16 est un K-espace vectoriel. O

Soit D une partie non vide de N. Pour m € D, on considere la suite e(™ : D — K définie par e;m) =1

sin:mete%m)zOsin;ém.

roposition 318, Lofamadlle (™)) o o st sme famille Libre du K-espace vectoriel KDﬁz particulier, la
- . . . . . . . S —
imension de [’espace est infinie si D est une partie infinie de N.

T.E.S.
Admise.
Preuve :JSoit p € N*, (i1;--- ;ip) € DP avec iy < -+ < ip et (Ar;---;Ap) € KP tels que
p .
S A e = g
k=1
dans K”. Donc, pour j € [1;p], on a, en prenant la valeur en i; de la suite nulle,
L.C.

p p
0 = (Z Ak - e@'k)) =Y e = .
k=1 i k=1

J

On a montré que la famille est libre. 0
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Remarque 3.19. Les polynomes & une indéterminée a coefficients dans K (vus dans le cours d’Algébre 2)
forment un sous-espace vectoriel de KN (pour les lois de la définition 3.16).

T.E.S. On introduit d’autres opérations sur les suites. On rappelle que, pour z € C, Re(z) désigne la partie
réelle de z et Im (z) sa partie imaginaire.

Définition 3.20. Soit D une partie non vide de N. Soitu: D — K etv: D — K.

Le produit de u par v est la suite w : D — K définie par, pour tout n € D, w,, = Uy, - v,. On note w par
UV 0U U - V.

On note par |u| la suite réelle (|un|)nep. Si K =C, |u| est la suite “module de u” et, si K =R, |u| est la
suite “valeur absolue de u”.

!e_s‘suites réelles Reu : D — R et Imu : D — R, définies par, pour n € D, (Reu), = Re(u,) et
(

Imu),, = Im (u,), sont appelées respectivement partie réelle de u et partie imaginaire de u.

Remarque 3.21. On remarque que, siu: D — K et ¢ € K, cu peut étre vu comme le produit de u par le
scalaire ¢ ou bien comme le produit de la suite u avec la suite constante égale a c.
Siu: D — R est une suite réelle alors Reu = u et Imu est la suite nulle sur D.

L.C.

3.3.2 Propriétés propres aux suites réelles.

Dans ce paragraphe, on se concentre sur les suites réelles (i.e. pour K = R) et on donne des notions reliées

a la relation d’ordre sur R.
T.E.S.
Définition 3.22. Soit D une partie non vide de N et uw: D — R une suite réelle.

On dit que u est croissante si

Y(n;m) € D?, ((n <m) = (up

IA

)

On dit que u est strictement croissante si
Y(n;m) € D?*, ((n < m) — (un < um))

On dit que u est décroissante si

IN

Y(n;m) € D?, ((n m) — (un > um))

On dit que u est strictement décroissante si
Y(n;m) € D?*, ((n < m) — (un > um))

On dit que u est monotone si elle est croissante ou bien si elle est décroissante.
On dit que u est strictement monotone si elle est strictement croissante ou bien si elle est strictement
décroissante.

Soit N € N.

On dit que u est croissante & partir du rang N si la restriction de u & D N [N;+oo[ est croissante.

On dit que u est strictement croissante & partir du rang N si la restriction de uw ¢ D N [N;+oo] est
strictement croissante.

On dit que u est décroissante & partir du rang N si la restriction de w & D N [N;+oo[ est décroissante.
On dit que u est strictement décroissante & partir du rang N si la restriction de uw & D N [N;+oo[ est
strictement décroissante.

On dit que u est monotone & partir du rang N si la restriction de u ¢ D N [N;4o0[ est monotone.

On dit que u est strictement monotone a partir du rang N si la restriction de uw ¢ D N [N;+oo] est
strictement monotone.
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On dit que u est croissante a partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit croissante a partir
du rang N.

On dit que u est strictement croissante & partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit
strictement croissante a partir du rang N.

On dit que u est décroissante a partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit décroissante a
partir du rang N.

On dit que u est strictement décroissante a partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit
strictement décroissante a partir du rang N.

On dit que u est monotone a partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit monotone a partir
du rang N.

On dit que u est strictement monotone a partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit
strictement monotone a partir du rang N.

T.E.S.

Voyons quelques exemples. La suite (n),ey est croissante. Elle est aussi strictement croissante. La
suite constante égale a 1 est croissante, mais aussi décroissante. Elle n’est ni strictement croissante ni
strictement décroissante. La suite (1/n),cn+ est décroissante et aussi strictement décroissante.

On peut vérifier que la suite (n? —4n +4),en est croissante & partir du rang 2023. Elle I'est aussi & partir
du rang 2. Elle ne I'est pas a partir du rang 1. Cette suite est donc croissante & partir d’un certain rang.
En fait, on peut vérifier qu’elle est strictement croissante a partir du rang 2. Elle est donc strictement
croissante a partir d’'un certain rang.

Contrairement aux fonctions de R dans R, on dispose, pour repérer les suites monotones, de la proposition
suivante.

Proposition 3.23. Soit ng € N et u : [ng; +oo] — R une suite réelle. On a les équivalences suivantes :

(u est cmissante) <= (Vn € n0;+oo[[, Upt1 = un)
Vn € [ng;+oo,  upi1

[
(u est strictement croissante ( I
(Vn € [no;+ool,  tn+1
(¥n el

AN CIN

(u est décroissante) <— un) .

(u est strictement décroissante Vn € [no;+oo,  Unt1

Preuve : Montrons d’abord les quatres implications =—.

a). On suppose que u est croissante. Soit n > ng. Comme n + 1 > n, on a, d’apres la croissance de wu,
Up+1 = Up.-

b). On suppose que u est strictement croissante. Soit n > ng. Comme n+1 > n, on a, d’apres la stricte
croissance de u, Up41 > Up.

¢). On suppose que u est décroissante. Soit n > ng. Comme n+1 > n, on a, d’apres la décroissance de
U, Un+1 < Up.

d). On suppose que u est strictement décroissante. Soit n > ng. Comme n + 1 > n, on a, d’apres la
stricte décroissance de u, up41 < Up.

Passons maintenant aux implications <.
On suppose vraie la proposition de droite de la premiere équivalence de 1’énoncé. On montre que u est

TE.S. croissante. Pour ce faire, on montre par récurrence la proposition P(q) donnée, pour ¢ € N, par

Plq) = (Vp € [no;+ool, Uptqg > up) -

P(0) est vraie, car, pour tout p > ng, On a Upto = Up > Up. Supposons que P(g) soit vraie pour un ¢ € N.
Soit p > ng. Par 'hypothese de récurrence appliquée a p + 1, on a Upig41 = U(pt1)4q = Up+1- D’apres
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I'hypothese, up11 > up. Donc upiqr1 > up. Ceci étant vrai pour tout p > ng, P(g + 1) est vraie. Par le
théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(q) est vraie pour tout ¢ € N.

T.ES. Soit (m;n) € [no; +oo[> avec m > n. Comme P(m — n) est vraie, on a u, = Upt(m-n) = Un. On a
montré que u est croissante.
Pour la seconde implication <=, on procede de la méme maniére en remplacant, pour ¢ € N* la
proposition P(q) précédente par
Pi(q) = (Vp € [no;+ool, uprq > up) -
Pour la troisieme implication, on procede de la méme maniere en remplacant, pour ¢ € N, la proposition
P(q) précédente par
Pa(q) = (Vpe [no; +ool, uptq < up).
Pour la derniere implication, on procede de la méme maniere en remplagant, pour ¢ € N*, la proposition
P(q) précédente par
7)3(Q) = (VP € [[TLO;—i—OO[[, Uptq < Up) .
On a montré les quatres équivalences. O
Remarque 3.24. Pour les suites finies u : [ng;ni] — R, pour (ng;n1) € N? avec ng < ny, on a un résultat
similaire o celui de la proposition 3.23. Dans ce cas, les équivalences précédentes avec [ng; +oo[ remplacé
par [no; ni[ sont vraies, comme on peut le voir & l'aide d’une récurrence finie (c¢f. proposition 9.18).
Définition 3.25. Soit D une partie non vide de N et uw: D — R une suite réelle. Soit a € R.
TE.S. On dit que u est majorée par a si a majore l’ensemble des termes de la suite, c’est-a-dire si, pour tout
néeD, u, <a.
On dit que u est majorée s’il existe b € R tel que u soit majorée par b.
On dit que u est minorée par a si a minore l’ensemble des termes de la suite, c’est-a-dire si, pour tout
néeD, u, > a.
On dit que u est minorée s’il existe b € R tel que u soit minorée par b.
On dit que u est bornée si u est magjorée et u est minorée.
Lorsqu’une suite est minorée par 0, on dit qu’elle est positive.
Lorsqu’une suite est majorée par 0, on dit qu’elle est négative.
La suite (n)pen est minorée par 0, donc positive. On peut vérifier qu’elle n’est pas majorée. La suite
(1/n)pen+ est aussi minorée par 0. Elle est majorée par 2023. Elle est aussi majorée par 1.
On peut bien stir définir le fait qu'une suite u : D — R soit majorée a partir d’'un rang N € N comme
suit. Soit NV € N et u: D — R une suite réelle. On dit qu’elle est majorée a partir du rang N s’il existe
un a € R tel que, pour tout n € D N[N;4o0o[, u, < a. Mais cette propriété n’est pas trés utile car, dans
ce cas, la suite est majorée, tout court.
Vérifions ce point. Prenons donc une suite u : D — R qui est majorée a partir d’'un certain rang N € N.
Il existe donc un a € R tel que, pour tout n € D N [N;+oo[, u, < a. Par la proposition 1.11, 'ensemble
[0; N]N D est fini. Donc son image par u est aussi finie. Par la proposition 1.11, elle admet un maximum
m. Soit b = max(a;m). Soit n € D. Sin < N, n € DN[0;N], donc u, <m < b. Sin > N alors, par
I’hypothese, u, < a < b. Donc b majore u et u est majorée.
Lorsque la partie D est finie, toute suite u : D — R est majorée, majorée a partir d’un certain rang par
le maximum de I’ensemble fini non vide {u,;n € D} (cf. proposition 1.11). De méme, lorsque D est finie,
toute suite u : D — R est minorée, minorée a partir d’'un certain rang par le minimum de ’ensemble
fini non vide {u,;n € D} (cf. proposition 1.11). Les notions précédentes ne sont donc vraiment utiles que
lorsque D est infinie.
On a montré la
Proposition 3.26. Soit D une partie non vide de N et u : D — R une suite.
T.E.S.

1. §i D est finie alors u est majorée et minorée.
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/ 2. Sl existe N € N tel que la restriction de uw & D N [N;+oo[ soit majorée (resp. minorée) alors u

est magjorée (resp. minorée).

Donnons une caractérisation tres utile de la bornitude avec la valeur absolue.

Proposition 3.27. Soit D une partie infinie de N et u: D — R une suite réelle. On a l’équivalence :
((u est bornée) < (ImeR; VneD, |u,| < m)) .

Voir chapitre fonctions.

Preuve :\On montre successivement les deux implications.

=) : On suppose u bornée. I existe donc (m_;m,) € R? tel que, pour tout n € D, m_ < u, < my.
Soit m = max(jm_|;|m4|). Ona m > |m_| > —m_. On a aussi m > |my| > m4. Soit n € D. On a
U, <my <met —up, < —m_ < m, donc |u,| = max(un; —u,) < m.

<=) : On suppose vrai le membre de droite de I’équivalence de 1’énoncé. 1l existe donc un m € R tel que,
pour tout n € D, |u,| < m soit u, € I(0;m]. Par la proposition 2.5 avec g = 0 et 7 = m, on a donc,
pour tout n € D, —m < u,, < m. Donc u est majorée par m et minorée par —m. Elle est donc bornée. O

Terminons ce paragraphe par un résultat sur les séries associées a des suites réelles.

Proposition 3.28. Soit ng € N. Soit u : [ng; +oo] — R et v : [ng; +oo[ — R telles que, pour n > nyg,
Up, < vp. Alors, pour tout N € [ng; +oo],

N N
Sun <) v (3.21)
n=ng n=ng

Si, de plus, il existe p € [ng;+oo[ tel que u, < vy, alors, pour tout N € [p;+oof, l'inégalité (3.21) est
stricte.

Siw : [ng; +00] — R est une suite positive alors la série s = (SN ) Nefngi+oo] G550CI€e 4w est croissante.
Si, de plus, il existe p € [ng; +oo[ tel que, pour tout n € [p; +oo[, wy, > 0, alors la suite s est strictement
croissante a partir du rang p.

Admise.
Preuve : Your N € [ng; +oo[, on considere la proposition P(N) = ((3.21) est vraie). Pour N = ng, on a,

par hypothese, u,, < v,, donc P(0) est vraie. Supposons P(N) vraie pour un N € [ng; +oo[. On a, par
I’hypothese de récurrence et le fait que uyy1 < vy41,

N1 N N N N+1
Z Up = (Z un> + unt1 < (Z vn) T uny1 S (Z U”) TUN+L = Z -

n=no n=no n=no n=no n=no

Donc P(N + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4), P(N) est donc vraie pour
tout N € [no; +oof.

On suppose quon a un p € [ng; +oof tel que u, < v,. Pour N € [p;+oo[, on consideére la proposition
Q(N) = (I'inégalité dans (3.21) est stricte). On dispose de (3.21) avec N remplacé par p—1 (si p—1 < ng,
car l'inégalité en question est 0 < 0 et si p—1 > ny, elle est garantie par P(p—1)). Donc, comme u, < vp,

P p—1 p—1 p—1 P
Zun: <Z un>+up§<z vn>+up<<z vn>+vp— Zvn.
n=ng n=ng n=no n=ng n=ng

Donc Q(p) est vraie. Supposons Q(N) vraie pour un N € [p; +oc[. On a, par I'hypothese de récurrence
et le fait que uy4+1 < vn41,

N1 N N N N+1
Z Uy = <Z un> + ungr < (Z Un> +unyr < (Z Un) T oNp = Z Un -

n=no n=ngo n=no n=no n=nogo
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Donc Q(N + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = p), Q(N) est donc
vraie pour tout N € [p; +o0].
Pour N € [ng; +oo[, on a, comme wy1 > 0,

N+1 N
SN+1 = E w, = (E wn) + WN+1 = SN + WN41 > SN -

n=ngo n=no

Par la proposition 3.23, s est croissante.

On suppose que w est strictement positive a partir d’'un rang p > ng. Le calcul précédent montre que,
pour N € [p;+oof, sny+1 > sy cette fois, done, par la proposition 3.23, s est strictement croissante &
partir du rang p. O

p———

3.3.3 Sous-suites.

On revient dans le cadre général des suites a valeurs dans K avec K=R ou K = C.

Définition 3.29. On appelle extractrice une suite strictement croissante définie sur une partie infinie de
N et a valeurs dans N, c’est-a-dire une application strictement croissante ¢ : D' — N, ot D’ est une
partie infinie de N.

Remarque 3.30. Soit D' est une partie infinie de N et ¢ : D' — N une extractrice. Il se trouve que @
est injective.

En effet, si p(n) = ¢(p) avec (n;p) € (D)2, alors la proposition (n > p) est fausse car sinon on aurait
p(n) > p(p), par la stricte croissante de ¢, et il en est de méme de la proposition (n < p) pour la méme
raison, d’otu n = p.

Par la proposition 9.8, l'image D := o(D’) de D’ par ¢ est une partie infinie de N.

Les suites ¢1 : N — N et ¢ : N — N définies par, pour n € N, ¢1(n) = 2n et pa(n) = 2n + 1,
sont des extractrices. La suite p3 : N — N donnée par ¢3(n) = n? — 4n + 4 n’est pas une extractrice
car p3(0) = 4 > 1 = p3(1). Mais on peut vérifier que sa restriction & [2;+oo[ en est une. La suite
(v/N)nen est bien strictement croissante mais elle n’est pas & valeurs dans N car v/2 ¢ N. Ce n’est donc
pas une extractrice. Cependant, si I'on pose D’ = {p?;p € N}, D’ est bien une partie infinie de N et la
suite ¢4 : D’ — R donnée par, pour n € D', p4(n) = /n est bien & valeurs dans N et est strictement
croissante. C’est donc une extractrice. Enfin, on peut vérifier que 5 : N — N définie par, pour n € N,
p5(n) = 2™ est aussi une extractrice.

Définition 3.31. Soit D une partie infinie de N et u : D — K une suite. Une sous-suite de u est la
composée de u par une extractrice, c’est-a-dire une suite v : D' — K, ou D' est une partie infinie de N,
telle qu’il existe une extratrice v : D' — D telle que v = u o .

Une sous-suite de u est aussi appelée suite extraite de u.

Pour u : N — K, les suites (u2y)nen €t (U2n+1)nen sont des sous-suites de u puisqu’elles sont u o ¢; et
uo g respectivement, pour les extractrices ¢1 et o vues plus haut. Siz = (1/n)pen+ et y = (1/(2n))nen=
alors y est une sous-suite de x car y = x o1, ot ¢ : N* — N*, définie par ¢(n) = 2n, est strictement

mesoit D =N\ (4N) et v : D — R donnée par, pour n € D,
1

Uy = —F— .
sin (n%)
Soit v = ((—1)?)pen. Pour p € N, 2(2p + 1) € 4N car 2p + 1 ¢ 2N, et

1 1 1

Uz(2p+1) = sin ((2p + 1)%) ~ sn (rm + 2) = (—1)p = (=1)F.
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On voit que v est une sous-suite de v car v = uo ¢ ot ¢ : N — D, donnée par ¢(p) = 2(2p + 1), est
strictement croissante.

ﬁ)yons maintenant une facon plus intuitive de construire des sous-suites d’une suite donnée. Prenons une
suite réelle u : N* — R. Par exemple, on veut contruire une suite constituée de termes de u, dans ’ordre
donné par les indices de u, mais sans les deux premiers termes de u. On peut prendre v(®) : [3; +0c] — R
et véo) = Uy, pour n > 3. On peut aussi prendre v(!) : N — R définie par v,(Ll) = Up43. Peut-on construire
une suite constituée de termes de u, dans I’ordre donné par les indices de u, sans une infinité des termes de
w ? Oui, on peut par exemple retirer tous les termes d’incide pair. On peut prendre v(?) : N — R définie

2 . . PP
par vr(L ) = Uan+1. A-t-on, dans tous les cas, construit une sous-suite de u au sens de la définition 3.31 7

\ Ouii{comme on va le voir dans la proposition suivante.

Proposition 3.32. Soit D une partie infinie de N et u : D — K une suite. Soit Dy une partie infinie de
N qui est incluse dans D.

Pour toute partie infinie D' de N, il existe une sous-suite v : D' — K de u telle que ’ensemble des
termes de v sont, dans le méme ordre, ceux de la restriction de u a Dy, c’est-a-dire telle que

v(D') = {v,; pe D'} = {uyn; n€ Dy} =: u(Do)

et telle qu’on ait

(V (p;q) € (D’)27 p<q = (3 (n;m) € DS; (n < m) et (u, = vp) et (U, = vq))) . (3.22)

Encore une fois, nous sommes confrontés a la difficulté signalée dans la remarque 3.3. Pour démontrer
cette proposition, on va utiliser un résultat préliminaire et des propriétés des bijections rappelées dans le
paragraphe 1.1 (voir aussi le paragraphe 9.1.1).

Lemme 3.33. Soit D et D’ deuz parties infinies de N. Il existe une bijection strictement croissante o :
D' — D.

Preuve : Voir celle de la proposition 9.5. O

Preuve de la proposition 3.32. : On applique le lemme 3.33 avec (D; D) remplacé par (Dy; D'). 1l existe
donc une bijection strictement croissante ¢ : D’ — Dg. On pose v = uo . La suite v est bien définie car
Iimage ¢(D’) de D' par ¢ est incluse dans D, le domaine de définition de u. Comme ¢ est une extractrice,
v est une sous-suite de u, par la définition 3.31. De plus, comme ¢ est une bijection de D’ sur Dy,

(D) = {vp,; pe D'} = {uypy: peD'} = {un; nep(D)} = {un; ne Do} = u(Dy).

Soit maintenant (p; q) € (D’)? avec p < q. Soit n = ¢(p) et m = (q). Comme ¢ est strictement croissante,
elle est croissante donc n < m. De plus, par définition de v, on a u, = Uy) = vy €t Uy = Uyg) = Vg-
On a donc montré (3.22).

3.4 Limite d’une suite infinie.

On introduit ici une notion de limite pour les suites infinies a valeurs dans K (avec K =R ou K = C). Il
s’agit, pour une suite infinie v = (u,)nep de donner un sens précis au fait éventuel que les termes de la
suite s’approchent d’une limite lorsque n devient grand.

On donne tout d’abord une définition générale de la limite d’une suite. Ensuite, on se penche plus en
détails sur le cas des limites finies pour les suites réelles et complexes puis sur celui de limite infinie pour
les suites réelles seulement. Pour ces deux types de limites, on donne diverses propriétés.
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