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Comme u est une suite de Cauchy, on a (3.50) c’est-a-dire

Veo >0, INg€N; V(myn)eD?, ((m > No)et(n > Nog)) = laty, — un| < €o. (3.54)
On montre que u tend vers £ en utilisant (3.26).
Soit € > 0. D’apres (3.53) avec € = €/2, il existe N’ € N tel quepour tout ¢ € D’ avec ¢ > N’, on ait
[ug(q) — £ < €/2. D’apres (3.54) avec ¢ = €/2, il existe N tel que, pour (m;n) € D? avec m > N
et n > N, on ait |u, —u,| < ¢/2. Comme Dextractrice gAend vers +oo (cf. proposition 3.51), il existe
N; € N tel que, pour tout ¢ € D" avec ¢ > Ny, on ait(q) > N.

Soit n € D avec n > N. Soit p € D’ tel que p > afax(N’; N1). On a donc |uy,py — €| < €/2, car p > N,
et o(p) > N, car p > Njp. De plus, comme n , 0N & [Uypy — Un| < €/2. Donc

DN

[un — €] = lun — Up) + uglp) — 4 < |un = upp)| + |upE) — | <

[NCH e

On a montré que u tend vers

tel que mg > N. On a, pour n € D avecn > N,

[un] = [un = Umg + Umg| < [un — Umg| + [Ume] < 1+ [tm,] -

lun| < Jup,| < M. Donc M majore |u|. Par la proposition 3.25, u est bornée.
On peut donc appliquer le théoréeme de Bolzano-Weierstrass a u (cf. théoréme
et une sous-suite de u qui converge vers £. D’apres le lemme 3.63, u conve
On a montré le résultat dans le cas K = R.
On passe au cas K = C. Soit v : D — C une suite de Cauchy. On#erifie que les suites réelles Ru et Su
sont des suites de Cauchy.
Soit € > 0. Comme u est une suite de Cauchy, il existe NV tel que, pour (m;n) € D? avec m > N et
n > N, on ait |uy, — uy,| < €. Pour (m;n) € D? avec p#> N et n > N, on a done, d’apres (2.7),

’56). Il existe donc £ € R
vers ce {.

R(tm — un)| < fum —un| < €

Fu)m — (Su)n| = ’S(um - un)| < Jum —un| < €,

ers r + ¢y, par la proposition 3.43. [l

4 Limites des fonctions d’une variable réelle a valeurs dans R ou C.

L’objectif de cette partie est de construire une notion de limite pour des fonctions réelles a valeurs réelles
ou complexes et d’étudier la notion de continuité qui lui est associée. A la différence des suites, pour
lesquelles seule une limite a 'infini a un intérét, d’autres situations pertinentes apparaissent : limite en
un point du domaine de définition, limite au bord de ce domaine, limite a I'infini.
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4.1 Propriétés des fonctions.

Comme pour ’étude des suites, on distingue des propriétés communes aux fonctions réelles et aux fonctions
complexes d’autres propriétés qui sont propres aux fonctions réelles.

4.1.1 Propriétés générales des fonctions. [Révision.

Avant tout, on précise les fonctions que I'on va étudier. On rappelle que K désigne soit R soit C.

Définition 4.1. Une fonction d’une variable réelle a valeurs dans K est une application f : D — K, ou
D est une partie non vide de R. Lorsque K = R, une telle application est une fonction réelle. Lorsque

K = C, une telle application est une fonction complexe. On note par KP l’ensemble des fonctions de D
dans K.

Attention : La variable des fonctions considérées sera toujours réelle. Les valeurs sont toutes réelles pour
une fonction réelle et toutes complexes pour une fonction complexe.

Soit f : D — K une fonction. Si 'on change I’ensemble de départ ou I’ensemble d’arrivée sans changer
“ce que fait la fonction”, on change tout de méme de fonction. Dans le cas d’une modification de ’ensemble
de départ, on changera le nom de la fonction. Dans le cas d’une modification de ’ensemble d’arrivée, on
conservera souvent le nom de la fonction, ce qui constitue un abus de notation.

Pour que les fonctions soient bien définies, on doit veiller & ce que tout élément de I’ensemble de départ
soit bien envoyé dans l’ensemble d’arrivée.

On s’intéressera aux fonctions dont le domaine de définition est une partie infinie de R et, le plus souvent,
contient un intervalle infini de R.

Donnons quelques exemples de telles fonctions :

fli]R—)R fglR—)C fgiR*—>R
r = x r = x ' r = x

Par abus, on confondra f; et fs. f3 est la restriction a R* de f;. D’autres exemples :

f4l R — R f51 R — Rt fﬁ: R — C

x = 2’ z = oz’ x = x+ir?

La encore, on confondra f; et fs.

Comme pour les suites, on commence par définir des opérations sur ’ensemble des fonctions a valeurs
dans K qui sont définies sur le méme domaine de définition.

Définition 4.2. Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — K et g: D — K. Soit A € K.

On définit une nouvelle fonction h : D — K en posant, pour tout x € D, h(x) = f(x)+g(z). La fonction
h est la somme des fonctions f et g et est notée h = f +g.

On définit une nouvelle fonction k : D — K en posant, pour tout x € D, k(z) = X+ f(x). La fonction k
est le produit de la fonction f par le scalaire X et est notée A\f ou \- f.

Pour ¢ € K, la fonction j : D — K, qui d tout © € D associe j(x) = c est appelée la fonction constante
égale a ¢ sur D.

La fonction nulle sur D est la fonction constante égale a 0 sur D.

Une fonction f: D — K est dite constante (sur D) s’il existe ¢ € K tel que, pour tout x € D, f(z) = c.

Attention : pour des raisons de clarté, on note de la méme maniére ’addition dans K et celle dans K7,
alors qu’elles sont différentes.

En considérant f7 : R — C, donnée par f7(z) = x2, en plus des fonctions précédentes, on a fg = fo+if7.
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Proposition 4.3. Soit D une partie non vide de R. L’ensemble KP des fonctions définies sur D et a valeurs
dans K, muni de Uaddition et de la multiplication par un scalaire définies dans la définition 4.2, est un
K-espace vectoriel.

Preuve : Gréace aux propriétés d’associativité et de commutativité de la loi + dans K (cf. paragraphe 1.1),
on en déduit ces méme propriétés pour la loi + de KP. On voit que la fonction nulle sur D est I’élement
neutre de la loi + de KP. Toute fonction f € KP admet comme fonction opposée la fonction g : D — K
donnée par, pour = € D, g(z) = — f(x). Comme on a, pour tout (X; u) € K? et (a;b) € K2,

Aw)a = A(pa), A+ p)a = da+ pa, A(a+b) = da+ X,1-a = a,
on obtient, pour tout (\;u) € K2 et (f;g) € (KP)?,

M) f = Af), A+ ) f = A +puf Af+g9) = A+, 1-f = [.
On a montré que KP muni des lois de la définition 4.2 est un K-espace vectoriel. O

Remarque 4.4. On peut montrer, en s’inspirant de la prewve de la proposition 3.17, que KP est un
K-espace vectoriel de dimension infinie, si D est un ensemble infini.

Révision.

Définition 4.5. Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — K et g: D — K.

Le produit de | par g est la fonction h : D — K définie par, pour x € D, h(z) = f(z) - g(x). On note h
par fg ou f-g.

Soit Dy une partie non vide de D. La fonction fo : Dy — K qui, 4 = € Dy, associe f(x), est la restriction
de f a Do. On note fo = fip,-

Si Dy est une partie non vide de R et si h : D1 — R est une fonction réelle dont l'image h(D1) est incluse
dans D, alors la composition foh: Dy — K est définie par, pour tout x € D1, (f o h)(x) = f(h(x)).
Soit |f| : D — R la fonction réelle définie par, pour x € D, (|f|)(x) = |f(x)]. Si K =C, c’est le module
de f et, si K=R, c’est la valeur absolue de f.

Pour K = C, les fonctions réelles Rf : D — R et Sf : D — R définie par, pourxz € D, Rf(x) = R(f(z))
et Sf(x) = S(f(x)), respectivement, sont les parties réelle et imaginaire de la fonction complezxe f.

On dit que D est symétrique par rapport & 0 si 'on a équivalence : (z € D) <= (—xz € D).

On dit que f est (une fonction) paire si D est symétrique par rapport & 0 et si, pour tout x € D,
f(=z) = f(=).

On dit que f est (une fonction) impaire si D est symétrique par rapport ¢ 0 et si, pour tout © € D,

f(=z) = = f(2).

Voyons maintenant d’autres opérations et propriétés sur les fonctions.

Dans le cas ot K = C, la fonction module est I’application |-| : C — R qui, & un complexe z, associe son
module |z|. Lorsque f : D — C, le module de f, défini dans la définition 4.5, est en fait la composition
|- | o f de la fonction module par f.

On a bien str la méme chose dans R, en remplagant la fonction module par sa restriction a R, & savoir
la fonction valeur absolue. Pour une fonction f: D — R, sa valeur absolue est le composition |- |o f de
la fonction valeur absolue avec f.

En reprenant les exemples précédents, fi = R(fs) et f1 = S(fs). On a aussi f4 = f1 - f1 = fZ. On
remarque que fo est impaire, que f5 est paire et que f3 est impaire (R*, le domaine de définition de fs,
est bien symétrique par rapport a 0).

4.1.2 Propriétés propres aux fonctions réelles.

Dans ce paragraphe, on se concentre sur les fonctions réelles (i.e. pour K = R) et on donne des propriétés
reliées a la relation d’ordre sur R.
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Définition 4.6. Soit D une partie non vide de R et f: D — R.
On dit que f est croissante si

V(z;2') € D?, ((x <) = (f(x) < f(x’))) .
On dit que f est strictement croissante si

Vw2 eD?, ((v < @) = (f(2) < f()).
On dit que f est décroissante si

V(z:a') € D?, ((x <) = (fx) > f(:n’))) .

On dit que f est strictement décroissante si

Y(z;2") € D?, ((ac <) = (f(z) > f(m’))) . _

On dit que [ est monotone si elle est croissante ou bien si elle est décroissante.

On dit que f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou bien si elle est strictement
décroissante.

Soit D' une partie de D. On dit que f est croissante (resp. strictement croissante, resp. décroissante,
resp. strictement décroissante, resp. monotone, resp. strictement monotone) sur D' si la restriction fior
de f a D' est croissante (resp. strictement croissante, resp. décroissante, resp. strictement décroissante,
resp. monotone, resp. strictement monotone).

Donnons quelques exemples. Une fonction constante est croissante et aussi décroissante. Elle n’est ni
strictement croissante ni strictement décroissante. La fonction Id : R — R, qui a x associe x, est
strictement croissante. Elle est aussi croissante. La fonction f : R — R donnée par, pour x € R,
f(x) = 22 est strictement croissante sur R*. Elle n’est pas croissante (ni strictement croissante) puisque
—2< —let f(—=2) =4 > 1= f(—1). Elle n’est pas non plus décroissante (ni strictement décroissante)
puisque 2 > 1l et f(2) =4 > 1= f(1).

Définition 4.7. Soit D une partie non vide de R et f : D — R une fonction réelle. Soit a € R.

On dit que f est majorée par a si a majore 'image f(D) de D par f, c’est-a-dire si, pour tout x € D,
fl@) <a.

On dit que f est majorée s’il existe b € R tel que f soit majorée par b.

On dit que f est minorée par a si a minore l'image f(D) de D par f, c’est-a-dire si, pour tout x € D,
@) > a.

On dit que [ est minorée s’il existe b € R tel que f soit minorée par b.

On dit que f est bornée si f est majorée et f est minorée.

Lorsqu’une fonction est minorée par 0, on dit qu’elle est positive.

Lorsqu’une fonction est majorée par 0, on dit qu’elle est négative.

La borne supérieure de f, notée sup f est sup f(D), la borne supérieure de l’image f(D) de D par f.
La borne supérieure de f, notée inf f est sup f(D), la borne supérieure de l’image f(D) de D par f.

Comme pour les suites, on donne une caractérisation de la bornitude en utilisant la valeur absolue.

Proposition 4.8. Soit D une partie non vide de R et f : D — R une fonction réelle. On a l’équivalence :

((f est bornée) < (ImeR; VzeD, |f(x)’ < m))

Preuve : On montre successivement les deux implications.
=) : On suppose f bornée. Par la définition 4.7, il existe donc (m_;m.) € R? tel que, pour tout z € D,
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m_ < f(zx) < my. Soit m = max(|m—_|;|my|). Onam > |m_| > —m_. On a aussi m > |my| > m,.
Soit z € D. On a f(z) <my <met —f(x) < —m_ < m, donc |f(z)] = max(f(z); —f(z)) < m.

<=) : On suppose vrai le membre de droite de I’équivalence de 1’énoncé. Il existe donc un m € R tel que,
pour tout & € D, |f(z)| < m soit f(x) € I(0;m]. Par la proposition 2.5 avec zo = 0 et » = m, on a donc,
pour tout x € D, —m < f(z) < m. Donc f est majorée par m et minorée par —m. Par la définition 4.7,

elle est donc bornée. O

4.2 Limites et continuité de fonction.

On introduit ici la notion de limite pour les fonctions d’une variable réelle a valeurs dans K, avec K =R
ou K = C. On commence par donner une définition générale abstraite. Ensuite, on donne une définition
équivalente mais plus concrete dans les différents cas : limite finie en un point; limite finie a 'infini; limite
infinie en un point; limite infinie a 'infini. On introduit aussi la notion de continuité en un point du
domaine de définition.

4.2.1 Définition générale.

Pour une fonction f d’une variable réelle a valeurs dans K, on souhaite donner un sens précis a 1’énoncé :
“La fonction f tend vers une limite en un certain endroit”. La définition choisie devra respecter I'intuition
selon laquelle si f tend vers une limite quelque part, elle ne peut y avoir qu'une limite. Cette définition
doit aussi refléter le comportement de f a ’endroit choisi.

Par exemple, il n’apparait pas pertinent de parler de la limite de la fonction racine carrée /- : R™ — R
en —1, puisque —1 est “loin” du domaine de définition de la fonction. Il s’agit donc de préciser ou 'on va
considérer une limite pour f.

C’est précisément dans ce but que l'on a introduit la notion de point adhérent & une partie de R (cf.
définition 2.8) et qu’on a indiqué quand +oo (resp. —oo) est adhérent & une partie de R (cf. définition 2.11).
On va définir la notion de limite d’une fonction en un a € (RU{—o00; +00}) qui est adhérent & son domaine
de définition.

Quelles sont les limites possibles 7 Comme pour les suites & valeurs dans K, la limite d’une fonction
a valeurs dans K sera prise parmi les éléments de K et, dans le cas ou K = R, on permettra a +oo
et a —oo d’étre une telle limite. On utilise la notion de voisinage associée a de telles limites. Voir les
définitions 2.3, 2.7 et 2.10. On renvoie au paragraphe 2.4 pour une compilation des principales propriétés
de ces voisinages.

On utilise aussi la notion de voisinage associée aux endroits ot l'on considere la limite d’une fonction.
Lorsque a € R, voir la définition 2.7. Lorsque a € {—o00; +00}, voir la définition 2.10.

Remarque 4.9. Soit a € (RU{—o00; +0o0}). D’apreés la proposition 2.14, on sait que lintersection de deux
voisinages de a est un voisinage de a et qu’une partie contenant un voisinage de a est aussi un voisinage
de a. Sia € R, tout voisinage de a contient a. Si a est adhérent a une partie D de R et U est un voisinage
de a, on voit, par la proposition 2.14, que a est aussi adhérent a U ND.

[Fait au 08-03-23. |

Définition 4.10. Soit D une partie non vide de R, f : D — K et a € (RU {—o00;+00}) qui est adhérent
4 D. Lorsque K = C, on considére un £ € C. Lorsque K =R, on considére un £ € (RU {—o0; +00}). On
dit que £ est limite de f en a si

YVeV, IUeEV,; VYeeD, ((zeclU) = (f(z) eV)). (4.1)

On remarque que la proposition

VeeD, ((zeU) = (flz) eV)) (4.2)
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signifie f(UND) C V.

Si a n’est pas adhérent & D, il existe un voisinage U de a tel que U N'D = () et la proposition (4.2) est
vraie quel que soit £ et quel que soit V' € V car le membre de gauche de I'implication est toujours faux.
Dans ce cas, tout £ serait limite de f en a. Cela ne correspond pas a ce que ’on souhaite pour une limite,
c’est pourquoi on a imposé que a soit adhérent a D.

En revanche, si a est adhérent & D, cela implique que, pour tout voisinage U de a, U N D # (. En
particulier, pour un tel voisinage U de a, on peut toujours trouver un z € D qui vérifie aussi € U.

Proposition 4.11. Soit D une partie non vide de R, f : D — K et a € (RU{—o0;+00}) qui est adhérent
a D. Lorsque K = C, on considére (¢;£') € C2. Lorsque K = R, on considére (¢;¢') € (RU{—o0; +00})?.
Si (4.1) est vraie et si (4.1), avec £ remplacée par ¥, est vraie, alors £ = {'.

Preuve : On montre que £ = ¢ par Pabsurde. Supposons £ # . D’apres la proposition 2.15, il existe
(A;B) € Vy x Vo tel que AN B = (. Comme £ est limite de f en a, il existe, d’apres (4.1), Uy € V, tel
que, pour € Uy ND, on ait f(x) € A. Comme ¢ est limite de f en a, il existe, d’apres (4.1) (avec £
remplacée par '), Us € V, tel que, pour « € Us N D, on ait f(x) € B. Par la remarque 4.9, U; N Us est
un voisinage de a. Comme a est adhérent a D, U; N Uy ND est non vide. Pour x € Uy NUy; € D, on a
donc f(x) € A, car x € Uy ND, et f(z) € B, car x € Us N'D. Donc f(xr) € AN B. Contradiction avec
AN B =(. On a montré que £ = ¢'. O

Cette proposition permet de parler de “la” limite d’une fonction, lorsqu’elle existe.

Définition 4.12. Soit D une partie non vide de R, f: D — K et a € (RU {—o00;+00}) qui est adhérent
a D. Sl existe £ tel que (4.1) est vraie, on dit que £ est la limite de f en a ou que f tend vers £ en a et
on note

(= 1i£nf ou ¢ = lim f(z).

Tr—ra

Attention : Il est important de rappeler qu'une fonction peut ne pas avoir de limite en a. La proposition
(4.1) peut étre fausse pour toutes les limites envisageables. On verra des exemples plus loin. C’est pourquoi
on ne parlera de la limite d’une fonction qu’apres avoir démontré (ou supposé) son existence. “Etudier la
limite d’une fonction” signifie donc de déterminer si elle existe et, éventuellement, de la calculer.

Que se passe-t-il lorsque a € D ? Bien sur, a est adhérent & D. La limite en a peut ne pas exister. Si elle
existe, en revanche, c’est forcément f(a) ! C’est ce que 'on montre dans la proposition suivante :

Proposition 4.13. Soit D une partie non vide de R, f : D — K et a € D. Si la limite de f en a existe
alors elle vaut f(a).

Preuve : Soit ¢ la limite de f en a. Comme a € D, f(a) est défini dans K. Supposons f(a) # £. Alors, par
la proposition 2.15, il existe A € Vy(q) et B € Vg tels que ANB = (). Par (4.1), il existe un voisinage U de a
tel que f(UND) C B. Comme U est un voisinage de a, il contient a (cf. proposition 2.14). Comme a € D,
a € UND donc f(a) € B. Comme A est un voisinage de f(a), A contient f(a) (cf. proposition 2.14).
Donc f(a) € AN B. Contradiction avec AN B = (). L’hypotheése f(a) # ¢ est absurde, donc f(a) =¢. O

Définition 4.14. Soit D une partie non vide de R, D' une partie de D, f : D — K et a € D.

Si la limite de f en a existe (dans ce cas, c’est f(a)), on dit que la fonction f est continue en a.

On dit que f est continue sur D' si f est continue en tout point de D', i.e. si, pour tout a € D', f est
continue en a, ou encore si, pour tout a € D’, lign f existe.

On dit que f est continue si elle est continue sur D.

On donne maintenant une caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction. Ce résultat ressemble
a la proposition 3.52 sur le lien entre la nature d’une suite et celle de ses sous-suites.
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Proposition 4.15. Soit D une partie non vide de R, f: D — K et a € (RU{—o00;+00}) qui est adhérent
a D. Lorsque K = C, on considére un £ € C. Lorsque K =R, on considére un ¢ € (RU {—o0;+00}). On
a Uimplication

(f est limite de f en a) = (pour toute suitew : D — D tendant vers a, la suite fou tend vers K).

Remarque 4.16. [l se trouve que la réciproque de l'implication de la proposition 4.15 est vraie. L’équivalence
obtenue constitue une caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction. Cependant, c’est surtout
Uimplication de cette proposition 4.15 que l'on utilisera.

Preuve de la proposition 4.15 : Implicitement ci-dessus, D désigne une partie infinie de N.

On suppose que £ est limite de f en a. Soit v : D — D une suite tendant vers a. On montre que la suite
fou:D — K tend vers £ en utilisant (3.21) avec u remplacée par f o u.

Soit V' € Vy. Par hypothese, il existe U € V, tel que f(UND) C V (cf. (4.1)). Comme u tend vers a, il
existe N € N tel que U contient tous les termes de u & partir du rang N (cf. (3.21) avec £ remplacée par
a). Pour n € D avecn > N, on a u, € UND et, comme f(UND) CV, onadonc f(u,) € V. On a
montré que ¢ = lim(f o u). O

Voyons un exemple simple d’application de ce résultat. Considérons la fonction réelle f : R — R définie
par f(z) =1sixz >0, f(0) =0et f(x) = —1 si z < 0. On devine que f n’a pas de limite en 0 car “elle
saute de —1 & 1”. Montrons cela par ’absurde.

On suppose que ¢ = lignf existe. Soit u : N* — R définie par u, = 1/n et v = —u. On sait que u
tend vers 0. Il en est de méme pour v d’apres les opérations sur les limites de suite (cf. proposition 3.43).
Donc, par l'implication => de la proposition 4.15, lim(f o u) = £ = lim(f o v). Pour n € N*, on a
(fou)(n) = f(u,) = f(1/n)=1,car 1/n > 0, et (fov)( ) = (Un) f(=1/n) = =1, car —1/n < 0. Les
suites (f ou) et (f ov) sont constantes donc —1 = lim(f ov) et 1 = lim(f o u). Contradiction car —1 # 1.
On a bien montré que f n’a pas de limite en a.

On remarque que cet argument est proche de 'utilisation de sous-suites pour montrer qu’une suite n’a
pas de limite, utilisation que 'on a illustrée dans le paragraphe 3.7.

On sauvegarde ce résultat dans la

Proposition 4.17. L’application f : R — R définie par f(z) =1 six > 0, f(0) =0 et f(z) = —1 st
x < 0, n’a pas de limite en 0.

Selon 'intuition, on s’attend a ce que 1’on ne change pas la limite d’une fonction en a si ’on change la
fonction “loin” de a. C’est ce que démontre la proposition suivante.

Proposition 4.18. Soit D une partie non vide de R, et a € (RU{—00;4+00}) qui est adhérent a D. Lorsque
K = C, on considére un ¢ € C. Lorsque K =R, on considére un £ € (RU {—o0; +00}).
Soit f: D —Ketg:D — K telles qu’il existe un voisinage Uy de a sur lequel f et g coincident, i.e.
telles que

Uy €Vy; Yz e (UpnND), f(z) = gz).

Soit h la restriction de f a Uy N'D. On a les équivalences
(Z = lim f) PEN (z = lim h) (4.3)
et
(ﬁ = lim f) — (E = lim g). (4.4)
a a

Preuve : Par la remarque 4.9, a est adhérent a Uy N D.

a). On montre (4.3).
=) : On suppose que ¢ = lim f. On montre que ¢ = lim h en utilisant (4.1) avec f remplacée par
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h. Soit V' un voisinage de ¢. Par hypothese, il existe un voisinage U; de a tel que f(U1ND) C V
(cf. (4.1)). Soit U = Uy N Uy. C’est un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Soit x € U N D. Comme
UND CcUyND, h(z) = f(z). Comme z e UND CU;NDet f(UiND)CV,ona f(x) € V. Dou
h(z) = f(x) € V. On a montré ¢ = lim h.

a
<=) : On suppose que ¢ = lim h. On montre que ¢ = lim f en utilisant (4.1). Soit V' un voisinage
a a

de £. Par hypothese, il existe un voisinage U; de a tel que h(Uy N (D NUy)) C V (cf. (4.1) avec f
remplacée par h), puisque D N Uy est le domaine de définition de h. Soit U = Uy N Up. Cest un
voisinage de a (cf. remarque 4.9). Soit x € U N D. Comme UND C Uy N D, f(z) = h(z). Comme
xeUNDCUN(DNUy)) et (ULN(DNTy)) CV,onah(z)€V.Donc f(x) =h(z) €V.Ona

montré ¢ = lim f.
a

b). On montre (4.4). On note que h est aussi la restriction & D N Uy de g. En appliquant (4.3) puis
(4.3), avec f remplacée par g, on a

(e - lignf) — (e - liglh) — (e - 1i£ng).

On a bien montré (4.4). O

On peut reformuler la définition 4.10 en utilisant la notions de voisinage dans D d’un point et de
voisinage dans D de 'infini, notions introduites dans les définitions 2.9 et 2.13. On rappelle a ce sujet les
proposition 2.14 et remarque 2.16.

Proposition 4.19. Soit D une partie non vide de R, f: D — K et a € (RU{—o00;+00}) qui est adhérent
4 D. Lorsque K = C, on considére un £ € C. Lorsque K = R, on considére un £ € (R U {—o0;+0}). La
proposition (4.1) est équivalente

YV eV, IWeVP; VazeD, (zeW) = (f(z) €V)) (4.5)

et aussi a
VeV, fHV)eVP. (4.6)

Preuve : On montre successivement les implications (4.1) = (4.5) = (4.6) = (4.1).

(4.1) = (4.5) : On suppose (4.1) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe U € V, tel que f(UND) C V.
W := UND est la trace sur D du voisinage U de a donc W € VP. Pour z € D avecz € W, on a f(z) € V
car f(W) C V. On a montré (4.5).

(4.5) = (4.6) : On suppose (4.5) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe W € VP tel que f(W) C V.
Donc W C f~}(V). Par la propriété 2 de la proposition 2.14 (cf. remarque 2.16), f~*(V) € VP. On a
montré (4.6).

(4.6) => (4.1) : on suppose (4.6) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, f~1(V) € VP. Donc il existe U € V,
tel que f~1(V)=UND.Pourx € Davecx € U,onax € UND = f~1(V) donc f(z) € V. On a montré
(4.1). O

On remarque une similitude entre cette proposition 4.19 et la proposition 3.35 sur les limites de suite.

4.2.2 Limite en un point.

Dans ce paragraphe, on considere le cas ou I’on regarde une limite en un point a € R. On va introduire des
notions de limite & droite, de limite & gauche, et de limite épointée, en a. On donne aussi des formulations
concretes de la définition de ces limites.

Dans le paragraphe 4.2.1, on a vu que la fonction réelle f : R — R définie par f(z) = 1 si z > 0,
f(0)=0et f(z) =—1si z <0, n’avait pas de limite en 0. Cependant, cette fonction est constante égale
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a 1 sur ]0; +oo[. On a envie de dire qu’elle tend vers 1 quand = tend vers 0 en restant strictement positif.
A cet effet, on va introduire une notion de limite & droite en 0. C’est 'objet de la définition suivante.

Définition 4.20. Soit D une partie non vide de R, f: D — K et a € R qui est adhérent a D. On pose
Dio == R\{a}) N D, DI :=]a;+c[ND e D, :=]—o0;a[ND.

a

1. On suppose que a est adhérent @ Dzq. Lorsque la restriction fip_, de f a Dy, admet une limite en
a, on dit que cette limite est la limite épointée de f en a et on note

lim f(z) = lgiérgf = lim fip,, .

x—a

#

2. On suppose que a est adhérent ¢ DF. Lorsque la restriction le;r de f a DF admet une limite en
a, on dit que cette limite est la limite a droite de f en a et on note

l S(@) 5= Jim, Jl) o= i S =l fipg

3. On suppose que a est adhérent a D, . Lorsque la restriction le; de f a D, admet une limite en
a, on dit que cette limite est la limite a gauche de f en a et on note

lim f(z) == lim f(z) := lim f = lim fp-.
’2“ T—a~ a— a @

4. On suppose que a € D et que a est adhérent a DF. On dit que f est continue a droite en a si la
limite a droite de f en a existe et vaut f(a), i.e. si

fla) = lim f.

5. On suppose que a € D et que a est adhérent a D, . On dit que f est continue & gauche en a st la
limite a gauche de f en a existe et vaut f(a), i.e. si

fla) = lim f.

Quelques commentaires s’imposent. Prenons D une partie non vide de R, f : D — K et un réel a
adhérent a D. Tout d’abord, la limite en a d’une restriction de f est définie par la définition (4.10) avec
f remplacée par cette restriction et D remplacé par le domaine de définition de la restriction.

On remarque que a peut étre adhérent a D sans étre adhérent a D,. C’est le cas, par exemple, de a = 0
siD=]—2;—-1]U{0}U[1;3].

On remarque que a peut étre adhérent & D, sans étre adhérent & D). Clest le cas, par exemple, de
a=0siD=|—o00;0].

On a déja expliqué au paragraphe 4.2.1 pourquoi on ne considere que la limite en un endroit a qui est
adhérent au domaine de définition de la fonction considérée. Ceci explique I’hypothese d’adhérence dans
tous les points de la définition 4.20.

On note que si a est adhérent & D} (resp. D), il est automatiquement adhérent & D, puisque D} C D,
(resp. D, C Dx,). On note aussi que, si a est adhérent & D, il est adhérent & D puisque Dy, C D.
Bien str, si D+, = D, la limite épointée de f en a est la limite tout court de f en a, si cette derniere
existe. Cest le cas pour la fonction g : R* — R qui & z # 0 associe 1/22 et a = 0. On verra plus loin
li(I)ng est +o00.

On a un phénomene similaire pour la limite & droite si D = D ou pour la limite & gauche si D, = D.
Ces notions de limites sont donc intéressantes dans les autres cas.

Revenons a I’exemple, considéré plus haut, de la fonction réelle f : R — R définie par f(z) = 1siz > 0,
f(0) =0et f(z) = —1si x < 0. On sait que sa limite n’existe pas mais la fonction fjjo, o[, qui est
constante égale a 1, a 1 pour limite en 0 (comme on le vérifiera plus loin). Il en est de méme de fjj_ o0
qui tend elle vers —1 en 0. Comme f(0) = 0 ¢ {—1;1}, f n’est ni continue & droite en 0 ni continue &
gauche en 0. Il se trouve que la limite épointée de f en 0 n’existe pas (voir (4.7) ci-dessous).
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Proposition 4.21. Soit D une partie non vide de R et f: D — K. Soit a € R un point adhérent a D.

1. Soit D’ une partie de D telle que a soit adhérent ¢ D’. Silim f exwiste alors lim(fp:) eviste aussi et
a a

vaut lim f.
a

2. On suppose que a est adhérent a D et a D, (il est donc adhérent a Dxq). On a léquivalence
sutvante :

(1712&1]r eaciste) — (l;rilf et l(ilr_nf existent et coi’ncident) . (4.7)
Lorsqu’une des propositions précédentes est vraie, on a I;igzlf = lirpf = l(ilrp f.
3. On suppose que a est adhérent a D, et a € D, on a l’équivalence
<lign f em’ste) = (1;%1 f ea:iste) . (4.8)
Lorsqu’une des propositions précédentes est vraie, on a liénf = 171&121 f-

4. On suppose que a est adhérent a Dz, et a € D, on a I'équivalence

(liénf emiste) = (lgiémf existe et vaut f(a)) . (4.9)

Lorsqu’une des propositions précédentes est vraie, on a lim f = l;mf = f(a).
a a

Preuve : On remarque tout d’abord que 'on a Dy, = D, U Df, que,sia & D, on a D = D, et
que, si @ € D, on a D = Dy, U {a}. On pose f, = J1Dsas fr= f‘D(J{ et [~ = f|D;' On remarque que

(fa)u);r = f+ et (fa)m; = f7~

1. Soit £ = lim f. On montre que lim(fp/) = £ en utilisant (4.1) avec f remplacée par fp.
Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un voisinage U de a tel que f(UND) C V (cf. (4.1)). Pour

x € D' avec x € U, on a, comme D' C D, z € UND donc fip(z) = f(x) € V. On a montré que
llgl'l(flpl) =/.

2. On montre les deux implications de (4.7) et laffirmation qui la suit.
=) : On suppose que £ = lim f, existe. On doit vérifier que lim f* = ¢ = lim f~.
a a a
On applique le 1 avec f remplacée par f,, D remplacé par Dy, et D’ remplacé par D, . On obtient
lim f~ existe et vaut /.
a

On applique le 1 avec f remplacée par f,, D remplacé par D, et D’ remplacé par D . On obtient
lim fT existe et vaut £.
a

On a montré que lim f~ et lim f1 existent et valent /.

a a
<=) : On suppose maintenant que lim f et lim f~ existent et sont égales. On appelle £ la valeur

a a
commune. On montre que lim f, existe et vaut ¢, en utilisant (4.1) avec f remplacée par f,.
a

Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un voisinage U™ de a tel que fH(UT NDS) C V (cf. (4.1)
pour fT). Par hypothese, il existe aussi un voisinage U~ de a tel que f~ (U~ ND;) C V (cf. (4.1)
pour f7). Soit U = Ut NU ™. C’est un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Soit € D, avec z € U.
Onaxz#a.Siz>a, €D et,commeU CU", zeUT. Commez e (Ut ND}), f(z) e V. Si

x<a,xz €D, et,comme U CU,ze€U". Comme ze€ (U ND,), f(£) € V. On a montré que
lim f, = ¢.
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3. On suppose a ¢ D donc D = Dy, et f = fip,,. On a donc (4.8) et égalité des limites en cas
d’existence.

4. On prend a € D. On montre les deux implications de (4.9) et 'affirmation qui la suit.

=) : On suppose que lim f existe. On sait qu’elle vaut f(a) (cf. proposition 4.13). On applique le

1 avec D’ remplacé par D,. On obtient l;iém f existe et vaut f(a).
a

<) : On suppose que lign fa existe et vaut f(a). On doit vérifier que li(ILnf existe et vaut f(a). On
utilise (4.1) avec ¢ remplacée par f(a).

Soit V' € Vy(q). Par hypothese, il existe un voisinage U de a tel que fo(UNDxy) CV (cf. (4.1)).
Soit © € D avec x € U. Si x = a alors f(x) = f(a) € V, car V est un voisinage de f(a) (cf.
proposition 2.14). Si & # a, © € Dx,. Comme x € U, x € U N Dy, donc f(z) = fo(r) € V. On a
montré que litrlnf = f(a). O

Maintenant, on va voir des reformulations équivalentes et plus maniables de la définition 4.10 lorsque
a € R mais en distinguant les cas ou la limite est finie de ceux ou la limite est infinie.

On commence par des reformulations équivalentes dans le cas d’une limite finie en un point. On a toujours
K=RouKkK=C.

Proposition 4.22. Soit D une partie non vide de R, f: D — K, a € R qui est adhérent a D et { € K.
La proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :

Ve>0, JUE€V,; VzeD, ((xecU) = (f(z)—{ <e), (4.10)
Ve>0, 36>0; VzeeD, ((lv—a <) = (fx) =4 <¢), (4.11)
YVeV, 36>0; VeeD, ((lvt—a <d) = (f(z) eV)). (4.12)

C’est surtout la proposition (4.11) que 'on utilisera pour montrer, avec la définition, lexistence d’une
telle limite.

Preuve de la proposition 4.22 : On montre successivement les implications (4.1) = (4.10) = (4.11)
= (4.12) = (4.1).

(4.1) = (4.10) : On suppose (4.1) vraie. Soit € > 0. En utilisant 'hypothése avec le voisinage V := D(¥; €]
si K = C et avec le voisinage V := I(¢;¢[ si K = R, il existe U € V, tel que f(UND) C V. Pour x € D
avecx € U,on ax € UND donc f(zx) € V, cest-a-dire |f(z) — £| < e. On a montré (4.10).

(4.10) = (4.11) : On suppose (4.10) vraie. Soit ¢ > 0. Par hypothese, il existe U € V, tel que, pour
xeUND, |f(x)—{| < e. Par définition des voisinages réels de a, il existe ¢ > 0 tel que I(a;J[C U. Pour
x €D tel que |z —a|l <d,on ax € I(a;d], donc x € U. Do |f(z) — €] < e. On a montré (4.11).

(4.11) = (4.12) : On suppose (4.11) vraie. Soit V' € Vy. Par définition des voisinages de ¢, il existe € > 0
tel que D(¢;e[C V si K= C et I(4;e[C V si K = R. Par hypothese, il existe § > 0 tel que, pour z € D
avec |r —a| < 0, on a |f(z) — | < e. Soit x € D avec |z — a| < §. Comme |f(z) — | <€, f(z) € Dl €] si
K=Cet f(z) € I({;¢[ si K=R. Donc f(z) € V. On a montré (4.12).

(4.12) = (4.1) : On suppose (4.12) vraie. Soit V' € V. Par définition des voisinages de ¢, il existe € > 0
tel que D(¢;e[C V si K= C et I(4;e[C V si K = R. Par hypothese, il existe § > 0 tel que, pour = € D
avec |[x —a| < §, on a f(x) € V. Soit U = I(a;d[. C'est un voisinage réel de a. Pour x € U N D, on a
|z —a| < 6 donc f(z) € V. On a montré (4.1). O

Voyons quelques exemples de limites finies en un point. Soit D une partie non vide de R, un point a € R
qui est adhérent a D et ¢ € K. Soit f : D — K la fonction constante égale a ¢ sur D. On s’attend a ce
qu’elle tende vers ¢ en a. Vérifions-le en utilisant (4.11) avec £ remplacée par c.

Soit € > 0. On choisit § = 2023. Pour x € D avec |z —a| < d,on a |f(z) —c| =|c—¢| =0 < e. On a bien
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montré que lignf =c.

En particulier, f est continue sur D (cf. définition 4.14).

Voyons un autre exemple. Soit D une partie non vide de R et un point a € R qui est adhérent a D. Soit
Id : D — R lapplication qui & € D associe Id(z) = z. On devine que la limite de Id en a est a.
Montrons-le en utilisant (4.11) avec ¢ remplacée par a.

Soit € > 0. On choisit § = € > 0. Pour z € D avec |x —a| < 4, on a |Id(z) — a| = |z — a| < ¢ et, comme
J =¢, |Id(z) — a| < e. On a bien montré que limId = a.

a
En particulier, la fonction Id est continue sur D (cf. définition 4.14).
Dans la preuve précédente, on aurait pu aussi prendre § = (¢/2), ou § = (¢/3) ou méme n’importe quel
nombre dans ]0; €].
Un exemple similaire est le suivant. Soit b € R et ¢, : R — R définie par ¢,(z) = z — b. Pour a € R, on
devine que t; tend vers a — b en a. Montrons-le en utilisant (4.11) avec ¢ remplacée par a — b.
Soit € > 0. On choisit § =€ > 0. Pour z € R avec |z —a| < §, on a |[ty(z) — (a —b)| =] —b— (a —b)| =
|z —a|] < § et, comme § = ¢, [tp(x) — (a — b)| < €. On a bien montré que h}zntb = a — b. En particulier, la
fonction t; est continue sur R (cf. définition 4.14).
On a montré la

Proposition 4.23. Soit D une partie non vide R et (b;c) € R?. Soit a € R adhérent a D. On considére les
fonctions : Idp : D — R, définie par Idp(x) = z, pour x € D; g. : D — K, définie par g.(x) = ¢, pour
x € D; ty : R — R définies par ty(x) = © — b, pour x € R.

1. Les fonctions Idp, g. et t, sont continues.

2. En a, Idp admet a pour limite et g. admet ¢ pour limite.

Revenouns a I’exemple de la fonction réelle f : R — R définie par f(z) = 1siz > 0, f(0) =0et f(z) = —1
si z < 0. On sait qu’elle n’a pas de limite en 0 (cf. proposition 4.17). On a affirmé plus haut qu’elle admet
des limites a droite et a gauche en 0 qui sont différentes. Vérifions ce point. Plus précisément, montrons
que lir+nf =1letlimf=-1.
0 0-

Comme fig+- est constante égale a 1 et comme fjr-- est constante égale a —1, on a le résultat cherché
d’apres le cas constant traité plus haut. En utilisant (4.7), on retrouve que 1;1’(1;1 f n’existe pas. Par (4.9),
on retrouve aussi que li(l)n f n’existe pas.

Toujours pour cette fonction f, que se passe-t-il en un point a # 0 ? Si @ > 0 alors f coincide avec la
fonction constante égale & 1 sur le voisinage ]a/2; +00[ de a. De plus, cette fonction constante & une limite
en a. Donc, par la proposition 4.18, hm f existe et vaut lim 1 = 1. Si maintenant a < 0, on obtient par
r—a
le méme raisonnement que lim f ex1ste et vaut lim(—1) = —1. La fonction f est donc continue en tout
a r—a
point a € R*.
Donnons un exemple de fonction complexe. Soit f : R — C donnée par, pour x € R,
2 + iz
fr) = ———%
14+

On devine que lién f existe et vaut 2. On le montre en utilisant (4.11).

Tout d’abord, on remarque que, pour x € R, on a

2 + 3ix — 2(14+2?)| |3z — 227
1422 N 14+ 22

|f(z) — 2| = < |3iz — 222

car 1 + 22 > 1. De plus, [3iz — 222| = |z| - |3i — 22| < |z[(3 + 2|=|).

Soit € > 0. On choisit 6 > 0 tel que 55 < e et § < 1. C’est possible puisque 'on peut prendre § =
min(1; (¢/5)). Pour € R avec |z| < 4, on a, d’aprés le calcul précédent, |f(z) — 2| < |z|(3 + 2|z|) <
5(3420) < -5 <e On a montré que li(r)nf =2.

Comme 0 est dans le domaine de définition de f et que la limite de f en zéro existe, f est continue en 0.
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On reformule maintenant la définition des limites infinies en un point. On se place donc dans le cas ou
K=R.

Proposition 4.24. Soit D une partie non vide de R, f : D — R, ¢ € {—o0;+00} et a € R, qui est un
point adhérent a D.
Pour ¢ = 400, la proposition (4.1) est équivalente auzx propositions suivantes :

VL>0, 3U€V,; VzeD, ((ze€U) = (f(z)> 1)), (4.13)
VL>0, 36>0; VYoeeD, ((Jv—af <6 = (f(z) > L)), (4.14)
YV EVie, 36>0; VoeD, ((o—al <0) = (f(z) € V)). (4.15)
Pour £ = —co, la proposition (4.1) est équivalente auz propositions suivantes :
VL>0, JU€V,; VzeD, ((zxelU) = (f(z) < -L)), (4.16)
YL>0, 36>0; VreD, ((z-a <d) = (f(x) < -L)), (4.17)
VVEV_ o, 36>0; VzeD, ((lz —a <d) = (f(z) €eV)). (4.18)

C’est surtout les propositions (4.14) et (4.17) que I'on utilisera pour montrer, avec la définition, ’existence
d’une telle limite.

Preuve de la proposition 4.24 : On traite d’abord le cas ou ¢ = +o0.

On montre successivement les implications : (4.1) = (4.13) = (4.14) = (4.15) = (4.1).

(4.1) = (4.13) : On suppose (4.1) vraie (avec £ = +00). Soit L > 0. Pour le voisinage |L; +o00[ de +o0,
il existe, par hypothese, un voisinage réel U de a tel que f(U ND) C]L;+oo|. Pour z € D avec z € U, on
a donc f(z) €]L; +oo] soit f(x) > L. On a montré (4.13).

(4.13) = (4.14) : On suppose (4.13) vraie. Soit L > 0. Par hypothese, il existe un voisinage réel U de a
tel que f(UND) C]L;+oo[. Comme U est un voisinage réel de a, il existe § > 0 tel que I(a;d[C U. Pour
x € D avec |z —a| < §, z € I(a;6] donc 2z € U. Comme x € UND, on a f(x) €L;+o00] soit f(x) > L.
On a montré (4.14).

(4.14) = (4.15) : On suppose (4.14) vraie. Soit V' € V. Il existe donc L > 0 tel que |L; +oo[C V. Par
hypothese pour ce L, il existe § > 0 tel que, pour = € D avec |x — a| < §, on ait f(x) > L. Soit © € D
avec |z —a| < 6. On a f(x) > L donc f(z) €]L;+oo[C V soit f(z) € V. On a montré (4.15).

(4.15) = (4.1) : On suppose (4.15) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe un § > 0 tel que, pour
x € D avec |r —a| < d, on ait f(z) € V. Soit U = I(a;d[. C’est un voisinage réel de a. Pour = € D avec
x€eU,ona|x—al <ddonc f(z) € V. On a montré (4.1).

Passons maitenant au cas ot £ = —oco. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.16) =
(4.17) = (4.18) = (4.1).

(4.1) = (4.16) : On suppose (4.1) vraie (avec £ = —o0). Soit L > 0. Pour le voisinage | — oo; —L[ de
—o0, il existe, par hypotheése, un voisinage réel U de a tel que f(U ND) C] — oo; —L[. Pour x € D avec
x € U, on a donc f(z) € — oo; —L[ soit f(x) < —L. On a montré (4.16).

(4.16) = (4.17) : On suppose (4.16) vraie. Soit L > 0. Par hypothese, il existe un voisinage réel U de a
tel que f(UND) C] — oo;—L[. Comme U est un voisinage réel de a, il existe § > 0 tel que I(a;0[C U.
Pour z € D avec |z —a| < §, x € I(a;6] donc ¢ € U. Comme 2z € UND, on a f(z) € — oo; —L[ soit
f(z) < —=L. On a montré (4.17).

(4.17) = (4.18) : On suppose (4.17) vraie. Soit V € V_. Il existe donc L > 0 tel que | — oo; —L[C V.
Par hypothese pour ce L, il existe 6 > 0 tel que, pour € D avec |z — a|] < §, on ait f(x) < —L. Soit
x €D avec |z —a| <d.On a f(z) < —L donc f(x) €] — oo; —L[C V soit f(x) € V. On a montré (4.18).
(4.18) = (4.1) : On suppose (4.18) vraie. Soit V' € V_,. Par hypothese, il existe un 6 > 0 tel que, pour
x € D avec |z —a| < 4, on ait f(z) € V. Soit U = I(a;d[. C’est un voisinage réel de a. Pour 2 € D avec
x€U,onal|r—a|l<ddonc f(z) € V. On a montré (4.1). O

Etudions deux exemples. Considérons la fonction f : RT™* — R qui & = > 0 associe f(z) = 1/z. On
remarque que 0 est bien adhérent & R™*. Montrons que 11611 f existe et vaut +oo, en utilisant (4.14).
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Soit L > 0. On choisit § =1/L > 0. Pour z € R™ avec |z| < §, on a 0 < x < 1/L donc f(z) =1/z > L.
On a montré (4.14).

Soit h : R* — R qui = # 0 associe h(z) = 1/x. On devine que h n’a pas de limite en 0 car ses limites a
droite et a gauche existent mais sont différentes. Montrons cela.

La restriction de h & R*N]0; +-o00[ est f et li(r)nf = +00. Donc 1(i)r+nh existe et vaut +oo.

Appelons g la restriction de h & R*N] — oo; 0[= R™*. Montrons que li(r)n g existe et vaut —oo, en utilisant

(4.17) avec f remplacée par g.

Soit L > 0. On choisit § = 1/L > 0. Pour € R™* avec |z| < §, on a —1/L <z < 0 donc 1/(—Lz) > 1
et donc g(z) =1/ < —L. On a montré (4.17).

Ainsi 1(i)mh existe et vaut —oo # +o00. Donc h n’a pas de limite en 0 par (4.7) (avec f remplacée par h).

4.2.3 Prolongement par continuité.

On reste dans le cas ou K = C ou K = R.

Définition 4.25. Soit D une partie non vide de R et a € (R\ D) qui est adhérent ¢ D. Soit f : D — K
tel que ¢ = lim f existe dans K. L’application f : DU {a} — K définie par f(x) = f(x), si x € D, et

f(a) =/{, est appelé prolongement par continuité de f en a.

Remarquons que, dans le cadre de cette définition 4.25, le prolongement f de f en a est automatiquement
continue en a. En effet, la limite l;mf existe et vaut lim f, puisque (f)m# = f. De plus, comme
a a

fla)=¢= im f, la limite de f en a existe, par (4.9) avec f remplacée par f. D’aprés la définition 4.14,
a

f est continue en a.

Voyons des exemples et un contre-exemple. Considérons la fonction f : R* — R définie par f(z) = z/|z|.
Peut-on la prolonger par continuité en 0 ? On étudie sa limite en 0. On remarque que la restriction de f a
R** est constante égale & 1 donc elle tend vers 1 en 0. Donc l(iJIP f existe et vaut 1. Comme la restriction

de f a R™" est constante égale & —1 donc elle tend vers —1 en 0. Donc lim f existe et vaut —1. Comme
o

liIle f#lim f, f n’a pas de limite en 0. Elle ne peut donc pas étre prolongée par continuité en 0.

0 0-

En revanche, on peut prolonger par continuité en 0 la restriction f* de f & R™*. La limite de f* en 0

est en fait la limite a dr01te de f en 0, qui est 1 € R. Donc f+ admet un prolongement par continuité en

0 qui est la fonction ]“r R — R définie par, pour = > 0, f+( )=1.

On peut aussi prolonger par continuité en 0 la restriction f~ de f a R™*, puisque f~ a pour limite
—1 € R en 0. Son prolongement par continuité en 0 est la fonction f~ : R~ — R définie par, pour = > 0,
7 @) = 1.

Considérons la fonction g : R* — R définie par, pour z # 0, g(z) = 2?/x. Pour z # 0, on a g(x) = z.

Comme 111% x = 0, on a limxz = 0, par le 3 de la proposition 4.21, donc li[I)n g existe et vaut 0. Le
r—r x—0

prolongement par continuité de g en 0 est donc l'application § : R — R définie par g(z) = g(z) =
2?/x =z, six #0, et §(0) = 0. Donc § = Id.

4.2.4 Limite a Pinfini.

On reprend ici la démarche suivie dans le paragraphe 4.2.2 précédent mais pour a € {—o0; +00}. Comme
il n’y a pas lieu d’introduire des limites a gauche ou a droite dans ce cas, on se concentre sur des
reformulations concretes des limites.

On commence par les limites finies. On a donc K = C ou K = R.
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Proposition 4.26. Soit D une partie non vide de R, f: D — K, a € {—00;+00} qui est adhérent a D et
(e K.
Pour a = 400, la proposition (4.1) est équivalente auzx propositions suivantes :

Ve>0, U EVin; VzeD, ((zelU) = (If(x) =1 <e), (4.19)
Ve>0, 3A>0; VzeD, ((z>A4) = (|f(z) —{ <¢), (4.20)
YV eV, 3A>0; VzeD, ((z>A) = (f(x) eV)). (4.21)
Pour a = —oo, la proposition (4.1) est équivalente auz propositions suivantes :
Ve>0, JUEV »; VaeD, ((xel) = (f(x) -1 <), (4.22)
Ve>0, 3A>0; VzeD, ((z<-4) = (|f(x) =1 <e), (4.23)
VVeV,, F3A>0; VzeD, ((z<-4) = (f(z) eV)). (4.24)

C’est surtout les propositions (4.20) et (4.23) que 'on utilisera pour montrer, avec la définition, I’existence

d’une telle limite. Donnons un exemple. Soit f : RT™ — R définie par f(z) = 1/x. On devine que sa

limite en +o0o existe et vaut 0. Vérifions-le avec (4.20).

Soit € > 0. On choisit A =1/e. Pour z € R™* avec z > A, on a f(z) =1/2 < 1/A = €. On a montré que
lim (1/x)=0.

T—r+00

Preuve de la proposition 4.26 : On traite d’abord le cas ou a = +oo.

On montre successivement les implications : (4.1) = (4.19) = (4.20) = (4.21) = (4.1).

(4.1) = (4.19) : On suppose (4.1) vraie. Soit € > 0. En utilisant I’hypotheése avec le voisinage V' := D(/; €]
si K = C et avec le voisinage V := I(¢;¢[ si K =R, il existe U € V, tel que f(UND) C V. Pour z € D
avecx € U,onaxz € UND donc f(z) € V, c’est-a-dire |f(z) — £| < e. On a montré (4.19).

(4.19) = (4.20) : On suppose (4.19) vraie. Soit € > 0. Par 'hypothese, il existe un voisinage U de +oo
tel que, pour x € UND, |f(z) — €] < e. Par définition des voisinages de +oo, il existe A > 0 tel que
JA; +oo[C U. Pour x € D avec z > A, x €]A;4+00[C U donc |f(z) — ¢| < e. On a montré (4.20).

(4.20) = (4.21) : On suppose (4.20) vraie. Soit V' € Vy. Par définition des voisinages de ¢, il existe e > 0
tel que D(4;e[C V si K = C et I(¢;e[C V si K = R. Par hypotheése pour cet ¢, il existe A > 0 tel que,
pour z € D avec x > A, on ait |f(z) — ¢| < e. Pour x € D avec z > A, on a donc |f(z) — ¢| < € soit
f(z) e DU;el[c VsiK=Cet f(x) € I({;e[C V si K=R. On a montré (4.21).

(4.21) = (4.1) : On suppose (4.21) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour x € D
avec © > A, on ait f(z) € V. Soit U =] A; +oo[. C’est un voisinage de +oo. Pour z € D avec z € U, on a
x> A donc f(r) € V. On a montré (4.1).

Voyons maintenant le cas a = —oo. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.22) =
(4.23) = (4.24) = (4.1).

(4.1) = (4.22) : On suppose (4.1) vraie. Soit € > 0. En utilisant I’hypothese avec le voisinage V' := D(/; €]
si K = C et avec le voisinage V := I(¢;¢[ si K =R, il existe U € V_, tel que f(UND) C V. Pour z € D
avec x € U,onaxz € UND donc f(z) € V, c’est-a-dire |f(z) — £| < e. On a montré (4.22).

(4.22) = (4.23) : On suppose (4.22) vraie. Soit € > 0. Par I'hypothese, il existe un voisinage U de —oco
tel que, pour © € UND, |f(z) — €] < e. Par définition des voisinages de —oo, il existe A > 0 tel que
] —o00; —A[C U. Pour x € D avec x < —A, x €] — c0; —A[C U donc |f(z) — ¢| < e. On a montré (4.23).
(4.23) = (4.24) : On suppose (4.23) vraie. Soit V' € V,. Par définition des voisinages de ¢, il existe € > 0
tel que D(4;e[C V si K = C et I(¢;¢[C V si K = R. Par hypothese pour cet ¢, il existe A > 0 tel que,
pour z € D avec x < —A, on ait |f(z) — {| < e. Pour x € D avec x < —A, on a donc |f(z) — ¢| < € soit
fx) e DU;e[c VsiK=Cet f(x) € I({;¢[C V si K=R. On a montré (4.24).

(4.24) = (4.1) : On suppose (4.24) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davec x < —A, on ait f(z) € V. Soit U =] — co; —A[. C’est un voisinage de —oo. Pour z € D avec
xe€U,onazx<—Adonc f(x) € V. On a montré (4.1). O

On traite les limites infinies. On prend donc K = R.
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Proposition 4.27. Soit D une partie non vide de R, f : D — R, a € {—00; 400} qui est adhérent 4 D et
¢ € {—o0;+00}.
Pour a = 400 et £ = 400, la proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :

VL>0, 3U€Vin; VoeD, ((zeU) = (f(z) >1L)), (4.25)
VL>0, 34>0; VzeD, ((>A4) = (f(z) > L)), (4.26)
VV EVie, FA>0; VzeD, ((z>A) = (f(x)eV)). (4.27)
Pour a = 400 et £ = —o0, la proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :
VL>0, FU€EV,w; VzeD, ((xeU) = (f(z) <-L)), (4.28)
VL>0, 3A4>0; VzeD, ((#>A = (f(z) <-L)), (4.29)
VVEV_ o, FA>0; VzeD, ((z>A) = (flx) eV)). (4.30)
Pour a = —o0 et £ = 400, la proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :
VL>0, FUEV_; VoeD, ((zxeU) = (f(z) >1L)), (4.31)
VL>0, 3A4>0; VeeD, ((z<-A) = (f(zx) > L)), (4.32)
VV EViw, JA>0; VzeD, ((z<-A4) = (f(z) €V)). (4.33)
Pour a = —o0 et £ = —o0, la proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :
VL>0, FU€EV_; VzeD, ((zeU) = (fz) <-L)), (4.34)
VL>0, 3A4>0; VzeD, ((z<-A4) = (f(z) <-L)), (4.35)
VVEV_, FA>0; VzeD, ((z<-A) = (f(z) eV)). (4.36)

C’est surtout les propositions (4.26), (4.29), (4.32) et (4.35) que lon utilisera pour montrer, avec la
définition, I'existence d’une telle limite.

Preuve de la proposition 4.27 : On traite successivement les quatres cas.

Premier cas : a = +00 et £ = +00. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.25) =

(4.26) = (4.27) = (4.1).

(4.1) = (4.25) : On suppose (4.1) vraie. Soit L > 0. En utilisant ’hypotheése avec le voisinage | L; +o00|
de +o0, il existe U € Vi tel que f(U ND) C]L;4o0[. Pour € D avec x € U, on a x € U N D donc
f(x) €]L; +o0], c’est-a-dire f(x) > L. On a montré (4.25).

(4.25) = (4.26) : On suppose (4.25) vraie. Soit L > 0. Par I'hypothese, il existe un voisinage U de
+oo tel que, pour € UND, f(x) > L. Par définition des voisinages de +oo, il existe A > 0 tel que
JA; +o0[C U. Pour z € D avec z > A, x €]A;4+00[C U donc f(z) > L. On a montré (4.26).

(4.26) = (4.27) : On suppose (4.26) vraie. Soit V' € V. Par définition des voisinages de 400, il existe
L > 0 tel que |L; +o00[C V. Par hypothese pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour = € D avec > A, on
ait f(z) > L. Pour z € D avec z > A, on a donc f(z) > L soit f(z) €]L;00[C V. On a montré (4.27).
(4.27) = (4.1) : On suppose (4.27) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davecx > A, onait f(z) € V. Soit U =]A4; +o0o. C’est un voisinage de +co. Pour z € D avec z € U,
on ax > A donc f(z) € V. On a montré (4.1).

Deuxiéme cas : a = +00 et £ = —co. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.28) =

(4.29) = (4.30) = (4.1).

(4.1) = (4.28) : On suppose (4.1) vraie. Soit L > 0. En utilisant I’hypothese avec le voisinage | —oo; — L]
de —o0, il existe U € V4 tel que f(UND) C] — oco; —L[. Pour x € D avec x € U, on a x € UND donc
f(x) €] — o0; —L], c’est-a-dire f(x) < —L. On a montré (4.28).

(4.28) = (4.29) : On suppose (4.28) vraie. Soit L > 0. Par I'hypothese, il existe un voisinage U de
+oo tel que, pour x € UND, f(x) < —L. Par définition des voisinages de +o0, il existe A > 0 tel que
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JA; +o0o[C U. Pour x € D avec x > A, x €]A; +00[C U donc f(x) < —L. On a montré (4.29).

(4.29) = (4.30) : On suppose (4.29) vraie. Soit V' € V_,. Par définition des voisinages de —oo, il existe
L > 0 tel que | — co; —L[C V. Par hypothése pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour z € D avec x > A,
on ait f(z) < —L. Pour x € D avec x > A, on a donc f(z) < —L soit f(z) €] —oo; —L[C V. On a montré
(4.30).

(4.30) = (4.1) : On suppose (4.30) vraie. Soit V' € V_,. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davecx > A, onait f(z) € V. Soit U =]A; +o00[. C’est un voisinage de +o00. Pour x € D avec z € U,
onazx > Adonc f(z) € V. On a montré (4.1).

Troisieme cas : @ = —o0 et { = +00. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.31) =

(4.32) = (4.33) = (4.1).

(4.1) = (4.31) : On suppose (4.1) vraie. Soit L > 0. En utilisant ’hypotheése avec le voisinage | L; +o00]
de 400, il existe U € V_ tel que f(UND) C]L;+oo[. Pour z € D avec x € U, on a z € U ND donc
f(z) €]L; +o0|, c’est-a-dire f(x) > L. On a montré (4.31).

(4.31) = (4.32) : On suppose (4.31) vraie. Soit L > 0. Par 'hypothese, il existe un voisinage U de
—oo tel que, pour € UND, f(x) > L. Par définition des voisinages de —oo, il existe A > 0 tel que
| —o0;—A[C U. Pour z € D avec < —A, x €] — 00; —A[C U donc f(x) > L. On a montré (4.32).
(4.32) = (4.33) : On suppose (4.32) vraie. Soit V' € V. Par définition des voisinages de 400, il existe
L > 0 tel que |L; +o00[C V. Par hypothese pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour € D avec x < —A,
on ait f(x) > L. Pour z € D avec & < —A, on a donc f(x) > L soit f(x) €]L;o0[C V. On a montré

(4.33).

(4.33) = (4.1) : On suppose (4.33) vraie. Soit V € V. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davec x < —A, on ait f(z) € V. Soit U =] — co; —A[. C’est un voisinage de —oo. Pour z € D avec
xeU,onax < —Adonc f(x) € V. On a montré (4.1).

Quatrieme cas : a = —oo et £ = —oo. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.34) =

(4.35) = (4.36) = (4.1).

(4.1) = (4.34) : On suppose (4.1) vraie. Soit L > 0. En utilisant I’hypotheése avec le voisinage | — co; — L]
de —o0, il existe U € V_ tel que f(UND) C] —oo; —L[. Pour z € D avec x € U, on a x € UND donc
f(z) €] — o0; —L], c’est-a-dire f(x) < —L. On a montré (4.34).

(4.34) = (4.35) : On suppose (4.34) vraie. Soit L > 0. Par I'hypothese, il existe un voisinage U de
—oo tel que, pour x € UND, f(x) < —L. Par définition des voisinages de —oo, il existe A > 0 tel que
] —o0; —A[C U. Pour x € D avec x < —A, x €] — c0; —A[C U donc f(x) < —L. On a montré (4.35).
(4.35) = (4.36) : On suppose (4.35) vraie. Soit V' € V_,. Par définition des voisinages de —o0, il existe
L > 0 tel que | — oo; —L[C V. Par hypothese pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour & € D avec & < —A,
on ait f(z) < —L. Pour z € D avec x < —A, on a donc f(x) < —L soit f(z) € —oo;—L[C V. On a
montré (4.36).

(4.36) = (4.1) : On suppose (4.36) vraie. Soit V' € V_,. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davecx < —A, on ait f(z) € V. Soit U =] — co; —A[. Cest un voisinage de —oo. Pour z € D avec
xe€U,onax<—Adonc f(x) € V. On a montré (4.1). O

On traite quelques exemples. On reprend la fonction Id : R — R qui & = € R associe Id(z) = z. —oc est
adhérent & R. On devine que la limite lim Id existe et vaut —oco. On le montre en utilisant (4.35).

Soit L > 0. On choisit A =L > 0. Pour € R avec x < —A4, on a ¢ < —L. On a montré (4.35) et donc
que limId = —oc.

Soit g : R — R définie par g(x) = —22. On devine qu’elle a —cc pour limite en +0o. On le montre en
utilisant (4.29).

Soit I > 0. On choisit A = VL > 0. Pour € Ravecz > A, onax? > A2 donc g(z) = —2% < —A? = —L.
On a montré (4.29).

4.3 Opérations sur les limites de fonctions.

Comme pour les limites de suites, on va voir que des opérations de base sur les fonctions se transmettent
aux limites de fonctions. On commence par des propriétés générales puis on consideére séparément les cas
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