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JA;+o00[C U. Pour x € D avec x > A, x €]A;4+00[C U donc f(z) £ —L. On a montré (4.29).

(4.29) = (4.30) : On suppose (4.29) vraie. Soit V' € V_,. Pardéfinition des voisinages de —oo, il existe
L > 0 tel que | — co; —L[C V. Par hypothése pour cet L, il efiste A > 0 tel que, pour z € D avec x > A,
on ait f(z) < —L. Pour x € D avec x > A, on a donc ()< —L soit f(z) €] —o0o; —L[C V. On a montré
(4.30).

(4.30) = (4.1) : On suppose (4.30) vraie. Soit 7€ V_,. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davecx > A, onait f(z) € V. Soit U =]Ay4o0[. C’est un voisinage de +o00. Pour x € D avec z € U,
onazx > Adonc f(z) € V. On a montré (44).

Troisieme cas : @ = —o0 et { = +00. Ox’montre successivement les implications : (4.1) = (4.31) =
(4.32) = (4.33) = (4.1).
(4.1) = (4.31) : On suppose ( vraie. Soit L > 0. En utilisant I’hypothese avec le voisinage | L; #400]

our x € D avec & < —A,
€|L;o00[C V. On a montré

(4.33).

(4.33) = (4.1) : On suppose (4.33) vraie. Soit V' € V. Par hypbthese, il existe A > 0 tel que, pour
x € D avec x < —A, on ait f(z) € V. Soit U =| — o0; —AJ. un voisinage de —oco. Pour x € D avec
xeU,onax < —Adonc f(x) € V. On a montré (4.1).

Quatrieme cas : ¢ = —oo et £ = —oo. On montre succesgivement les implications : (4.1) = (4.34) =

(4.35) = (4.36) = (4.1).
(4.1) = (4.34) : On suppose (4.1) vraie. Soit L »>70. En utilisant I’hypotheése avec le voisinage | — co; — L]

357 = (4.36) : On suppose (4.35) vraie. Soit V € V_,. Par définition des voisinages de —oo, il gkiste
L > 0 tel que | — oo; —L[C V. Par hypothese pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour & € D avec /< —A,
on ait f(z) < —L. Pour z € D avec x < —A, on a donc f(x) < —L soit f(x) €] —oo; —L] .On a
montré (4.36).

(4.36) = (4.1) : On suppose (4.36) vraie. Soit V' € V_,. Par hypothese, il existe A > (/tel que, pour

x € Davecx < —A, on ait f(z) € V. Soit U =] — co; —A[. Cest un voisinage de —oo,/Pour x € D avec
xe€U,onax<—Adonc f(x) € V. On a montré (4.1). O
On traite quelques exemples. On reprend la fonction Id : R — R qui a = associe Id(z) = x. —oo est
adhérent & R. On devine que la limite lim Id existe et vaut —oo. O montre en utilisant (4.35).

Soit L > 0. On choisit A = L > 0. Pour € R avec x < Z#7on a © < —L. On a montré (4.35) et donc

que lijd = —00.

Soit g : R — R définie par g(z) = —z
utilisant (4.29).

Soit L > 0. On choisit L>0.Pourz € Ravecz > A,onaz? > A? donc g(z) = —2? < —A%? = —L.
On a montré

devine qu’elle a —oo pour limite en +o00. On le montre en

4.3 Opérations sur les limites de fonctions.

Comme pour les limites de suites, on va voir que des opérations de base sur les fonctions se transmettent
aux limites de fonctions. On commence par des propriétés générales puis on consideére séparément les cas
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de limites finies et de limites infinies.

4.3.1 Composition.

On se place dans le cas général ou K = C ou K =R. Etant donnée une fonction f:D — K, on peut la
composer & droite par une fonction réelle g : D' — D. Que peut-on dire des limites de f o g & partir de
cellesde fet g?

Proposition 4.28. Soit D et D' deux parties non vides de R. Soit g : D' — D et f : D — K. Soit
a € (RU{—o0;+00}) qui est adhérent o D' et tel que £ :=lim g ewxiste dans RU{—o0;+oo}. Alors £’ est
a

adhérent a D. On suppose, de plus, que £ := liémf existe. Alors lim (f o g) existe et vaut £, i.e.
4 a

lim(fog) = lim f.
e limg

Preuve : Vérifions d’abord que ¢’ est adhérent & D. Soit W € V. Comme ¢ est la limite de ¢ en a, il
existe un voisinage U de a tel que g(UND’) C W. Soit x € UND’ (qui est non vide car a est adhérent a
D'). On a donc g(z) € W et aussi g(z) € D. Donc (W ND) # (. Ceci étant vrai pour tout voisinage W
de ¢/, ¢ est adhérent & D.

On montre que la limite en a de f o g existe et vaut £ en utilisant (4.1) avec f remplacée par f o g.

Soit V' € V. Comme £ est la limite de f en ¢, il existe un voisinage W de ¢ tel que f(W ND) C V
(cf. (4.1) avec a remplacé par ¢'). Comme ¢ est la limite de g en a, il existe un voisinage U de a tel
glUND) C W (cf. (4.1) avec f remplacée par g et £ remplacée par ¢'). Pour x € D' avec z € U, on
ax € UND donc g(x) € W. Comme g est & valeurs dans D, g(z) € D. Donc g(z) € W N D. D’ou
(fog)(z) = f(g(z)) € V. On a montré que lién(f og)="{. O

On a vu dans la proposition 4.23 que les translations ¢, (pour b € R) sont continues en tout point de R.
Ceci permet d’obtenir le corollaire suivant pour les limites en un point de R.

Corollaire 4.29. Soit D une partie infinie de R, f: D — K eta R
On suppose que a est un point adhérent a D et que { = lim f existe. Alors 0 est un point adhérent au
a

domaine de définition de fot_, et £ est aussi la limite en O de cette fonction fot_,, i.e.

lim f(z) = lignf = lign(fot_a) = }lLiLrBf(a—Fh).

T—ra

Réciproquement, si 0 est un point adhérent au domaine de définition de fot_, et si la limite en 0 de
fot_, existe alors a est un point adhérent a D, la limite en a de f existe et les deux limites sont €gales.

Preuve : On remarque tout d’abord que la restriction de ¢, & D est bijective de D sur D, := t,(D). De
plus, sa bijection réciproque est la restriction a D, de t_,. On note que f ot_, est définie sur D,.

a). On suppose que a est un point adhérent & D et que ¢ := lim f existe. Comme ¢, est continue en
a

a, sa limite en a est t,(a) = 0. Il en est de méme de la restriction de ¢, & D, d’apres le 1 de la
proposition 4.21, et 0 est un point adhérent a ¢,(D) = D,, d’apres la proposition 4.28. Comme ¢_,
est continue en 0, sa limite en 0 est t_,(0) = a. Il en est de méme de la restriction de t_, & Dy,
d’apres le 1 de la proposition 4.21. Par la proposition 4.28 avec g remplacée par la restriction de
t_o & D,, a remplacé par 0 et £ remplacée par a, la limite en 0 de f ot_, existe et vaut £.

b). On suppose 0 est un point adhérent & D, et que £ := li(r)n(f ot_,) existe. Comme t_, est continue

en 0, sa limite en 0 est t_,(0) = a. Il en est de méme de la restriction de t_, & D,, d’apres le 1
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de la proposition 4.21, et a est adhérent & t_,(D,) = D, d’apres la proposition 4.28. Comme ¢, est
continue en a, sa limite en a est t,(a) = 0. Il en est de méme de la restriction de ¢, & D, d’apres le 1
de la proposition 4.21. Par la proposition 4.28 avec f remplacée par fot_,, g remplacée par t,, et £/
remplacée par 0, la limite en a de (fot_,)ot, existe et vaut £. Comme (fot_,)ot, = fo(t_qot,) = f,
on en déduit que la limite en a de f existe et vaut /. O

Concernant la continuité, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.30. Soit D et D’ deux parties non vides de R. Soit g : D' — D et f : D — K. On suppose
que g est continue sur une partie Dj, de D', que f est continue sur une partie Dy de D et que g(D})) C Dy.
Alors f o g est continue sur Dj.

Preuve : Soit a € Dj. Par 'hypothése sur g, g est continue en a. Comme g(Dj)) C Dy et a € D, g(a) € Dy.

De plus lim g = g(a) € R (cf. proposition 4.13). Par ’hypothése sur f, f est continue en g(a). Donc li(rrﬁ f
a gla
existe. Par la proposition 4.28, lim(f o g) existe donc f o g est continue en a. Ceci étant vrai pour tout
a

a € D|, f o g est continue sur Dj. O

Fait au 21-03-2023.

4.3.2 Propriétés générales des limites de fonction.

On rappelle que K = C ou K = R.

Remarque 4.31. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o0;+00}) qui est adhérent a D. Soit
f:D—KetleK. Dapres les propositions 4.22 et 4.26, (lim, f = {) est équivalente a

Ve>0, 3UeV,; (zxelU) = (f(x) -1 <e). (4.37)

Proposition 4.32. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o0;+00}) qui est adhérent a D. Soit
f:D—K,g:D—Ket(\I)eK3.

1. Théoréme des gendarmes. On suppose qu’il existe une fonction h : D — R tendant vers 0 en a et
un voisinage U de a tels que

VeeD, ((zeU) = (f(x) —¢ < hx)). (4.38)
Alors lignf existe et vaut .
2. Propriétés du module (ou de la valeur absolue).
(lim f = () <= (lim [f — (] = 0). (4.39)
En particulier, quand £ =0, on a
(lim f = 0) <= (lim |f] = 0). (4.40)

De plus, on a
(limf = ¢) = (lim [f| = |/]) . (4.41)

3. On suppose que lim f = £ et limg = ¢'. Alors les limites suivantes existent et on a
a a

lim(f+g) = £+¢, lm(\f) = X-£, lim(fg) = £-10.
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Si, de plus, £ # 0, alors il existe un voisinage U de a tel que la fonction 1/ f soit définie sur U N'D
et on a

lim - = -.
a f V4
On suppose que a € D et que f et g sont continues en a. Alors [+ g, A\f et fg sont continues en

a. Si, de plus, f(a) # 0, alors il existe un voisinage U de a tel que la fonction 1/f soit définie sur
UND, et1/f est continue en a.

On suppose que [ et g sont continues sur une partie D' de D. Alors f + g, M\f et fg sont continues
sur D'. Si, de plus, f ne s’annule pas sur D', alors 1/f est définie et continue sur D’.

Preuve : On adapte les preuves des propositions 3.42 et 3.43.

1.

3.

Sous les hypotheses de 1’énoncé, on montre que f tend vers £ en a en utilisant (4.37).

Soit € > 0. Comme h tend vers 0 en a, il existe, par (4.37) avec f remplacée par h et ¢ remplacée
par 0, un voisinage Uy de a tel que, pour x € D avec x € Uy, on ait |h(z)| < €. Soit U; = U N Uy.
C’est un voisinage de a (cf. proposition 2.14). Pour z € D avec « € Uy, on a z € U donc, par (4.38),
|f(z) — €] < h(zx) et, comme x € Uy, h(xz) < |h(x)|] < e. Donc |f(x) — ¢| < e. On a montré que f
tend vers £ en a.

On remarque que, pour tout x € D,
If = l(z) = 0] = |If(x) =€ =0 = |f(x) — ¢

Donc (4.37) est identique & (4.37) pour f remplacée |f — £| et ¢ remplacée par 0. En utilisant la
remarque 4.31 pour f et |f — £|, on obtient ’équivalence (4.39).
Montrons (4.41). On suppose que lim f = ¢. D’apres ce que l'on vient de démontrer, la fonction

|f — £| tend vers 0 en a. De plus, pour z € D, on a, par (2.6),
@) = 1] < If(z) - ¢

donc, par le théoreme des gendarmes appliqué a |f| (cf. 1), lim |f| = |¢|. On a montré (4.41).

a). On montre que £+ est limite de f+ g en a, c’est-a-dire la proposition (4.37) avec f remplacée
par f + g et £ remplacée par £+ £'.
On remarque tout d’abord que, pour tout x € D,

((f +9)(@) = (£ + )| = |[(f(x) = 0O + (9x) = O)] < [f(x) — L] + |g(z) — €], (4.42)
d’apres I'inégalité triangulaire (cf. (2.5) lorsque K = C et (2.11) lorsque K = R).
Soit € > 0. Comme lim f = ¢, il existe un voisinage U; de a tel que, pour x € D avec x € Uy,
on ait |f(z) — ¢| < (¢/2). De méme, comme lim g = ¢, il existe un voisinage Us de a tel que,
a

pour z € D avec ¢ € Us, on ait |g(z) — €| < (€/2). Soit U = U; N Usz. Cest un voisinage
de a (cf. remarque 4.9). Pour x € D avec ¢ € U, on a |f(z) — £ < (¢/2), car x € Uy, et
lg(x) — ¢'| < (¢/2), car © € Us. Donc, par (4.42), |(f + g)(z) — (£+¢')] < 2(e/2) =e. On a
montré que f + g tend vers £ + ¢’ en a.

b). On montre maintenant que ¢ - ¢’ est limite de f - g en a, c’est-a-dire la proposition (4.37) avec
f remplacée par fg et £ remplacée par £/’
On écrit tout d’abord, pour tout = € D,

(f - 9)z) = (L) = fx) (9(z) = ) + (f(2) = O)- .

Donc, par I'inégalité triangulaire,

((f - 9)(@) = (- O)f < |f@)][g@) = ] + |f(x) — € |¢]. (4.43)
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Soit € > 0. Soit

"e oy min (10— )] .
‘ E]“““( ’|€+|m+1)]

Comme lim f = /, il existe un voisinage U; de a tel que, pour x € D avec x € Uy, on ait
a
|f(z) — £ < €. De méme, comme limg = ¢, il existe un voisinage U de a tel que, pour

x € D avec x € Uy, on ait |g(x) — ¢'| < €. Soit U = Uy N Us. C'est un voisinage de a (cf.
remarque 4.9). Pour z € D avec x € U, on a |f(z) — €] < €, car x € Uy, et |g(x) — V| < €,
car x € Us. Donc, par (4.43) et le choix de €,

|(f - g)@) = (- )] < (€ +10)-€+ €] <1+ +1[0]) < e.

On a montré que fg tend vers £/’ en a.

En remplagant la fonction v par la fonction constante égale a A, qui tend en a vers A, dans le
résultat précédent, on obtient im(Af) = AL.
a

. On suppose maintenant que £ # 0. Par la proposition 2.15, il existe un voisinage A de £ et un

voisinage B de 0 tels que AN B = (. Comme lim f = ¢, il existe un voisinage Uy de a tel que,
a

pour € D avec x € Uy, on ait f(z) € A (cf. (4.1)). Comme B contient 0 (cf. proposition 2.14)
et ANB =10, f(x) # 0. Donc la fonction 1/ f est bien définie sur Dy := Uy N D. De plus, a est
adhérent & Dy (cf. remarque 4.9). Montrons maintenant que 1/¢ est la limite en a de 1/f en
utilisant la proposition (4.37) avec f remplacée par 1/f et ¢ remplacée par 1/¢.

Comme B est un voisinage de 0, il existe o > 0 tel que le disque D(0;80[C B, si K = C, et
I'intervalle I(0;6o[C B, si K =R. Pour 2 € Dy, on a f(x) ¢ B, donc f(z) & D(0;dg[, si K = C,
et f(xz) € I(0;dp[, si K =R, c’est-a-dire | f(z)| > dg. De plus, pour = € Dy,

1 1 L — f(x)

f@) ¢ flx)-¢

donc

1‘ N e Ol R O (4.44)

1
‘f(w) ¢ [f@)] -1 = o~ |4]
Soit € > 0. Soit € €]0; g - || - €], ce qui est possible car dg - |[¢] - € > 0. Comme lim f = ¢, il existe
un voisinage U de a tel que, pour © € D avec « € Uy, on ait |f(x) — €] < €. Soit U = UyNUj.

C’est un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour © € Dy avec x € U, on a x € U; et, d’apres
(4.44),
‘ 1 1’ - € <
—_— = - —— < €
flx) ¢ do - |£]
On a montré que lim(1/f) = 1/¢.

4. D’apres la définition de la continuité en a (cf. définition 4.14), il suffit d’appliquer le 3 avec £ = f(a)
et ¢/ = g(a).

5. D’apres la définition de la continuité sur D’ (cf. définition 4.14), il suffit d’appliquer le 4. O

On termine ce paragraphe par un résultat commode sur les fonctions complexes (K = C). On rappelle
que 'on a défini les parties réelle et imaginaire d’une fonction complexe dans la définition 4.5.

Proposition 4.33. Soit D une partie non vide de R, a € (RU{—00; +00}) qui est adhérent 4 D, f : D — C
et £ € C. On a léquivalence

mf = ¢ <= ((hglé}%(f) = R() et (mS(f) = %(6))).
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Preuve : On adapte la preuve de la proposition 3.44.
=) : On suppose que lim f = £. Pour tout z € D, on a, d’apres (2.7),
a

[((R(N)(@) =RO| = [R(f(2) = O] < [f(x) =L et [(S(N))(@) =S| = [S(f(z) =] < [f(x)—4].

En appliquant deux fois la propriété des gendarmes de la proposition 4.32 avec h = |f — /|, qui tend vers
0 d’apres ’hypothese et (4.39), on en déduit que litrln R(f) existe et vaut R(¢) et que li(ILn S(f) existe et
vaut I(£).

<=) : On suppose qu’en a, N(f) tend vers R(¢) et que I(u) tend vers I(¢). Par la proposition 4.32 (avec
f remplacée par S(f) et A = 4), iS(f) tend vers i3(¢) en a. Par la proposition 4.32 (avec f remplacée
par R(f) et g remplacée par i3(g)), f = R(f) +iS(f) tend vers R(¢) +iS(£) = £ en a. O

4.3.3 Propriétés propres aux limites de fonctions réelles.

On reprend le cas ot K = R et on établit, pour les fonctions réelles, un pendant de la proposition 4.32
pour des limites infinies et certaines propriétés liées & la relation d’ordre sur R.

Remarque 4.34. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o0;+00}) qui est adhérent a D. Soit
f:D — R. D’aprés les propositions 4.24 et 4.27, (lim, f = 4+00) est équivalente a

VL>0, 3U€Vs; ((@elU) = (f(z) > L)) (4.45)
et (lim, f = —00) est équivalente a
VL>0, JU€EV,; ((zelU) = (f(z) <-L)). (4.46)

On commence par des propriétés liées a la relation d’ordre sur R. On rappelle la convention adoptée pour
les limites de suites : on décide que +oo est supérieur a tout nombre réel et aussi a —oo; on décide que
—o0 est inférieur & tout nombre réel.

Proposition 4.35. Soit D une partie non vide de R et a € (R U {—o0;+00}) qui est adhérent ¢ D. Soit
f:D—R, ¢g:D—R, {e(RU{—00;+00}) et ¢ € (RU{—00;+00}), tels que £ =lim f et £’ =limg.
a a

1. Soitb € R tel que b < L. Alors f est strictement supérieure a b “prés de a”, i.e. il existe un voisinage
U de a tel que, pour tout x € UND, f(x) > b.

2. Soitb € R tel que b > L. Alors f est strictement inférieure a b “pres de a”, i.e. il existe un voisinage
U de a tel que, pour tout x € UND, f(x) <b.

3. Si £ € R alors f est bornée “pres de a”, i.e. il existe (m; M) € R? et un voisinage U de a tels que,
pour tout t € UND, m < f(z) < M.

4. On suppose que f est inférieure a g “pres de a”, i.e. il existe un voisinage U de a tel que, pour tout

zeUND, f(zx) <g(x). Alors £ < (.
5. On suppose qu’une fonction réelle h : D — R est encadrée par f et g “prés de a”, i.e. il existe un
voisinage U de a tel que, pour tout x € UND, f(z) < h(z) < g(z), et que £ = ¢’ € R. Alors limh
a
existe et vaut £ = {'.

6. On suppose qu’une fonction réelle h : D — R est minorée par f “prés de a”, i.e. il existe un
voisinage U de a tel que, pour tout x € UNTD, f(x) < h(x), et que £ = +oo. Alors lim h existe et
a

vaut { = +oo.
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7. On suppose qu’une fonction réelle h : D — R est majorée par g “prés de a”, i.e. il existe un
voisinage U de a tel que, pour tout x € UND, h(x) < g(x), et que ¢! = —oo. Alors lim h existe et

a
vaut ¢! = —o0.

Avant de passer a la preuve de cette proposition, faisons quelques commentaires.

On ne peut appliquer la proposition 4.35 & f (ou & f et g) que si l'on sait déja que f a une limite (ou
que f et g ont une limite) en a.

Grace a la convention précédente, les propriétés ont bien un sens lorsque une (les) limite(s) est (sont)
infinie(s). De plus, elles sont encore vraies.

La propriété 1 donne, en particulier, que, si f tend vers une limite strictement positive (y compris +00)
en a, alors f est strictement positive pres de a.

La propriété 2 donne, en particulier, que, si f tend vers une limite strictement négative (y compris —oo)
en a, alors f est strictement négative pres de a.

La propriété 4 s’interpréte comme un passage a la limite £ — a dans les inégalités f(z) < g(z), qui sont
vraies preés de a. Si I'on suppose que f(z) < g(x) prés de a, on a seulement ¢ < ¢/, en général comme le
montre le contre-exemple suivant :

Soit f la fonction nulle sur RT™ et g : R™* — R, définie par g(x) = 1/x. On a bien, pour tout z € RT*,
fl@) = 0 < g(z) mais Erong =0= Eg.}g (cf. proposition 4.23 et paragraphe 4.2.4). La proposition

(lim f < lim g) est donc fausse.
+o0o +o00

On peut reformuler ceci en disant que, quand on passe a la limite x — a dans des inégalités strictes, on
récupere une inégalité large.

On utilise souvent cette propriété 4 lorsque 1'une des fonctions est constante. Par exemple, si ’on considére
une fonction réelle positive qui a une limite en a alors sa limite est positive (en appliquant la propriété 4
avec f constante égale a 0).

La propriété 5 est appelée “propriétés des gendarmes” ou “théoreme des gendarmes”. Les fonctions f et g
jouent le role de gendarme. On remarque que, dans le cas o f = —get £ =¢ =0, on a, pour x € UND,
les équivalences

(f(z) < hz) <g(z)) <= (—g(z) < Mz) < g(z)) <= (|h(z)| < g(z)). (4.47)

Ceci explique la terminologie utilisée dans la proposition 4.32.
En raison de leur proximité avec la propriété 5, on peut aussi désigner par “propriétés des gendarmes” ou
“théoreme des gendarmes” les propriétés 6 et 7, méme s’il n’y a qu'un seul “gendarme”.

Voyons un exemple d’application d’un de ces théorémes des gendarmes. Soit f : R — R définie par
f(x) = 22(1 4+ 22)~1. On étudie I'existence de la limite en 0. On devine que la fonction est continue en 0
donc que sa limite en 0 existe et vaut f(0) = 0. Pour démontrer cela, on peut utiliser des résultats de la
proposition 4.32. On va ici utiliser le théoréme des gendarmes.

Pourzx € R,onal+a2%2>1,donc0< (1+22)71 <1.Dou0 < f(z) <22 On a vu que lir%;v = 0 donc,

T—
par le 3 de la proposition 4.32 pour fg avec f =g =1d, on a lin%) 22 = 0. Comme on a aussi lir%O =0,
T T—

on en déduit, par le théoréme des gendarmes (cf. le 5 de la proposition 4.35), que li(I)n f existe et vaut 0.

On remarque que ’on aurait aussi pu utiliser le 1 de la proposition 4.32.

Preuve de la proposition 4.35 :

1. Soit V :=]b; +00[. C’est un voisinage de ¢ (cf. la preuve de la proposition 3.45). Comme ¢ = lim f,
il existe un voisinage U de a tel que, pour © € UND, on ait f(z) € V. Donc, pour x € UND, on a
f(x) € V soit f(x) > b.

2. Soit V :=| — 00; b[. C’est un voisinage de ¢ (cf. la preuve de la proposition 3.45). Comme ¢ = lim f,

il existe un voisinage U de a tel que, pour x € UND, on ait f(x) € V. Donc, pour z € UND, on a
f(x) € V soit f(x) < b.
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3. On suppose £ € R. Soit m = ¢ —1 et M = ¢+ 1. L’intervalle [m; M] est un voisinage de ¢ car il
contient I(¢;1[. Comme ¢ = lim f, il existe un voisinage U de a tel que, pour x € U ND, on ait

f(z) € [m; M]. Donc, pour z € U ND, on a bien m < f(z) < M.

4. On raisonne par l’absurde. Supposons que £ > {'. Dans la preuve de la proposition 3.45, on a vu
qu’il existe b € R tel que V :=]b; +o00[ est un voisinage de £ et V' :=] — oo; b[ est un voisinage de
¢. Comme ¢ = lim f, il existe un voisinage U; de a tel que, pour z € Uy N D, on ait f(x) € V.

a
Comme ¢/ = lim g, il existe un voisinage Us de a tel que, pour x € Uz N'D, on ait g(z) € V'. Soit
a

Uy =UNU; NU;. Clest un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour z € Uy N D, on a f(x) € V car
x € Uy, g(x) € V' car x € Us, et f(z) < g(x), car x € U. Donc, g(z) < b < f(z) et f(z) < g(x).
Contradiction. Conclusion ¢ < ¢'.

5. Lorsque ¢ = +00, la propriété est une conséquence de 6. Lorsque ¢ = —o0o, la propriété est une
conséquence de 7. On traite le cas o £ € R. On montre (4.37) avec f remplacée par h et U
remplacé par U’ (U étant déja défini dans 'hypothese).

Soit € > 0. Comme ¢ = lign f, il existe un voisinage U; de a tel que, pour z € U; ND, on ait

|f(x) — ¢ < e. Comme ¢ = limg, il existe un voisinage Us de a tel que, pour z € Us N D, on ait
a

lg(z)—¢| < €. Soit U' = UNUNU;. C’est un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour z € U'ND, on a,
en utilisant successivement que x € Uy, z € U et © € U, que £—e < f(x) < l+e, f(z) < h(z) < g(x)
et £ —e < g(x) < l+e¢, donc

l—e < f(z) < h(z) < glz) < L+e,
c’est-a-dire |h(z) — | < e. On a montré que h tend vers ¢ en a.

6. On montre (4.45) avec f remplacée par h et U remplacé par U’ (U étant déja défini dans ’hypothese).
Soit L > 0. Comme lim f = 400, il existe, par (4.45), un voisinage U; de a tel que, pour z € Uy ND,

on ait f(z) > L. Soit U’ = U NU;. Clest un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour x € U N D, on
a h(x) > f(z), car x € U, et f(z) > L, car x € Uy. Donc h(x) > L. On a montré que lim h existe

et vaut +oo.

7. On montre (4.46) avec f remplacée par h et U remplacé par U’ (U étant déja défini dans ’hypothese).
Soit L > 0. Comme lim g = —o0, il existe, par (4.45), un voisinage U; de a tel que, pour x € Uy ND,

on ait g(x) < —L. Soit U’ = U NU;. Clest un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour x € U N D,
on a h(z) < g(x), car x € U, et g(x) < —L, car x € Uy. Donc h(z) < —L. On a montré que lim h

existe et vaut —oo. O

Maintenant, on revient sur les propriétés du 3 de la proposition 4.32 mais pour des fonctions réelles et
seulement lorsque au moins I'une des limites £ et £’ est infinie.

Proposition 4.36. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o00;+00}) qui est adhérent ¢ D. Soit
f:D—R,g:D—R, AR, { € {—00;+0} et £' € (RU{—00;+00}), tels que £ = lim f et £/ = limg.

Alors, dans les cas suivants, les limites suivantes existent et on a :
a). Sit € R alors im(f + g) = ¢;
a
b). Sit = £ alors im(f +g) =¢;
c). Si A >0 alors im(Af) =€ et si A <0 alors im(Af) = —¢;

d). Si A =0 alors lim(\f) = 0;
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e).
)

9)

h).

Si ' >0 alors im(fg) =€ et si ¢’ <0 alors lim(fg) = —¢;

La fonction 1/ f est définie “prés de a” et tend vers 0 en a, i.e. il existe un voisinage U de a tel que,
pour x € UND, f(x) #0 et im(1/f) = 0.
a

Si h : D — R est une fonction réelle, a valeurs strictement positives “prés de a”, i.e. il existe un
voisinage réel U de a tel que, pour x € UND, h(z) > 0, et qui tend vers 0 en a, alors 1/h est bien
définie “pres de a”, i.e. sur UND, et lim(1/h) = 4o0.

a

Si h: D — R est une fonction réelle, a valeurs strictement négatives “pres de a”, i.e. il existe un
voisinage réel U de a tel que, pour x € UND, h(x) <0, et qui tend vers 0 en a, alors 1/h est bien
définie “pres de a”, i.e. sur UND, et lim(1/h) = —o0.

a

Comme dans la proposition 3.46, les cas non considérés sont indéterminés.

Preuve de la proposition 4.36 :

a).

On sépare les cas ou £ = 400 de ceux ou £ = —o0.
Cas £ = 400 : On montre que lim(f + g) = +oo en utilisant la proposition (4.45) avec f remplacée
a

par f+g. Soit L > 0. Soit L’ = max(1; L—¢ +1) > 0. Comme lim f = 400, on sait, par cette méme
a
proposition (4.45), qu’il existe un voisinage U; de a tel que, pour x € Uy N D, f(x) > L. Comme
lim g = ¢, on sait, par la proposition (4.37) (avec f remplacée par g), qu’il existe un voisinage Us
a
de a tel que, pour x € Us ND, ¢/ — 1 < g(x) < €' 4+ 1. Soit U = Uy N Us. C’est un voisinage a (cf.
remarque 4.9). Pour x e UND, on a f(z) > L', carx € Uy, et ' —1 < g(z) <€ + 1, car x € Us.
Donc f(z) + g(z) > L' +¢ —1 > L. On a montré que lim(f + g) = +oo.
a
Cas £ = —co : On montre que lim(f + g) = —oo en utilisant la proposition (4.46) avec f remplacée
a
par f+g. Soit L > 0. Soit L’ = max(1; L+¢ +1) > 0. Comme lim f = —oo, on sait, par cette méme
a
proposition (4.46), qu'il existe un voisinage U; de a tel que, pour « € Uy ND, f(z) < —L'. Comme
limg = ¢, on sait, par la proposition (4.37) (avec f remplacée par g), qu’il existe un voisinage Us
a
de a tel que, pour x € Us ND, ¢! — 1 < g(x) < ¢ 4+ 1. Soit U = Uy N Us. C’est un voisinage a (cf.
remarque 4.9). Pour z e UND, on a f(x) < =L, carx € U, et £/ —1 < g(x) < ' + 1, car x € Us.
Donc f(z) +g(z) < =L'+ ¢ +1 < —L. On a montré que lim(f + g) = —oc.
a

. On sépare le cas o £ = ¢’ = +oo du cas ot £ = ' = —c0.

Cas £ ={' = 400 : On montre que lim(f 4+ g) = 400 en utilisant la proposition (4.45) avec f
a

remplacée par f+ g. Soit L > 0. Comme lim f = +00, on sait, par la proposition (4.45), qu’il existe
a
un voisinage U; de a tel que, pour € Uy N D, f(z) > L. Comme limg = 400, on sait, par le
a

1 de la proposition 4.35 (avec f remplacée par g), qu’il existe un voisinage Us de a tel que, pour
x € UyND, g(x) > 0. Soit U = Uy N Us. C’est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour z € U N D,
ona f(x) > L, car x € Uy, et g(x) > 0, car z € Us. Donc f(z) + g(xz) > L +0 = L. On a montré
que li(rln(f +g) = +o0.

Cas £ ={¢' = —o0 : On montre que lim(f 4+ g) = —oo en utilisant la proposition (4.46) avec f

remplacée par f+ g. Soit L > 0. Comme lim f = —oco, on sait, par la proposition (4.46), qu’il existe
a
un voisinage U de a tel que, pour € Uy ND, f(x) < —L. Comme lim g = —o0, on sait, on sait, par
a
le 2 de la proposition 4.35 (avec f remplacée par g), qu'il existe un voisinage Us de a tel que, pour
x € UsND, g(x) < 0. Soit U = Uy NUs. Cest un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x € U N D,
on a f(x) < —L, car x € Uy, et g(x) < 0, car « € Us. Done f(z) + g(x) < —L+0=—L. On a
montré que lim(f + g) = —oo.
a
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c).

On distingue quatre cas.
Cas ot A > 0 et £ = 400 : On montre que lim(Af) = +oo en utilisant la proposition (4.45) avec f
a

remplacée par (Af). Soit L > 0. Soit L’ = L/A > 0. Comme lim f = 400, on sait, par la proposition

(4.45), qu’il existe un voisinage U de a tel que, pour x € UND, f(z) > L'. Pour x € UND, on a
f(z) > L et A >0 donc (Af)(z) = Af(x) > AL’ = L. On a montré que lim(A\f) = +o0.

Cas o A < 0 et £ =400 : On montre que lim(Af) = —oo en utilisant la proposition (4.46) avec

f remplacée par (Af). Soit L > 0. Soit L' = —L/\ > 0. Comme lim f = 400, on sait, par la

proposition (4.45), qu’il existe un voisinage U de a tel que, pour x € U ND, f(z) > L. Pour
x € UND,ona flx) > L' et A < 0 donc (A\f)(z) = Af(z) < AL’ = —L. On a montré que
lim(\f) = —oc.

Cas ou A > 0 et £ = —co : On montre que lim(Af) = —oo en utilisant la proposition (4.45) avec f

remplacée par (Af). Soit L > 0. Soit L' = L/X > 0. Comme lim f = —oo, on sait, par la proposition
(4.45), qu’il existe un voisinage U de a tel que, pour x € UND, f(z) < —L'. Pour x e UND, on a
f(z) < —L"et A > 0donc (\f)(z) =Af(z) < —AL' = —L.

Cas ot A <0 et £ =—00 : On montre que lim(Af) = 400 en utilisant la proposition (4.46) avec

f remplacée par (Af). Soit L > 0. Soit L' = L/(—=\) > 0. Comme lim f = —oo, on sait, par la

proposition (4.45), qu'il existe un voisinage U de a tel que, pour x € UND, f(z) < —L'. Pour
reUND,ona f(z) < —L' et A <0donc (Af)(z) =Af(z) >—-AL' =L.

. Comme (Au) est constante égale a 0, elle tend vers 0 en a.

. On distingue quatre cas.

Casou ¥ >0 et £ =400 : Comme lim f = +00, on sait, par la proposition 4.35, qu’il existe un
a
voisinage U; de a tel que f est strictement positive sur U; N D. Comme lim g = ¢, on sait, par la
a

proposition 4.35, qu’il existe un voisinage Us de a tel que g est strictement supérieure a ¢//2 > 0 sur
Us N'D. Soit U = Uy NUs. C’est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x e UND, on a f(x) > 0,
carx € Uy, et g(x) > £'/2 > 0, car z € Us. Donc f(z)g(x) > (£'/2) f(x). Par ¢), im((£'/2)f) = +oo0.

Par le théoréme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 4.35), lim(fg) = +oc.
a

Casou ¥ <0et £ =+o0 : Comme lim f = +o0, on sait, par la proposition 4.35, qu’il existe un
a
voisinage U; de a tel que f est strictement positive sur U; N D. Comme lim g = ¢, on sait, par la
a

proposition 4.35, qu’il existe un voisinage Us de a tel que g est strictement inférieure & ¢'/2 < 0 sur

Us N'D. Soit U = Uy NUs,. Cest un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour z € UND, on a f(z) > 0,

carz € Uy, et g(x) < £'/2 <0, car z € Us. Donc f(z)g(z) < (¢'/2) f(z). Par ¢), lim((¢'/2) f) = —oo.
a

Par le théoreme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 4.35), lim(fg) = —oc.

Cas ot ¥/ >0 et £ = —oc0 : Comme lim f = 400, on sait, par la proposition 4.35, qu’il existe un
a

voisinage U; de a tel que f est strictement négative sur U; N D. Comme lim g = ¢/, on sait, par la
a

proposition 4.35, qu’il existe un voisinage Us de a tel que g est strictement supérieure & ¢/ /2 > 0 sur
Us ND. Soit U = Uy NUs. Clest un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour z € UND, on a f(z) <0,
car x € Uy, et g(z) > ¢'/2 > 0, car € Us. Donc f(z)g(x) < (¢'/2)f(x). Par c), lim((¢'/2) f) = —oc.

Par le théoreme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 4.35), lim(fg) = —oc.

Cas ot #/ <0 et £ = —o0 : Comme lim f = 400, on sait, par la proposition 4.35, qu’il existe un
a

voisinage U; de a tel que f est strictement négative sur U; N D. Comme lim g = ¢/, on sait, par la
a

proposition 4.35, qu’il existe un voisinage Us de a tel que g est strictement inférieure & £'/2 < 0 sur
Us N'D. Soit U = Uy NU;. C’est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x e UND, on a f(x) <0,
car x € Uy, et g(z) < ¢'/2 <0, car z € Us. Donc f(z)g(x) > (¢'/2) f(x). Par c), im((¢'/2) f) = +oo.

Par le théoréeme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 4.35), lim(fg) = +oc.
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f). On distingue deux cas.
Cas ou £ > 0 : Comme lim f = 400, on sait, par la proposition 4.35, qu'il existe un voisinage U; de
a

a tel que f est strictement positive sur U; ND. Donc 1/ f est bien définie sur U; N'D. Montrons que
lim(1/f) = 0 en utilisant la proposition (4.37).
Soit € > 0. Comme lim f = +o00, il existe, par la proposition (4.45), un voisinage U de a tel que,
pour z € UND, f(x) > (1/€). Pour x e UND, on a f(z) > (1/e) > 0 donc 0 < (1/f(x)) < e. On
a montré que lim(1/f) = 0.
Cas o £ < 0 : Comme lim f = —o0, on sait, par la proposition 4.35, qu’il existe un voisinage U; de
a tel que f est strictement négative sur Uy N'D. Donc 1/ f est bien définie sur U; N D. Montrons que
lim(1/f) = 0 en utilisant la proposition (4.37).
Soit € > 0. Comme lim f = —o0, il existe, par la proposition (4.45), un voisinage U de a tel que,
pour x € UND, f(z) < —(1/¢). Pour t e UND, on a f(x) < —(1/¢) < 0 donc —e < (1/f(z)) < 0.
On a montré que lim(1/f) = 0.

a

g). Soit Uy un voisinage de a sur lequel h est strictement positive. Donc (1/h) est bien définie sur Uy.
Montrons que lim(1/h) = 400 en utilisant la proposition (4.45).
Soit L > 0. Comme 1/L > 0 et limh = 0, il existe un voisinage U; de a tel que, pour € U3y N D,
|h(z)| < (1/L). Soit U = Uy N Uy. C’est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour 2 € UN D, on a
h(z) > 0, car x € Uy, et |h(x)| < (1/L), car x € Uy. Donc 0 < h(z) < (1/L). D’ou (1/h(x)) > L.
On a montré que lim(1/h) = +oo.

h). Soit Up un voisinage de a sur lequel h est strictement négative. Donc (1/h) est bien définie sur Up.
Montrons que lim(1/h) = —oo en utilisant la proposition (4.46).
a

Soit L > 0. Comme 1/L > 0 et limh = 0, il existe un voisinage U; de a tel que, pour z € U3 N D,

|h(z)| < (1/L). Soit U = Uy N Uy. C’est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x € UN D, on a
h(z) <0, car x € Uy, et |h(x)| < (1/L), car € Uy. Donc 0 < —h(z) < (1/L). Comme L > 0, on a
—Lh(z) < 1 et, comme h(z) <0, (1/h(z)) < —L. On a montré que lim(1/h) = —oo. O

[Fait au 28-03-2023.

On s’intéresse maintenant aux fonctions monotones. On commence par les limites a l'infini.

Proposition 4.37. Soit D une partie non vide de R et a € {—o0;+00} qui est adhérent a D. Soit f : D —
R une fonction monotone. Alors lim f existe. On pose sup f := sup f(D) et inf f = inf f(D).
a

1. Si f est croissante et a = 400, Emf =sup f.
o0

2. Si f est décroissante et a = +00, Emf =inf f.
(o)

3. Si f est croissante et a = —oo, lim f = inf f.
— 00
4. Si f est décroissante et a = —oo, lim f = sup f.
— 00
Preuve :

1. On suppose [ croissante et a = +oc.

a). Cas ou sup f(D) = +o00. On montre que 1+imf = 400 en utilisant (4.26).
Soit L > 0. Comme sup f(D) = +o0, L n’est pas un majorant de f(D). Il existe donc xzy € D
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tel que f(zg) > L. Comme 400 est adhérent a D, il existe A €]1 + |zg|; +oo[ND. On a A > 0.
Pour « € D avec x > A, on a, puisque f est croissante et A > g, f(z) > f(A) > f(xzo) > L.
On a montré Emf = +o00.

b). Cas ou sup f(D) = £ € R. On montre que Em f = £ en utilisant (4.20).
Soit € > 0. Comme sup f(D) = £, £ — e n’est pas un majorant de f(D). Il existe donc g € D tel
que f(zg) > ¢ —e. Comme +oo est adhérent a D, il existe A €]1 + |xg|; +00o[ND. On a A > 0.
Pour x € D avec x > A, on a, puisque f est croissante et A > zg, f(z) > f(4) > f(xo) > l—e.
Comme ¢ majore f(D), on a aussi f(x) < £ Donc £ —e < f(z) <L Dot |f(x) — ¢ <e Ona
montré lim f = /.
“+oo
2. On suppose f décroissante et a = +oo.

a).

Cas ou inf f(D) = —oco. On montre que 1+imf = —oo en utilisant (4.29).

Soit L > 0. Comme inf f(D) = —oo, —L n’est pas un minorant de f(D). Il existe donc xg € D
tel que f(xg) < —L. Comme +oo est adhérent & D, il existe A €]1+ |zg|; +oo[ND. On a A > 0.
Pour z € D avec z > A, on a, puisque [ est décroissante et A > zg, f(z) < f(4) < f(xo) < —L.
On a montré Eggf = —00.

b). Cas ou inf f(D) = £ € R. On montre que Em f = ¢ en utilisant (4.20).
Soit € > 0. Comme inf f(D) = ¢, £+ € n’est pas un minorant de f(D). Il existe donc z € D tel
que f(zg) < £+ e. Comme +oco est adhérent a D, il existe A €]1 + |xg|; +00[ND. On a A > 0.
Pour z € D avec & > A, on a, puisque f est décroissante et A > xq, f(x) < f(A) < f(xo) <
¢+ €. Comme ¢ minore f(D), on a aussi f(x) > £. Donc £ +¢ > f(x) > ¢. D'ou |f(z) — ¢| < e.
On a montré 1+imf =/.
3. On suppose f croissante et a = —oo.

a).

Cas ot inf f(D) = —oco. On montre que lim f = —oo en utilisant (4.35).

Soit L > 0. Comme inf f(D) = —oo, —L n’est pas un minorant de f(D). Il existe donc xg € D
tel que f(zp) < —L. Comme —oo est adhérent & D, il existe A’ €] — co;—1 — |zo|[ND. On
aAd:=—-A>0et A < —|xg] < x9. Pour x € D avec x < —A = A’, on a, puisque [ est
croissante, f(z) < f(A") < f(zo) < —L. On a montré ligolf = —o0.

b). Cas ot inf f(D) = £ € R. On montre que lim f = £ en utilisant (4.23).
Soit € > 0. Comme inf f(D) = ¢, £ + € n’est pas un minorant de f(D). Il existe donc zg € D
tel que f(zg) < £+ e. Comme —oo est adhérent & D, il existe A’ €] — 0o; —1 — |zo|[ND. On
aAd:=-A>0et A < —|xg] < x9. Pour x € D avec & < —A = A’ on a, puisque [ est
croissante, f(z) < f(4") < f(xzo) < £+ €. Comme ¢ minore f(D), on a aussi f(z) > £. Donc
{+e> f(x) > £ Dot [f(z) — | < e On a montré lim f = £.
4. On suppose f décroissante et a = —oo.

a).

Cas ou sup f(D) = +oo. On montre que lim f = +o0 en utilisant (4.32).

Soit L > 0. Comme sup f(D) = +00, L n’est pas un majorant de f(D). Il existe donc xy € D
tel que f(xg) > L. Comme —oo est adhérent & D, il existe A’ €] — c0; —1 — |zo|[ND. On a
A:=—-A">0et A < —|xg] < x9. Pour z € D avec x < —A = A’, on a, puisque f est
décroissante, f(xz) > f(A") > f(xo) > L. On a montré ligf = +o00.

. Cas ot sup f(D) = £ € R. On montre que lim f = £ en utilisant (4.23).

Soit € > 0. Comme sup f(D) = ¢, ¢ — e n’est pas un majorant de f(D). Il existe donc z¢ € D
tel que f(zg) > £ — e. Comme —oo est adhérent & D, il existe A’ €] — 0o; —1 — |zo|[ND. On
aAd:=—-A>0et A < —|zg| < x0. Pour & € D avec z < —A = A’, on a, puisque [ est
décroissante, f(x) > f(A’) > f(xg) > £ —e. Comme £ majore f(D), on a aussi f(z) < £. Donc
l—e< f(x) <L Dou|f(x) — ¢ <e On a montré ligf =/ O
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Donnons un exemple simple d’application. La fonction Id : R — R, définie par Id(x) = z, est strictement
croissante et Id(R) = R. Donc, par la proposition 4.37, on a lirf Id(z) = supR = +o0.
Tr—r+00

Passons maintenant aux limites en un point de R de fonctions monotones.

Proposition 4.38. Soit D une partie non vide de R et a € R qui est adhérent a D. Soit f : D — R une
fonction monotone.

1. Sia est adhérent o D, =] — co;a[ND alors lim f existe et vaut sup f(Dy ), si f est croissante, et
pres

inf f(D,), si f est décroissante.

2. Si a est adhérent a D} =]a;+oo[ND alors lir+nf existe et vaut inf f(D}), si f est croissante, et
a

sup f(D), si f est décroissante.

Attention : Il se peut que, pour f : D — R monotone, lim f n’existe pas, méme si a € D. Reprenons
a

lexemple de la fonction réelle f : R — R définie par f(x) =1siz >0, f(0) =0et f(x) =—1siz <0.
f est croissante et définie en 0 mais on a vu que lién f n’existe pas.

Preuve de la proposition 4.38 :

1. On suppose que a est adhérent a D, et f croissante.

a). Cas ot sup f(D, ) = +oo. On montre que lim f = +oo en utilisant (4.14) avec f remplacée

par le;.
Soit L > 0. Comme sup f(D;) = oo, il existe 29 € D, tel que f(xzy) > L. On choisit
d €]0;a — xg]. Pour x € D avec |z —a| < d,onax >a—3§ > xp et, comme f est croissante,
on a f(x) > f(zg) > L. On a montré que lim f = +o0.

s

b). Cas ol sup f(D, ) = ¢ € R. On montre que lim f = ¢ en utilisant (4.11) avec f remplacée par
fio;-
Soit € > 0. Comme sup f(D,) = ¢, { — e n’est pas un majorant de f(D, ). Il existe donc
zo € D, tel que f(zg) > £ — €. On choisit § €]0;a — x¢]. Pour € D, avec |z —a| < §, on
ax >a—0 >z et, comme f est croissante, on a f(z) > f(zo) > ¢ — e. Comme ¢ majore
f(D;), on aaussi f(z) < L. Dou |f(z) — ¢ < e. On a montré que lim f = £.

2. On suppose que a est adhérent a D, et f décroissante.

a). Cas ol inf f(D,) = —oc. On montre que lim f = —oc en utilisant (4.17) avec f remplacée par
fio; -
Soit L > 0. Comme inf f(D,) = —oo, il existe g € D, tel que f(xg) < —L. On choisit

d €]0;a—xo]. Pour z € D, avec |zt —a| < d,onax >a—03 > xg et, comme f est décroissante,
on a f(x) < f(zg) < —L. On a montré que lim f = —oo.
e

b). Cas ou inf f(D; ) = £ € R. On montre que lim f = £ en utilisant (4.11) avec f remplacée par

Fioz-
Soit € > 0. Comme inf f(D,) = ¢, { + € n’est pas un minorant de f(D, ). Il existe donc
xo € D, tel que f(xg) < £+ €. On choisit § €]0;a — xg]. Pour x € D, avec |z — a| < §, on
ax>a—0 > xoet, comme f est décroissante, on a f(z) < f(xg) < £+ e. Comme ¢ minore
f(D;), on a aussi f(z) > £. D'ou |f(z) — ¢] < e. On a montré que lim f = /.

s

3. On suppose que a est adhérent & D} et f croissante.
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a). Cas ol inf f(D}) = —oo. On montre que liglf = —oo en utilisant (4.17) avec f remplacée par
Fioz-
Soit L > 0. Comme inf f(D]) = —o0, il existe 29 € D} tel que f(x9) < —L. On choisit

§ €]0;z9 — a]. Pour x € D avec |[x —a| < §, on ax < a+§ <z et, comme f est croissante,
on a f(x) < f(zg) < —L. On a montré que lir+nf = —o0.
a

b). Cas ou inf f(D}) = ¢ € R. On montre que hIPf = ( en utilisant (4.11) avec f remplacée par

Fioz-

Soit € > 0. Comme inf f(D}) = ¢, {+e€ n’est pas un minorant de f(D;). Il existe donc zy € D}
tel que f(zg) < £+¢. On choisit § €]0; 29 —a]. Pour z € D} avec [r—a| < §,onax < a+d < zg
et, comme f est croissante, on a f(z) < f(zo) < £ + ¢. Comme ¢ minore f(DJ), on a aussi
f(z) > £. Dou |f(z) — £] < e. On a montré que lirPf =/

4. On suppose que a est adhérent a D et f décroissante.
a). Cas ou sup f(DS) = +o0o. On montre que lirln f = 400 en utilisant (4.14) avec f remplacée
a

par fIDI‘
Soit L > 0. Comme sup f(DJ) = +oo, il existe zg € D} tel que f(zg) > L. On choisit
§ €]0; 20 — a]. Pour z € D} avec |z —a|] <, onaxz < a+d <z et, comme f est décroissante,
on a f(x) > f(zg) > L. On a montré que liI_Pf = +4o0.

a

b). Cas ou sup f(D}) = ¢ € R. On montre que liglf = { en utilisant (4.11) avec f remplacée par

Fioz-

Soit € > 0. Comme sup f(D}) = ¢, £ — € n’est pas un majorant de f(DJ). Il existe donc

zo € D tel que f(xg) > £ — €. On choisit § €]0;z9 — a]. Pour z € D} avec |z — a| < §, on

ar<a+d<xzoet, comme f est décroissante, on a f(z) > f(zg) > £ — e. Comme ¢ majore

f(DF), on a aussi f(x) < ¢. Dot |f(z) — | < e. On a montré que lir+nf =/ O
a

4.4 Limite de suite et limite a ’infini de fonction.

11 se trouve que ’on peut voir les suites infinies étudiées au chapitre 3 comme des fonctions particuliéres.
Ainsi on peut déduire les propriétés des limites de suites, vues dans le chapitre 3, de celles des limites en
400 des fonctions. On explique ici ce point.

Soit D une partie infinie de N. On note tout d’abord que 400 est adhérent a D dans le sens de la
définition 2.11. Vérifions cela.

Soit V' un voisinage réel de +oco. Par définition, il existe A € R tel que |A; +oo[C V. Par la propriété
d’Archimede (cf. (1.4)), il existe N € N tel que N > |A|+ 1. Comme D est infinie, il existe d € D tel que
d > N, par la proposition 1.10. Donc d > N > |A| > A soit d €]A; +oo[. Comme |A;+oo[C V,d €V et
D NV est non vide.

Soit K = R ou K = C. Soit v : D — K une suite infinie. C’est aussi une fonction de domaine de définition
D C R. Comme 400 est adhérent a D, on peut donc étudier la limite de la fonction v en 4+00. On va
montrer que la suite u admet une limite si et seulement si la fonction v admet une limite en +o00 et que,
dans ce cas, les deux limites coincident.

Lorsque K = C, on considére un ¢ € C et, lorsque K = R, on considére un £ € (R U {—o0; +00}). On
rappelle que la suite u tend vers ¢ si la proposition (3.21), donnée par

VVeV,, INeN; VneD, ((n>N) = (u, €V)), (4.48)
est vraie. On rappelle que la fonction u tend vers £ en 400 si la proposition (4.1), donnée par

VYV eV, FUEVix; VzeD, ((zxelU) = (uxz)eV)), (4.49)
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est vraie. Pour réaliser notre objectif, il nous suffit de vérifier que les propositions (4.48) et (4.49) sont
équivalentes. Vérifions cela.

Si la suite u n’a pas de limite alors, pour tout ¢ possible, la proposition (4.48) est fausse et, par
léquivalence, la proposition (4.49) est aussi fausse, donc la fonction u n’a pas de limite en +oc.

De méme, si la fonction u n’a pas de limite en +o00 alors, pour tout £ possible, la proposition (4.49) est
fausse et, par ’équivalence, la proposition (4.48) est aussi fausse, donc la suite u n’a pas de limite.

Si maintenant la suite u admet un certain £ pour limite alors, pour cet ¢, la proposition (4.48) est vraie
et, par I’équivalence, la proposition (4.49) est aussi vraie, donc la fonction u admet £ pour limite en +oo.
Les deux limites sont bien égales.

De méme, si la fonction w admet un certain £ pour limite en +oo alors, pour cet ¢, la proposition (4.49)
est vraie et, par I’équivalence, la proposition (4.48) est aussi vraie, donc la suite u tend vers £. Les deux
limites sont bien égales.

Il nous reste donc a montrer la

Proposition 4.39. Dans le cadre précédent, les propositions (4.48) et (4.49) sont équivalentes.

Preuve : On montre successivement ((4.48) = (4.49)) et ((4.49) = (4.48)).

(4.48) = (4.49) : On suppose (4.48) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe un N € N tel que V
contienne tous les termes de la suite u & partir du rang N. Soit U := [N; +o00[. C’est un voisinage de +o0.
Soit x € DNU.Onax € Det x> N, doncu(r) € V. On a montré (4.49).

(4.49) = (4.48) : On suppose (4.49) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un voisinage U de 400
tel que u(D NU) C V. Par définition des voisinages de +o0, il existe A € R tel que ]A4; +o00[C U. Par la
propriété d’Archimede (cf. (1.4)), il existe N € N tel que N > |A| + 1. Soit n € D avec n > N. On a
n> N >|A| > Adonc n €]A;+oo[C U. Comme n € DNU, on a u, = u(n) € V. On a montré (4.48). O

Du fait de cette équivalence, un bon nombre de résultats sur les limites de suites sont en fait des cas
particuliers de résultats sur les limites de fonctions. Dans de nombreux cas, on remarque que la preuve du
résultat sur les suites est une simple adaptation de la preuve du résultat correspondant sur les fonctions.

On termine cette partie en donnant une liste de propriétés sur les limites de suites qui se déduisent de
propriétés sur les limites de fonctions.

La proposition 3.32 est une conséquence des propostions 4.11 et 4.18.
La proposition 3.37 est une conséquence de la proposition 4.26.
La proposition 3.40 est une conséquence de la proposition 4.27.
La proposition 3.42 est une conséquence de la proposition 4.32.
La proposition 3.43 est une conséquence de la proposition 4.32.
La proposition 3.44 est une conséquence de la proposition 4.33.
La proposition 3.45 est une conséquence de la proposition 4.35.
La proposition 3.46 est une conséquence de la proposition 4.36.
La proposition 3.48 est une conséquence de la proposition 4.37.

5 Continuité sur un intervalle de fonctions réelles.

Dans cette partie, on va s’intéresser aux fonctions réelles continues sur un intervalle. On établit d’abord
le théoreme des valeurs intermédiaires. On montre ensuite la bornitude des fonctions continues sur un
segment. Enfin, on s’intéresse a la notion de continuité uniforme qui est importante pour définir 'intégrale
de Riemann des fonctions continues.


Jecko Thierry


Jecko Thierry
Lire.  

Jecko Thierry


Jecko Thierry
Lire. 


