CY Cergy Paris Université
Egepﬁgte}ge_ng 5de Mathématiques QY UniversiTe
2024 /2025

Analyse Complexe

Cours basé sur le cours d’analyse complexe de Laurent Bruneau (2022/2023).






CONTENTS

1 Fonctions d’une variable complexe.

1.1

1.2

1.3

Topologie et convergence dans C. . . . . .. ...
1.1.1 Rappels sur C, module. . . . . .. ... ..
1.1.2 Disques, ouverts et fermés. . . . . . . . ..
1.1.3 Convergence de suites et de séries. . . . . .
1.1.4 Compacité. . . .. .. .. ... ... ...
1.1.5 Connexité par arcs . . . . . . ... ....
Fonctions a valeurs dans C. . . . . ... ... ..
1.2.1 Fonctions d'une variable complexe. . . . .
1.2.2  Fonctions d'une variable réelle. . . . . . .
1.2.3 Intégrale le long d'un chemin. . . . . . ..
Holomorphie. . . . . .. ... ... ... ...
1.3.1 Définition et premieres propriétés. . . . . .
1.3.2 C-dérivabilité et différentiabilité. . . . . .

2 Fonctions définies par une série entiere.

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3

Séries entieres. . . . . . . ...
La fonction exponentielle complexe. . . . . . . ..
Logarithmes complexes. . . . ... ... ... ..

Fonctions analytiques.

Séries entieres et fonctions analytiques. . . . . . .
Zéros isolés et prolongement analytique . . . . . .

Formule de Cauchy et analyticité des fonctions C}.

Théoreme de Liouville et principe du maximum. .
3.4.1 Théoreme de Liouville. . . . .. ... ...
3.4.2  Principe du maximum. . . . ... ... ..

Analyticité des fonctions holomorphes.

Fonctions holomorphes, primitives et analyticité. .
Indice d’un point par rapport a un chemin fermé.
Formule de Cauchy générale. . . . . . . ... ...

o 3 ot ot G

12
12
15
18
24
24
29

33
33
45
52

57
57
29
62
66
66
67



4 CONTENTS

4.4 Suites et séries de fonctions holomorphes. . . . . . . . ... ... L. 87
4.5 Fonctions holomorphes définies par une intégrale. . . . . .. ... ... ... 89
Fonctions méromorphes. 93
5.1 Singularités isolées et développements de Laurent. . . . . . . . .. ... ... 93
5.2 Théoreme des résidus. . . . . . . ... e 99
5.3 Classification des singularités. . . . . . . . . ... .. oo 100
5.4 Opérations. . . . . . . .. 104
5.5 Fonctions méromorphes. . . . . . . ... ... 106
5.6 Applications du théoreme des résidus. . . . . . . . . .. ... ... ... ... 111




CHAPTER 1

FONCTIONS D'UNE VARIABLE
COMPLEXE.

Ce cours a pour objet principal les fonctions complexes d'une variable complexe, c’est-a-
dire les fonctions “de C dans C”. Plus précisément, on considerera des fonctions définies
sur un sous-ensemble 2 de C et a valeurs dans C, i.e. f: Q) — C. Tout comme pour les
fonctions d’une variable réelle, on s’intéressera aux notions de fonction continue mais surtout
“C-dérivable”, ainsi qu’a leurs propriétés. On reviendra également sur la notion de séries
entieres (d'une variable complexe) qui joueront un réle important. On s’intéressera enfin
aux notions de primitive et d’intégrale d’une fonction le long d’un chemin inclus dans son
ensemble de définition.

1.1 Topologie et convergence dans C.

Que ce soit pour parler de continuité, de C-dérivabilité ou de convergence de série, la
notion de limite est présente. Egalement la “nature” de I’ensemble de définition peut étre
importante. C’est déja le cas pour les fonctions réelles d'une variable réelle. Par exemple les
théoremes des valeurs intermédiaires et des accroissements finis ne sont vrais que si I’ensemble
de définition est un intervalle. Egalement, pour étudier les extrema d’une telle fonction, si elle
est continue sur un segment (plus généralement un compact) alors elle admet un minimum
et un maximum. Inversement si elle est dérivable alors en un extremum sa dérivée s’annule
a condition que I’ensemble de définition soit un ouvert. Dans cette section on commence par
rapidement présenter quelques prérequis indispensables pour la suite. C’est 'adaptation a
C de ce que vous avez vu dans R ou dans R", avec n € N.

1.1.1 Rappels sur C, module.

L’ensemble C des nombres complexes est défini comme le R-espace vectoriel R? := R x R,
que 'on munit d’une multiplication interne : pour (z;y) € R? et (2;y') € R?, le produit de
(x;y) par (2';y') est défini par

(r;9) - (259) = (z2’ —yy's29 + 2y).
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Ce produit est associatif, commutatif, distributif sur ’addition. Le vecteur (1;0) est 1’élément
neutre de cette multiplication. Tout complexe non nul a un inverse. On dit que I’ensemble
C est un corps. On note par 1 le vecteur (1;0) et par i le vecteur (0;1). L’espace C est
un R-espace vectoriel de dimension 2 et la base (1;7) de C est appelée base canonique du
R-espace vectoriel C. On remarque que 12 :=1-1=1eti*:=i-i=—1, ou —1 = (—1;0).
Comme C est un corps, on peut aussi voir C comme un C-espace vectoriel de dimension 1,
dont le vecteur 1 est une base.

Une application L : C — C est dite R-linéaire si elle est une application linéaire du R-
espace vectoriel C dans lui-méme. On dit qu’elle est C-linéaire si elle est une application
linéaire du C-espace vectoriel C dans lui-méme. On va voir qu’une application C-linéaire
est automatiquement R-linéaire. En revanche, une application R-linéaire peut ne pas étre
C-linéaire.

Proposition 1.1. Soit L : C — C.

1. Si L est C-linéaire, elle est aussi R-linéaire.

2. L’application L est C-linéaire si et seulement s’il existe un w € C tel que, pour tout
z2€C, L(z) =wz.

3. On suppose que L est R-linéaire. L’application L est C-linéaire si et seulement si sa
matrice dans la base canonique (1;1) du R-espace vectoriel C est du type

a —b
b a ’
avec (a;b) € R Dans ce cas, le w du 2 est a + ib.

Démonstration. Voir TD. OJ

L’application Id : C — C donnée par Id(z) = z est C-linéaire (c’est la multiplication par
1). La conjugaison complexe = : C — C donnée par *(z) = Z, le conjugué de z, est R-linéaire
mais n’est pas C-linéaire.

On a vu en L2 que lapplication || - || : R* 3 (z;y) — /22 + y? est une norme (la norme
euclidienne). Cette norme “dérive” du produit scalaire (-; -) : (R*)> — R donné par

G (@) (24y) = ((wy); (hy) = a2’ +yy'

puisque, pour tout (z;y) € R, [[(z;9)|| = /{(z;9); (39))-

Puisque C est le R-espace vectoriel R?, cette norme est une norme sur C que 'on note | - |
et que 'on appelle “module”. Avec la méme notation, le produit scalaire précédent agit sur
C2. On remarque que

V(w;z) € C*, 2| = Vz-z, |wz| = |wl|z|], (w;z) = Re(wz) = Re(wz) = (2 w),

ou Re(a) désigne la partie réelle du nombre complexe a.
Comme le module est une norme sur C, il vérifie I'inégalité triangulaire suivante :

V(z2)€C?, |z+2] < 2| + [2].
On vérifie (cf. TD) que cette propriété est équivalente a
V(z2)eC, lz| = ]| < |2—74].

Comme C est un R-espace vectoriel normé, nous utiliserons la topologie (et donc la notion
de convergence) des R-espaces vectoriels normés vue en L2.
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1.1.2 Disques, ouverts et fermés.

Comme C est un R-espace vectoriel normé de dimension 2, les boules sont appelées des
disques. On rappelle ici des notions et des propriétés de base vues en L2.

Notation. Soit zp € C et r > 0. On note D(zo;7[= {z € C; |z — 29| < r} le disque ouvert
de centre zy et de rayon r. On note également D(zo;r] = {z € C; |z — 20| < 7}, resp.
C(z0;1) = {2z € C; |z — 2| = r}, le disque fermé, resp. le cercle, de centre z, et de rayon r.

Lorsque r = 0, D(zp; r[ est vide et D(zp; 7| = C(20;7) = {20}. On utilisera surtout ces objets
quand r > 0.

Définition 1.1. Un ensemble Q C C est dit borné s’il existe M > 0 tel que |z| < M pour
tout z € Q, i.e. tel que Q C D(0; M].

Exercice 1.1. Montrer Q est borné ssi il existe zo € C et r > 0 tel que 2 C D(zo;7].
Définition 1.2. Q C C est dit ouvert si, pour tout z € Q, il existe r > 0 tel que D(z;r[C Q.
Définition 1.3. F' C C est dit fermé si son complémentaire Q = F¢ = C\ F est ouvert.

Remarque 1.1. Les ensembles ) et C sont a la fois ouverts et fermés. On admet que ce
sont les seuls ensembles de C qui vérifient cette propriété. (On peut cependant montrer ce
résultat en exploitant la preuve de la proposition 3.3).

Exercice 1.2. Montrer que, pour tout zo € C et tout r > 0, le disque D(z;r| est un ouvert
et le disque D(zo;r] est un fermé.

Proposition 1.2. Réunions et intersections.

1. Toute réunion d’ensembles ouverts est un ouvert et toute intersection finie d’ensembles
ouverts est un ouvert.

2. Toute intersection d’ensembles fermés est un fermé et toute réunion finie d’ensembles
fermés est un fermé.

Définition-Proposition 1.4. Soit A C C.

1. Il existe un plus grand ouvert inclus dans A. On appelle intérieur de A, noté A. De
plus A={z€ C; Ir >0, D(z;r[C A} et c’est la réunion de tous les ouverts contenus
dans A.

2. 1l existe un plus petit fermé contenant A. On Uappelle adhérence de A, notée A. De
plus A ={z¢€ C;Vr >0, D(z;r[NA # 0} et c’est Uintersection de tous les fermés
contenant A.

Définition 1.5. Soit A C C. On dit que
1. z € A est un point isolé de A s’il existe r > 0 tel que D(z;r[NA = {z}.
2. A est un ensemble discret si tous ses points sont isolés.

3. z € C est un point d’accumulation de A si, pour tout r > 0, (D(z;r[\{z}) N A #0.
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On considere l’ensemble vide comme discret.

Remarque 1.2. z € C est un point d’accumulation de A si et seulement si z € A\ {z}.
Exemple 1.1. A = {% ; n € N*} est discret et admet 0 comme unique point d’accumulation.
Remarque 1.3. Soit Q un ouvert non-vide. Tout z € 0 est un point d’accumulation de €}
(cf. TD).

1.1.3 Convergence de suites et de séries.

La encore, on utilise la notion de convergence dans un espace normé, notion vue en L2.

Définition 1.6. Soit (2,), € CN. On dit que (2,), converge vers { € C, noté lim z, = {, si

n—oo
Ve >0, AN €N; Yn> N, |z, — /| <e.
Lorsqu’elle existe la limite est unique.

Remarque 1.4. La suite (2,), converge (dans C) vers € si et seulement si les suites
(Re(zn)),, et (Im(zy,)),, convergent (dans R) respectivement vers Re(€) et Im(¢). Cela découle
de l’encadrement

max(|Re(2); [Im(2)]) < |2 < [Re(2)] + [Im(2)].

Proposition 1.3. Soient (2,)n, (wy,), € CY et a € C. On suppose lim z, = { et lim w, =
n—oo

n—oo
¢'. Alors lim az, +w, = ol +{ et lim z,w, = 00'. Si de plus w, # 0 pour tout n et ' #0
n—00 n—00
. Zn 14
alors im — = —.
n—00 W, ik
Démonstration. Ces résultats ont été démontrés en L1. O

Les trois résultats suivants sont démontrés en L2.

Proposition 1.4. Soit ' C C. L’ensemble F est fermé si et seulement si, pour toute suite
(20)n € FN d’éléments de F qui converge (dans C), sa limite appartient a F.

Proposition 1.5. Soit A C C et z € C. z € A ssi il existe (z,)n € AY telle que lim z, = z.

n—oo

Corollaire 1.1. z € C est un point d’accumulation de A ssi il existe (2,), € (A\{z})N telle

que lim z, = z.
n—oo

Définition 1.7. Soit (z,), € CN. Pour n € N,

Ly = 2k
k=0

est la somme partielle d’ordre n de (zy,),. On dit que la série Y z, converge si la suite (Z,),
des sommes partielles converge. Dans ce cas, cette limite, appelée somme de la série Y z,,

est notée par
o
g Zn -
n=0
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Remarque 1.5. En utilisant Re(Z Z Re(z), Im(Z,) = Z Im(zy) ainsi que la
k=0
Remarque 1.4 on vérifie que la série »_ z, converge s et seulement 5% les deuz séries Y Re(zy,)

et > Im(z,) convergent. Dans ce cas, on a : Z Zp = Z Re(z,) + 1 Zlm Zn).

n=0

Dans certaines situations on n’a pas acces a la limite, c¢’est souvent le cas lorsqu’on étudie
la convergence des séries, et la notion de suite de Cauchy joue alors un role important.

Définition 1.8. Soit (2,), € CN. On dit que (z,), est de Cauchy si
Ve >0, AN € N; Yn,m > N, |z, — 2| < €.

Théoréme 1.1. Soit (2,), € CN. Alors la suite (2,), converge si et seulement si elle est de
Cauchy. On dit que C est complet.

Démonstration. Voir L1. [l

Une importante conséquence de cette propriété est le résultat suivant.

Proposition 1.6. Si Y |z,| converge alors 3 z, converge.

n

Démonstration. Si ) |z,| converge alors la suite réelle <Z |zk|> converge donc est de
k=0 n

Cauchy dans R :

n

> Jul<e

k=m-+1

Ve >0, AN €N; Vn>m > N,

31| -
k=0
Etant donné € > 0, on prend N comme ci-dessus. Pour tous n > m > N, on a
m
>
k=0

La suite des sommes partielles (Z,),, est donc de Cauchy dans C. D’apres le théoréme 1.1,
elle converge, i.e. Y z, converge.

n

>

k=m+1

n

< D) Jul<e

k=m+1

‘Zn - Zml =

1.1.4 Compacité.

De nouveau, on reprend des résultats de L1 et L2.

Définition 1.9. Une sous-suite, ou suite extraite, d’une suite (2, ), est une suite (zpy(m))n OU
¢ : N — N est strictement croissante.

Proposition 1.7. Si une suite (z,), converge vers un ¢ € C alors toute sous-suite de (z,)n
converge aussi vers {.

Définition 1.10. On dit que { € C est une valeur d’adhérence de la suite (z,), s’il eziste
une sous-suite de (z,), qui converge vers {.
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Définition 1.11. Un ensemble K C C est dit compact si toute suite (z,), d’éléments de
K admet une sous-suite qui converge dans K. Autrement dit, quelle que soit (z,), € K" il

existe ¢ : N — N strictement croissante et £ € K tels que lim zg,) = L.
n—oo

Proposition 1.8. K C C est compact si et seulement si il est fermé et borné.
Corollaire 1.2. Soit A C C. A est borné si et seulement si A est compact.
Proposition 1.9. Soit K une compact et F' un fermé. La distance de K a F, définie par
d(K;F) == inf{{w — 2[; we K, z € F}
est atteinte. De plus, si K N F =0, alors d(K; F) > 0 et I’ensemble
K = {z€C; JwekK; |z—w| < dK;F)/2}
est un compact vérifiant K' N F = ().

Démonstration. Voir TD. O

1.1.5 Connexité par arcs

La notion d’ensemble connexe par arcs, voir la Définition 1.14 ci-dessous, est assez intuitive.
Essentiellement un ensemble est connexe par arcs s’il est “constitué d’un seul morceau”. On
peut voir cette notion comme ’analogue dans C de celle d’intervalle dans R. On a besoin
pour la définir de la notion de fonction continue d’un segment [a;b] de R a valeurs dans C
que l'on retrouvera plus loin quand on parlera d’intégrale le long d’un chemin.

Soit (a;b) € R? tel que a < b. Une fonction f : [a;0] — C est donc une fonction d’une
partie de R a valeurs dans le R-espace vectoriel C. D’apres le cours de L2, la continuité de
f est définie par

Définition 1.12. Soit f : [a;b] — C. On dit que [ est continue en ty € [a;b] si
Ve>0, 36 >0; Vte€[a;b], |t—to] <o = |f(t)— f(to)| <e.
On dit que f est continue sur [a;b] si elle est continue en tout to € [a;b].

Remarque 1.6. L’image de f est l'ensemble {f(t); t € [a,b]}. C’est une courbe paramétrée
dans C et l'idée de la continuité est que si f est continue alors cette courbe est en un seul
morceau.

Exemple 1.2. Courbes paramétrés.

1. Le segment d’extrémités z; et zy, noté [z1; 23], est 'image de la fonction continue
1/}21§Z2 : [07 1] St—= 2+ t(ZQ - 21) = (1 - t)Zl + 129.

2. Le cercle C(zo;1) de centre zy € C et de rayon r > 0 est l'image de la fonction continue
Yaoir © [0;27] Dt > 20 + 1€ (cf. corollaire 2.4).
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Définition 1.13. Soit (ay;b1;as;by) € R* tel que ay < by et ay < by. Soit fi : [ay;01] — C
et fo 1 Jag;be] —> C des fonctions continues telles que fi1(b1) = fa(as) (les courbes se
“recollent” en ce point). L’application continue f : [a1;b1 + by — as] —> C définie par

f@t) = () sit € [a; b1,
f(t) = folt =bi+ag) sit € [b;b1 +by—ay,

est la concaténation, notée fi+f,, de fi et fs.

Proposition 1.10. Soit (a;b) € R? avec a < b et 7 : [a;b] — C une fonction continue.
Soita=1ty<---<t,=0b,ne N une subdivision de [a;b]. Alors~y est la concaténation de
ses restrictions auz intervalles [to;t1], ..., [tn_1;tn], t.e.

vo= (—?_)?:_(} Nitjsti+1] = Ytosta] J— —T—V\tn,—l;tn]'
Démonstration. Voir TD. O

Définition 1.14. Soit Q) C C non-vide. On dit que €2 est connexe par arcs si, pour tous
points z1, z3 € §2, il existe un intervalle [a;b] de R et une application continue vy : [a;b] — C
telle que y(a) = z1, 7(b) = 22 et, pour tout t € [a;b], on a~y(t) € Q, autrement dit si n’importe
quels points z1, zo dans () peuvent étre reliés par une courbe continue qui est incluse dans €.

Remarque 1.7. Dans la définition de connexe par arcs, on suppose souvent que |a;b] =
[0;1]. Ce n’est pas restrictif. En effet, si v : [a;b] — C est comme dans la définition
ci-dessus alors la fonction 7 : [0; 1] — C définie par 7(u) = vy(a + u(b — a)) est continue et
vérifie 7(0) = z1, Y(1) = 29 et F(u) € Q pour tout u € [0; 1].

Définition 1.15. On appelle domaine de C tout sous-ensemble ouvert, non vide et connexe
par arcs de C.

On rencontre parfois des notions un peu plus fortes que cette derniere.
Définition 1.16. Soit 2 C C non-vide. On dit que

1. Q est convexe si, pour tous z1,z9 € 2, on a [z1; 23] C .
2. Q est étoilé par rapport a zy € Q si, pour tout z € , on a [2o; 2] C L.

3. Q est étoilé s’il existe zy € ) tel que € soit €toilé par rapport a zg.

Proposition 1.11. Un ensemble convexe est étoilé par rapport a chacun de ses points. Un
ensemble étoilé est connexe par arcs.

Démonstration. Soit 2 un convexe de C. Soit zg € ). Pour tout z € 2, le segment
[20; 2] C 2 car Q est convexe, donc (2 est étoilé par rapport a zo.

Soit © une partie de C et zy € € tel que § est étoilé par rapport & zg. Soit (z1;20) € Q2.
Soit 7 la concaténation des courbes paramétrées continues v, .., et ¥,.., (cf. exemples 1.2).
L’application 7y est continue d’extrémités z; et z,. Comme €2 est étoilé par rapport a 2y, on
a [20; 21] C Q et [20; 22] C 2 donc les courbes 1, ., et 1,,.,, sont a valeurs dans € et v aussi.
Ceci étant vrai pour tout (z1;29) € Q% Q est connexe par arcs. O

Remarque 1.8. Soit zyp € C et r > 0. Les disques D(zo;r| et D(zo;7] sont convezes (cf.
TD). Comme D(zo;r| est un ouvert (cf. exercice 1.2) et est convexe donc connexe par arcs
(cf. proposition 1.11), D(zp;r| est un domaine de C.
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1.2 Fonctions a valeurs dans C.

Dans cette partie, on s’intéresser a la régularité de fonctions d'une partie de C a valeurs dans
C mais aussi de fonctions d'une partie de R a valeurs dans C. On utilisera le fait que C est
un R-espace vectoriel de dimension 2 et aussi un C-espace vectoriel de dimension 1.

1.2.1 Fonctions d’une variable complexe.

On considere d’abord des fonctions d'une variable complexe a valeurs dans C. Comme C est
le R-espace vectoriel R?, on se retrouve dans le cadre d'un cours de L2.

Définition 1.17. Soit Q C C, f: Q — C, a € Q et £ € C. On dit que f tend vers ¢
lorsque z tend vers a, noté lim f(z) =¥, si
zZ—a

Ve>0, 30 >0; Vz€Q, |z—a|] <d=|f(z) —{]| <e.

Remarque 1.9. La condition a € Q assure que quelque soit § > 0 l'ensemble {z € Q; |z —
a| < 0} n’est pas vide. C’est cela qui permet de garantir l'unicité de la limite, si elle existe.

Proposition 1.12. Soit Q C C, f : Q — C,a € Q et € C. On alim f(z) = { si et

. zZ—a
seulement si

V(zp)n € QY lim 2, =a = lim f(z,) = (.
n—oo n—o0
On a aussi, bien entendu, toutes les propriétés usuelles sur les limites (somme, produit,
quotient lorsque le dénominateur ne s’annule pas et a une limite non nulle, composée lorsque
c’est possible). Tout cela peut se montrer en reprenant les preuves vues en L1 sur les fonctions
d’une variable réelle a valeurs dans C. On peut aussi déduire certaines de ces propriétés du
cours de fonctions de plusieurs variables réelles de L2.

Définition 1.18. Soit f : Q@ — C et zy € Q. La fonction f est continue en zy si lim f(z) =

Z—20
f(20). Elle est continue sur §) si elle est continue en tout zy € €.

Cette définition coincide avec celle de la continuité pour les fonctions d'une partie de R?
a valeurs dans R?. En utilisant par exemple la Proposition 1.12, on montre les propriétés
usuelles suivantes.

Proposition 1.13. Opérations.

1. Soit f,g: QQ — C continues et X € C. Alors les fonctions f+ g et fg sont continues.
Si de plus g ne s’annule pas alors g est continue.

2. Soit f:Qp — C et g:Q, — C continues et telles que f(2f) C Q,. Alors go f est
continue sur ().

Exemple 1.3. Les fonctions z — ¢ (pour un c € C), z +— z, z — Re(z), z — Im(z), 2+ Z
el z v |z| sont continues car elles sont 1-lipschitziennes (cf. L2). Par les opérations, les
fonctions polynomes sont aussi continues. Si P et () sont deux fonctions polynomes alors
f= g est continue sur C\ {z € C; Q(z) = 0}. On rappelle que, si Q est de degré n € N*,
il possede au plus n racines, i.e. l’ensemble {z € C; Q(z) = 0} a au plus n éléments.
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Pour les fonctions de R dans R, les principaux théoremes vus en L1 concernant les fonctions
continues sont : le théoreme des valeurs intermédiaires et le fait que toute fonction continue
sur un segment soit bornée et atteigne ses bornes, i.e. elle admet un minimum et un
maximum. Ici cela ne peut plus avoir de sens puisqu’il n’y a pas de relation d’ordre dans
C: si 2,72 sont deux nombres complexes arbitraires que signifie z < 2’? On a par contre la
généralisation suivante du second résultat.

Théoréme 1.2. Soit K C C un compact et f: K — C continue. Alors l'ensemble f(K)
est compact. En particulier il est borné, i.e. il existe M tel que |f(z)] < M pour tout z € K.
De plus la fonction |f] : K — R admet un minimum et un maximum sur K.

Démonstration. Soit (w,), € (f(K))Y. On montre que (w,), admet une sous-suite qui
converge dans f(K), i.e. il existe une sous-suite (wy(n))n et w € f(K) tels que nhﬁr{.lo We(n) = W.
Par définition, pour tout n € N, il existe z, € K tel que w,, = f(z,). La suite (z,), ainsi
construite est a valeurs dans K qui est compact donc elle admet une sous-suite (zy(n))n
convergeant vers un certain z € K. Comme f est continue, la suite de terme général
f(2pm)) = Wy(m) converge vers w = f(z) € f(K). La suite (w,), possede donc bien une
sous-suite convergente dans f(K), ce qui prouve que f(K) est compact.

Le méme raisonnement appliqué a la fonction continue |f| : K — R (c’est une composée
de fonctions continues) montre que l’ensemble |f|(K) est compact dans R. 1l est donc
fermé et borné. Soit M := sup|f(z)| < co. On va montrer que M est atteint. Comme

z€K

M = sup|f(z)], il existe (wn)n, w, = |f(2n)|, dans |f|(K) telle que w, — M. Comme
z€K

|f|(K) est fermé, on a M € |f|(K), i.e. il existe zp; € K tel que |f(zn)] = |fl(zm) = M.
La fonction |f| admet donc bien un maximum. Par le méme raisonnement, on montre que
| f| admet aussi un minimum sur K. O

On utilisera aussi des suites et des séries de fonctions.

Définition 1.19. Soit (f,,), une suite de fonctions sur une partie non vide D de C a valeurs

dans C.

1. La suite (fy,)n converge simplement sur D vers une fonction f : D — C si, pour tout
z € D, la suite complexe (fy(z))n converge f(z).

2. La suite (f,), converge uniformément sur D vers une fonction f : D — C si la suite
réelle

zeD

(sup 142 - 1)
est bien définie et tend vers 0.

3. La série de fonctions Zn>n0 fn converge simplement (resp. uniformément) sur D vers
une f: D — C sila suite des sommes partielles

(7).

converge simplement (resp. uniformément) sur D.
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4. La série de fonctions , Jn converge normalement sur D si la série réelle

(Z sup \h(z)\)

n>n

CONVETgE.

Proposition 1.14. Soit (f,), une suite de fonctions sur une partie non vide D de C a
valeurs dans C.

1. Si, pour tout n, f, est continue et si la suite (f,), converge uniformément sur D vers
une fonction f: D — C, alors f est continue.

2. Si la série de fonctions ZnZno fn converge normalement sur D alors elle converge
simplement sur D vers une fonction f: D — C et cette convergence est uniforme sur
D.

Démonstration. Voir un cours de L2. O

Soit €2 un ouvert non vide de C et f : 2 — C. Comme c’est une fonction de deux variables
réelles & valeurs dans R?, on peut voir si elle est différentiable (cf. L2).

Définition 1.20. Soit Q2 un ouvert non-vide de C, f:Q — C et 2y € Q. On dit que f est
différentiable en zy s’il existe une application R-linéaire L sur C telle que, pour z € €2,

f(z) = f(z0) + L(z— 20) + 0(\2 — zo\) . (1.1)
Dans ce cas, Uapplication R-linéaire L est notée D f(z).

Lorsque f est différentiable en zg = (xo;90), on a vu en L2 les propriétés suivantes :

Tout d’abord, f est continue en zp; cela découle de (1.1) et du fait quune application R-
linéaire L sur C est forcément continue en 0.

On considere les applications composantes de f que I'on note P et ). Donc P : Q — R
et @ : Q2 — R sont définies par P(z) = Re(f(2)) et Q(z) = Im(f(z)). Puisque f est
différentiable en z, P et () admettent en 2y des dérivées partielles (premieres) par rapport
aux deux variables réelles (on note par = la premiere et par y la seconde). En effet, on a,
pour ¢t € R* assez petit, d’apres (1.1),

f(xo+t;90) — f(2o; yo)
t

— L((1;0)) = o(1)
quand t tend vers zéro, ce qui donne, en prenant la partie réelle,

P(xo + t;90) — P(x0; %0)
t

— Re(L((l;O))) = o(1)

quand t tend vers zéro. Méme chose pour les autres dérivées partielles.
De plus, la matrice de 'application R-linéaire D f(zy) dans la base canonique du R-espace

vectoriel C est donnée par ,
g—i(%; Yo) %—’;(rco; Yo)
(1.2)

%—f(xo;yo) %(xo;yo)
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Lorsque f est différentiable en tout point de €2, on peut considérer sa différentielle sur €2,
c’est-a~dire 'application Df : Q 3 z +— Df(z) qui est a valeurs dans le R-espace vectoriel
Lg(C) des applications R-linéaires sur C. On peut munir cet espace de la norme

L(z
1oy = sup ZEL G L) = s 1462 (1.3)
secr |z < e

La différentielle D f est donc une application d’un ouvert d’un R-espace vectoriel a valeurs
dans un autre R-espace vectoriel. Ceci donne un sens a la définition suivante.

Définition 1.21. Soit 2 un ouvert non-vide de C et f : Q@ — C. On dit que f est (de
classe) C' (sur Q) si f est différentiable en tout point de Q et si sa différentielle est continue
de Q dans Lg(C).

On peut repérer les fonctions de classe C* grace a la

Proposition 1.15. Classe C*.

Soit Q0 un ouvert non-vide de C et f : Q — C. La fonction f est de classe C' sur § si et
seulement si les dérivées partielles premiéeres de P et () partout existent sur £ et sont des
fonctions continues de ) dans R.

Démonstration. Voir L2. [l

Exemple 1.4. Les applications C> z+— 2z, C> 2+ Z, C> 2z Re(z) et C 3 z — Im(2)
sont R-linéaires donc partout différentiables de différentielle constante. La matrice dans la
base canonique (1;1) du R-espace vectoriel C de ces différentielles est

3) Ga)Goe) ()

respectivement.

1.2.2 Fonctions d’une variable réelle.

On s’intéresse a la régularité de fonctions définies sur un segment de R et a valeurs dans
C. De nouveau, il s’agit de fonctions d’une partie du R-espace vectoriel R a valeurs dans le
R-espace vectoriel C. On procede donc comme au paragraphe précédent.

Soit (a;b) € R* avec a < bet f: [a;b] — C. Pour ¢ € [a;b] et £ € C, le fait que f tendent
vers £ en t est défini par la définition 1.17 (avec Q = Q = [a;b] et a remplacé par t). La
proposition 1.12 est encore valable et la continuité de f en t (resp. sur [a;b]) est définie
comme dans la définition 1.18 (ou la définition 1.12). En utilisant le fait que les applications
R? > (x;y) — x et R? 5 (z;y) — y sont continues (des deux variables), on peut vérifier la

propriété suivante.

Proposition 1.16. Soit f : [a;b] — C et ty € [a;b]. La fonction f est continue en to,
resp. sur [a;b], si et seulement si les fonctions réelles Re(f) : [a;0] o t — Re(f(t)) et
Im(f) : [a;b] >t — Im (f(t)) sont continues en to, resp. sur [a;b].
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La proposition 1.13 reste valable dans la présente situation en remplacant, pour la composition,
f et gpar p:[a;b] — R et ¢ : [¢;d] — C, respectivement. On a aussi la continuité de
go fentysig: f(la;b]) — C est continue en f(to).

En adaptant la preuve du théoreme 1.2, on montre qu’une fonction continue f : [a;0] — C
est bornée, que f([a;b]) est compact et que |f| admet un minimum et un maximum.

Les résultats de la proposition 1.14 sont encore valables pour des suites (séries) de fonctions
définies sur un segment de R.

Soit (a;b) € R?* avec a < b et f : [a;b] — C. Comme dans la définition 1.20, on dit que f
est différentiable en ¢ €]a; b| s’il existe une application R-linéaire de R dans C (cette fois !)
telle que, pour tout t € [a; b,

f(t) = [f(to) + L(t —to) + o(|t — tol), (1.4)

quand t tend vers ty. Une R-linéaire L de R dans C a une forme particuliere. Posons
w = L(1) € C. Pour t € R, on a, d’apres la R-linéarité, L(t) = L(t-1) = tL(1) = tw. La
propriété (1.4), quand ¢ tend vers tg, est donc équivalente &

ft) = flto) + (t —to)w + of|t —tol) , (1.5)
quand t tend vers ty, ce qui est encore équivalent a

t) — f(t
lim J(t) = fto) = w. (1.6)
t—to t — g
Définition 1.22. Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — C. Soit tg € [a;b]. On dit que
f est dérivable en ty si la limite dans (1.6) existe dans C. Dans ce cas, cette limite est le
nombre dérivé de f en ty, noté f'(to).

On remarque que, si f est dérivable en ¢y, f est continue en ty d’apres (1.5).
On a naturellement la

Définition 1.23. Soit (a;b) € R* aveca < b et f : [a;b] — C. On dit que f est (de classe)
C' (sur[a;b]) si f est dérivable en tout point de [a;b] et si sa dérivée f': [a;b] — C, qui a
t € a;b] associe f'(t) € C, est continue de [a;b] dans C.

Dans la suite, la notion suivante sera particulierement importante.

Définition 1.24. Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — C. On dit que f est (de classe)
C' par morceauz (sur [a;b]) s’il exviste n € N* et une subdivision a = to < -+ < t, = b de
la; 0] tels que, pour tout j € (N N [0;n —1]), f est dérivable sur |t;;t; 1] et la restriction de
I altj; tiva| admet une limite compleze en t; et en tjiq.

Il est commode de reformuler, a 'aide de la notion de concaténation (cf. définition 1.13),
cette définition de la fagon équivalente suivante :

Proposition 1.17. Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — C.

1. La fonction f est continue et C* par morceauz si et seulement si f est la concaténation
d’un nombre fini de fonctions C' sur un segment.
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2. Si la fonction f est continue et C* par morceauz alors il existe une unique famille finie

fos s fu (n € N) de courbes C' sur un segment telle que f est la concaténation de fy,
. fn et, pour tout t € [a;b] tel que, pour un j, f;_1(t) = f;(t), f n'est pas dérivable

en t.
Démonstration. Voir TD. U

Enfin, si (a; b) € R? avec a < bet si f: [a;b] — C est continue, on définit son intégrale sur
le segment [a; b] par

/ ;o /ab FH)dt = /ab Re(f(1)) dt + i/ab Im(f (1)) dt € C, (1.7)

ou les intégrales a droite de I’égalité sont des intégrales usuelles (de Riemann) de fonctions
continues de [a; b] a valeurs dans R. On pose

/ba Fydt = —/ab F(t)dt

Si f est la dérivée d’une fonction F' : [a;b] — C alors on vérifie, en utilisant (1.7), que

/ foydt = / F(t)dt = F(b) — Fla) — [F]. (1.8)

Les propriétés de changement de variables, d’intégration par parties et de relation de Chasles
des intégrales usuelles passent par la formule (1.7) aux nouvelles intégrales. Toujours grace
a cette formule, on vérifie que, si g : [a;b] — C est continue et A € C, on a

/Q()\f() /f dt+/ g(t) dt. (1.9)

On admet la propriété suivante :

[ 1o o < [ . (1.10)

ou l'intégrale a droite de I'inégalité est encore 'intégrale usuelle de la fonction réelle continue
| f|. On utilisera souvent le résultat suivant :

Proposition 1.18. Soit (a;b) € R? avec a < b. Soit (f,,), une suite de fonctions définies et
continues sur |a;b] a valeurs dans C. On suppose que la suite (f,), converge uniformément
vers une fonction f : [a;b] — C (au sens de la définition 1.19 avec D = |a;b]). D’apres la
proposition 1.14, f est continue donc son intégrale sur [a;b] est bien définie. Alors la suite

complexe
b b
(/ fu(t) dt) converge vers / f(t)dt

En particulier, si la série de fonctions >
f i ]a;b] — C alors la série complexe

> /a b fu(t)dt  converge vers /a b F(6)dt, ie
> [ nwa = [ (Z falt )

n=ng

n>ny Jn converge uniformément vers une fonction
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Démonstration. Pour tout n € N, on a, d’apres (1.9) et (1.10),

b b b
o< | [ fumar— [ gwas| < 1@ s@lde < =) s 1)~ )
a a a xrE|a;
et le résultat découle de la convergence uniforme et du théoréeme des gendarmes. 0

1.2.3 Intégrale le long d’un chemin.

Soit €2 un ouvert non vide de C et f : @ — C continue. L’objectif ici est de construire une
“intégrale de f le long d’'une courbe paramétrée convenable tracée dans €2”.

Définition 1.25. Chemins. Soit (a;b) € R? avec a < b et v : [a;0] — C. L’image de

v est Uensemble I' := ~([a;b]) C C. L’ensemble I' est un compact si v est continue (cf.
théoréme 1.2).

1.

5.

On dit que v est un chemin si a = b ou bien si a < b et si y est continue et C* par
morceaus.

Un chemin 7 : [a;b] — C avec a < b est dit C* si lapplication v est C?.

Un chemin v : [a;b] — C avec a < b est dit fermé si y(a) = (b), i.e. les points de
départ et d’arrivée sont identiques.

Un chemin v : [a;b] — C avec a < b est dit simple si 7y est injectif sur [a;b[, i.e. mis
a part éventuellement a ses extrémités, v ne passe pas deux fois par le méme “point de

C”.

Un chemin fermé simple est appelé un lacet.

Exemple 1.5. Chemins classiques.

1.

Soit zo € C, v > 0 et v : [0;21] — C défini par v(t) = zy + ret. Il se trouve que
est C' et que o/ (t) = ire'. C’est donc un chemin. Comme v(0) = ~v(27), il est fermé.
Il se trouve que la restriction de 7y a [0; 27| est injective. Donc ~y est simple. 1l s’agit
donc d’un lacet. L’image T' de v est le cercle C(z9;7r). On remarque que les fonctions
[0; 7[> t — Arg(y(t) — 20) et |m;2m] S t — Arg(y(t) — 29) sont croissantes. On dit que
v est orienté positivement ou que I' est parcouru dans le sens trigonométrique positif.
Tout cela sera justifié plus loin (cf. corollaire 2./).

Soit zo € C, 7 >0 et v : [0;27] — C défini par y(t) = 29 +re . Comme au 1, 7y est
un lacet d’image I' = C(zo; 7). Cette fois les applications [0;w[> t — Arg(vy(t) — z0) et
|m;2m[> t — Arg(y(t) — z0) sont décroissantes. On dit que vy est orienté négativement
ou que I' est parcouru dans le sens trigonométrique négatif.

Soit v : [a;b] — C(zo;7) un chemin et I' = ~([a;b]). L’ensemble
{t €lab]; Arg(y(t) —20) € ] — m7[}

est une réunion disjointe de sous-intervalles de [a;b]. On dit que que v est orienté
positivement (resp. négativement) ou que I' est parcouru dans le sens trigonométrique
positif (resp. négatif) si, sur chacun des sous-intervalles précédents, la fonction t —
Arg(y(t) — zo) est croissante (resp. décroissante).
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4. Pour (21;22) € C%, on considére Uapplication 1., .., : [0;1] — C définie par ,,..,(t) =
21+ t(ze — 21) = (1 = t)z1 + tzo. C’est un chemin dont l'image est le segment [z1; 22|
(cf . TD) et est parcourue de z; vers zo dans le sens croissant des t. Si zy # zo, 7y est
un chemin simple.

Définition 1.26. Soit Q un ouvert non vide de C et f : Q) — C une fonction continue.
Soit (a;b) € R? avec a < b et 7y : [a;b] — C un chemin C* dont l’image est incluse dans €,
i.e. tel que T'=~([a,b]) C Q. On appelle intégrale de f le long de y le nombre complexe

/f(z)dz - / F0)7 (1) dt. (1.11)

SiaeR ety:la;al — Q, on pose

/f(z)dz = 0. (1.12)

La définition (1.11) est assez naturelle. Le long du chemin v on a z = ~(t) et tout se passe
“comme si” on faisait le changement de variable z = v(t), le dz donnant alors le ~/(¢) dt
comme pour les changements de variables dans les intégrales dans R. Attention, ce n’est
cependant pas un changement de variable qu’on fait ici mais bien la définition de la quantité
a gauche de (1.11).

Il est important pour la suite d’étendre cette notion au cas ott le chemin v n’est que C! par
morceaux. Pour ce faire, on utilise la proposition 1.17.

Définition 1.27. Soit Q un ouvert non vide de C, f : Q@ — C wune fonction continue et
v : [a;b] — C (avec (a;b) € R?* et a < b) un chemin dont l'image est incluse dans 2, i.e.
tel que T' = v([a,b]) C Q. Soit V1, ...., v la famille de chemins C* donnée par le 2 de la
proposition 1.17, dont la concaténation donne v. On appelle intégrale de f le long de v le

nombre compleze
/f(z)dz = Z/ f(z)dz. (1.13)
v k=1 Yk

Exemple 1.6. Soit (o; 3) € R? et v un paramétrage du segment d’extrémités o et 3. Par
exemple, v : [0;1] >t — a+t(f —a) € R. Etant donnée une fonction continue f sur C, on
a alors, puisque ' (t) = [ — « pour tout t, par changements de variables s = a+t(8 — «) et
r=a+f—s,
1 B «
/f(z)dz _ /0 Fla+t(8—a)) - (6—a)dt :/ fs)ds = — /ﬁ Jr)dr.
Y (0%
Lorsque o« < B, on retrouve l'intégrale (1.7) entre a et B de la restriction de f a [a; f].
Lorsque B < «, on retrouve l'opposé de l'intégrale (1.7) entre B et o de la restriction de f a
[8; al.
Dans le cas o < 3, on peut aussi paramétrer le segment [o; f] par 7 : [a; ] 2t —t € R. On
a alors 7'(t) = 1 pour tout t et on retrouve a nouveau

Af(z)dz - /jf(t)dt.
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On déduit de la propriété (1.9) et de (1.11) et (1.13), la

Proposition 1.19 (Linéarité). Soit Q un ouvert non vide, f,g : & — C deux fonctions
continues, A € C et v : [a;0] — C (avec (a;b) € R? et a < b) un chemin dont l'image est
incluse dans €. Alors

/pfw /f dz+/()d

Exemple 1.7. Intégrales le long d’arcs de cercle.

1. Soit v, et vy les chemins définis par 1 : [0;7/2] 2t +— e’ € C et vo : [0;37/2] 5t

re~ € C. L’image I'y de ~y, est le quart de cercle de centre 0 et de rayon r partant du
point d’affize r et allant au point d’affixe ir dans le sens trigonométrique positif (on
parle aussi de sens direct) tandis que l'image de 7y, est le trois-quart de cercle de centre
0 et de rayon r partant du point d’affize r et allant au point d’affize ir dans le sens
inverse du sens trigonométrique négatif (on parle de sens indirect). Leurs images I'y
et I's sont incluses dans C*. Tout ceci est justifié par les propriétés de l’exponentielle
complexe (cf. théoréme 2.1).

Soit f: C* — C définie par f(z) = 1/z. Elle est continue. On a

w/2 1 '
/f(z)dz = / — xare' dt = iz,
" 0 et 2

3m/2 1 '
/Wf(z) dz = /0 e (—ir)e ™ dt = _2,3;.

On peut voir sur cet exemple que l'intégrale de f entre les deuz points d’affixes respectives
r et ir dépend a priori du chemin choisi puisque les intégrales le long de v, et de ¥y
sont différentes.

tandis que

. Considérons maintenant les chemins 3 : [0;m/4] 3 t + re?* € C et vy : [37/2;27] 2
t — re”® ¢ C. L’image de 73 est I'y parcourue dans le méme sens que v, tandis que
celle de v, est I'y mais parcourue dans le sens inverse. On a

/4 1 T
/ f(z)dz = / —2X22T622tdt = i,
s g e’ 2

2m 1 K
f(z)dz = / _ X (—ir)e tdt = —i=.
/Y4 ) 3m/2 re=t ( Je 2

On peut voir que l'intégrale le long de 3 est la méme que pour v, (les images des
chemins sont les mémes et parcourues dans le méme sens) tandis que celle le long de
v en est lopposée (I'image est la méme mais parcourue dans le sens inverse).

. On consideére enfin les chemins vs : [0;27] 2 t — re' € C et v : [0;47] 3 t — re € C.
Leurs images sont le cercle C(0;1) parcouru dans le sens trigonométrique positif, une

fois pour s et deux fois pour vg. On calcule facilement cette fois que f(z)dz = 2ir
75

f(2)dz = dimr = 2/ f(2)dz. Le fait de parcourir deuz fois le cercle a pour effet

de compter double lmtegmle de f.
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Les propriétés 2. et 3. observées dans 'exemple ci-dessus sont assez naturelles et ne sont
pas un cas particulier.

Définition 1.28. Soit (ay;b1;as;by) € R* tel que ay < by et ay < by. Soit vy : [ay;01] — C
et v : lag; by] — C deux chemins.

1. On dit que v est équivalent a v, s’il existe une bijection, C1 et strictement croissante,
¢ : [a1; 1] — [ag; bs)] telle que v1 = 2 0 . Dans ce cas, les images de v; et vo sont
les méme, parcourues dans le méme sens.

2. On dit que v, est opposé a v, s’il existe une bijection, C' et strictement décroissante,
@ : [ag;b1] — |ag; bo] telle que 3 = 5 0 . Dans ce cas, les images de v, et o sont
les méme mais y; et o parcouruent ['image dans des sens opposés.

Remarque 1.10. On a vu en L1 qu’une application ¢ : [a1;b1] — [ag;ba], bijective et
continue, est forcément strictement monotone.

Définition 1.29. Soit (a;b) € R? avec a < b. Si v : [a;0] — C est un chemin, on notera
Yopp : [@; 0] — C le chemin défini par Yopp(t) = Y(a+ b —t). L’image de yopp est la méme
que celle de v mais parcourue dans le sens inverse. Comme [a;b] Dt a+b—1t € [a;b] est
bijective, C' et strictement décroissante, Yopp €St 0pposé a 7.

Si vy :a;a] — C, on pose Yopp = 7.

Proposition 1.20. Soit ) un ouvert non vide, f : 2 — C continue et vy, v, deur chemins
d’images incluses dans ).

1. Si 7, est équivalent a 7, alors/ f(z)dz —/ f(z

2. Si 1 est opposé a 7o alors / f(z / f(z)dz. En particulier, pour tout
chemin 7y, on a /f
’Yopp
Démonstration. Voir TD. 0

On est parfois amené a décomposer un chemin en plusieurs morceaux. On a alors la propriété
suivante qui est ’analogue de la relation de Chasles.

Proposition 1.21. Soit (a;b;c) € R aveca < b <c. Soitvy, : [a;b] — C ety : [b;¢] — C
deux chemins tels que v1(b) = ~v2(b). La concaténation v = v+, est bien définie (cf.
définition 1.13) et v est aussi un chemin. Si £ est un ouvert contenant l’image de =y et
f:Q — C continue alors

Lf(z)dz—Llf(z)dz+//2f(z)dz

Corollaire 1.3. Soit (a;b) € R? avec a < b ety : [a;b] — C un chemin fermé. Soit n € N*.
On peut considérer le chemin fermé v, obtenu par concaténation de n copies de . Alors,
pour tout ouvert Q tel que y([a;b]) C Q) et toute fonction continue f:Q — C, on a

/ f(z n/vf(z)dz
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Ces deux résultats sont démontrés en TD.

Une autre propriété courante de l'intégrale pour les fonctions de variable(s) réelle(s) est
I'inégalité (1.10). Ici, il faut faire un peu plus attention. On ne peut pas simplement

comparer
JUCIE
Y

puisque cette derniére quantité est a priori un nombre complexe (le “dz” est complexe).
Prenons par exemple la fonction f(z) = 1/z et v le quart de cercle comme dans I’Exemple

1.7. On a alors
/2 1
/ — X ire' dt
0 e

7r/21 ' .
/yf(z)ydz _ / Liretdt = [0 = i—1.
01 0

‘ T ‘ T
= 11— —_— p—

2 2
tandis que

r 0

On ne peut pas comparer 7/2 et i — 1. A-t-on la propriété suivante, qui au moins a un sens,

2)dz| < z)|dz| ?

Pas en général puisque, dans 'exemple précédent, 7/2 > |i — 1| = /2.
En revanche, on peut écrire, lorsque ~y est C*,

\ /|f DX b (0)] d

d’aprés (1.10). On utilisera régulierement ce type de majoration par la suite, voir par exemple
I’application a la fin de la Section 4.3.

La présence du terme |7/(t)], au lieu de +/(t), fait qu’on ne reconnait pas dans cette derniere
intégrale une intégrale le long d’'un chemin. En majorant, pour tout ¢ € [a;b], la quantité
|f(~(¢))] par sa borne supérieure, on en déduit, toujours pour vy de classe C?,

< (E[Zpb] | F(( ) /h )| dt. (1.14)

La derniere intégrale ne dépend que du chemin v et a une interprétation géométrique
naturelle. C’est en fait la longueur du chemin ~. A part sur quelques exemples simples,
cela ne parait pas clair mais on peut le démontrer.

Si v n’est pas C! mais seulement C' par morceaux, on exploite la proposition 1.17. On
obtient d’abord la longueur d’un tel chemin et on vérifie que (1.14) est encore valable.

z)dz

Définition 1.30. Soit (a;b) € R? avec a < b et v : [a;b] — C un chemin C'. On appelle
longueur de v la quantité

o) = [ Wl (115)
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Lorsque v est seulement C* par morceaux, 7y est la concaténation des chemins Ct 1, ..., Yn
donnés par le 2 de la proposition 1.17 et on pose

n

L(Y) = > L{w)- (1.16)

k=1
Si vy :a;a] — C, sa longueur L(vy) est choisie nulle.

Remarque 1.11. En TD, on donne une définition plus naturelle et plus intuitive de la
longueur d’une courbe paramétrée et on montre ’égalité (1.15) pour les chemins C' et (1.16)
pour les autres. Cela montre, en particulier, que la définition (1.16) ne dépend pas du choix
de concaténation de chemins donnant v. Comme un chemin Ct est aussi une concaténation
de chemins C' (cf. proposition 1.10), on peut appliquer (1.16) dans ce cas et retrouver la
valeur de (1.15).

On peut alors adapter le raisonnement précédent pour montrer (cf. TD) la

Proposition 1.22. Soit Q un ouvert non vide de C, (a;b) € R? avec a < b, v : [a;b] — Q
un chemin et f : Q) — C continue. Alors

/7 () dz

Proposition 1.23. Si vy, est équivalent ou opposé a vy alors L(vy1) = L(72).

< L(y) - sup [f(v(®t)| = L(y) - sup |f(w)].

t€la;b] wey([asb])

Démonstration. Voir TD. O

Exemple 1.8. Soit (21;22) € C2. Soit v : [0;1] > ¢ — 21 + t(22 — 21), qui est de classe
Cl. On a v([0;1]) = [21; 22]. Comme +/(t) = 29 — 21, on trouve donc, évidemment, L(vy) =
fol |20 — 21| dt = |29 — z1]. Soit o la concaténation de 7y et Yopp. On a o([0;1]) = [21; 22] mais
L(o) = 2|29 — 2.

Remarque 1.12. Au vu de ['exemple précédent, il est naturel de définir la longueur de
Uimage d’un chemin 7y : [¢;d] — C par la longueur L(vy) d’un chemin v : [a;b] — C tel
que Y([a; b)) = v([c; d]) et la restriction de 7y a [a,b] est injective.

En paramétrant le cercle C(zo,7) par le lacet v : [0;27] 3 t — 29 +re', la longueur du cercle
est donc L() et on retrouve

2w 2m
L(v) = / |ire”| dt = / rdt = 27r.
0 0

Remarquez que, pour démontrer ¢a, on a utilisé la construction de w telle que donnée dans le
théoreme 2.1 et les propriétés qui en ont suivi. La définition de m donnée dans le théoréme
2.1 coincide donc bien avec la définition usuelle et reliant le rayon d’un cercle avec son
périmétre.

Plus généralement, si 0 € [0;2x[, l'arc de cercle de centre 0 et allant du point d’affize 1 au
point d’affize e est paramétré par le chemin simple C* « : [0;0] > t + e € C donc sa
longueur est

0
Liy) = / it dt = 6.
0




24 Fonctions d’une variable complexe.

On termine ce paragraphe par I’équivalent de la proposition 1.18 pour les intégrales le long
d'un chemin.

Proposition 1.24. Soit (a;b) € R? avec a < b et 7y : [a;b] — C un chemin d’image T'. Soit
(fu)n une suite de fonctions définies et continues sur I' et a valeurs dans C. On suppose
que la suite (f,), converge uniformément vers une fonction f : I' — C (au sens de la
définition 1.19 avec D =T'). D’apreés la proposition 1.1/, f est continue donc son intégrale
le long de v est bien définie. Alors la suite compleze

(/ fn(w) dw) converge vers /f(w)dw.

En particulier, si la série de fonctions > fn converge uniformément vers une fonction

f: T — C alors la série complexe

Z/ fo(w)dw  converge vers /f(w)dw,i.e,
o0 gl

n>ngo

n>ng

fflmWszj(fjmm)w.

n=ng n=no

Démonstration. Pour tout n € N, on a, d’apres les propositions 1.19 et 1.22,

LnWMw—Lﬂmmﬂ:

et le résultat découle de la convergence uniforme sur I' et du théoreme des gendarmes. [

0<
wel

/umw—fm»wﬁSmewmmw—fwn

1.3 Holomorphie.

Pour les fonctions d’une variable complexe dans un ouvert, on va définir une notion de
C-dérivabilité ou holomorphie.

1.3.1 Définition et premieres propriétés.

Pour parler de dérivabilité on va maintenant supposer que 2 est un ouvert de C.
Définition 1.31. Soit Q est un ouvert non vide de C, f : Q) — C et zy € Q0.

1. On dit que f est holomorphe ou C-dérivable en zy si

f(z) = f(20)

zZ— 20

(1.17)

admet une limite (dans C), lorsque z — zy. Dans ce cas, on note f'(zo) cette limite.
C’est le nombre C-dérivé de [ en z.

2. On dit que f est C-dérivable ou holomorphe sur ) si f est C-dérivable en tout zy € §2.
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3. On dit que f est une fonction entiere si f est holomorphe sur 2 = C.

4. On dit que f est de classe C} (sur Q) si elle est C-dérivable (sur Q) et si la fonction
Q32 f(2) est continue. Par récurrence, elle est CF, k > 2, si elle est CF* et
si f*=V est C}. Elle est C° si elle est CF, pour tout entier k € N*.

Remarque 1.13. Exemples et contre-exemples simples.

1. Si f est une fonction constante, f est holomorphe en tout point zy € C et sa C-dérivée
[ :C 3z f'(2) est nulle, donc continue. Donc f est C}. Comme f' est constante,
elle est aussi C;. donc f est C}. Par récurrence, on vérifie que f est Ci°.

2. Si f est lidentité sur C alors f est holomorphe en tout point zy € C et sa C-dérivée
f':C 3z f(2) est la fonction constante égale a 1 sur C. Comme au 1, on vérifie
que [ est Cp°.

3. Soit f: C — C donnée par f(z) =Z. Soit zyo € C. Le tauz de variation (1.17) n’a
pas de limite dans C lorsque z — zg. Vérifions cela.
Supposons que ce taux tendent vers ¢ € C. Alors, pour toute application v :10;1] — C
tendant vers zy en 0, le tauz

V(t) —Z0

Y(t) — 2o
tend vers £, quand t — 0. En prenant «y :]0; 1] 3 t — 2o +t, on trouve que ce tauzx tend
vers 1 mais, en prenant v :]0;1] 3 t — 2o + it, on trouve qu’il tend vers —1. Donc
1 =/{¢=—1, contradiction.

4. De méme, on vérifie que Re : C — R et Im : C — R sont nulle part holomorphes.

5. On a vu dans l'exemple 1./ que les applications -, Re et Im sont partout différentiables.
Les points 3 et 4 prouvent que les notions d’holomorphie et de différentiabilité sont
distinctes.

6. L’emploi du mot “holomorphe” sera expliqué dans la remarque 4.7.

Dans le cadre de la définition 1.31, on voit que le taux de variation (1.17) admet ¢ € C pour
limite, lorsque z — zg, si et seulement si le taux

flzo+h) — f(20)

h
tend vers ¢, lorsque h — 0 (dans C), si et seulement si
flzo+h) = f(z0) + £-h + o(|h]), (1.18)
lorsque h — 0 (dans C), si et seulement si
f(z)=f(z0) +£-(z—20) +0(]z — 20]) s (1.19)

quand z — 2.

En particulier, on voit en utilisant (1.19) par exemple que, si f est holomorphe en zy, f est
continue en zj.

Les propriétés suivantes se montrent alors comme pour les fonctions de R dans R, en utilisant
par exemple (1.18).
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Proposition 1.25. Opérations. Soit €2 est un ouvert non vide de C.

1. Soit f,g: Q2 — C holomorphes (resp. C}) et X € C. Alors les fonctions f + \g et fg
sont holomorphes (resp. C}) et on a, pour tout zy € €,

(f +29)(20) = ['(z0) + Ag'(20) et (f9)(20) = [f'(20)9(20) + f(20)9 (20)-

Si, de plus, g ne s’annule pas, alors % est holomorphe (resp. C}) et on a

i ,z _ J'(20)9(20) — f(20)g'(20)
e (1)@ IeE '

2. Soit f: Qy — C et g : Q; — C holomorphes (resp. Cj) et telles que f(2y) C Q.
Alors g o f est holomorphe (resp. C}) sur Qg et on a (go f)'(20) = f'(20) x ¢'(f(20)),
pour tout zy € C1y.

3. Soit 2 un ouvert non vide de C et I un intervalle non vide de R. Soit f: Q2 — C
holomorphe (resp. C}) et v : I — Q dérivable (resp. C'). Alors la composée f o~y
est dérivable (resp. C') sur I et, pour tout t € I, (f o) (t) = f'(v(t)) x ¥/(t).

Exercice 1.3. Montrez la proposition ci-dessus.
Exemple 1.9. Fonctions polynomes.

1. En utilisant la proposition 1.25 et les points 1 et 2 de la remarque 1.13, on montre que
les fonctions polynomes sur C, c’est-a-dire les fonctions f: C — C du type

d

f(z) = Z ar 2*  pour des ay € C,
k=0
sont C} sur C. Si P et Q sont deux fonctions polynomes alors f = g est C} sur

C\{z € C; Q(z) =0}, par la proposition 1.25.

2. Soit g : C — C définie par g(z) = |z|>. C’est une fonction polynéme en les variables
réelles ¥ = Re(2) et y = Im(2) puique g(x;y) = 22 + y>. Comme fonction de ces deux
variables réelles, elle est de classe C*°. Mais g n’est holomorphe qu’en 0. Vérifions ce
dernier point.

Pour z € C*, on a |(g(z) — ¢(0))/z| = |z|, qui tend vers 0, lorsque z — 0. Donc g est
C-dérwable en 0 de nombre C-dérivé 0.
Soit zo € C* et z # z9. On a

g(2) — g(20) _ |z — 20+ 20|* — |20/ _ |z — 201> + (2 — 20)Z0 + 2 — 20 - 20
Z — 20 Z — 20 Z — 20
2z — 2|2 Z— 2
:Q.’_Z_O_FZO O‘
zZ — 20 zZ — 2y

Le premier terme a droite tend vers 0, quand z — 2y, car son module est majoré par
|z — z0|. Sile terme de gauche avait une limite dans C, lorsque z — 2y, il en serait
de méme du dernier terme a droite et, comme zy # 0, le rapport z — zo/(z — zo) aurait
une limite, lorsque z — zy. Contradiction avec le point 3 de la remarque 1.135.
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Définition 1.32. Soit ) est un ouvert non vide de C. Soit f : Q@ — C. On dit que F est
une primitive de f sur Q si F' est holomorphe sur Q0 et sa C-dérivée F' est égale a f.

Exemple 1.10. Puissances.

1. Sim € N, la fonction définie sur C par f(z) = 2™ admet, pour primitive sur C, la
fonction F . C — C définie par F(z) = 7 2™,

2. Sim € ((=N)\ {—1}), la fonction définie sur C* par f(z) = 2™ admet, pour primitive
sur C*, la fonction F : C* — C définie par F(z) = 5 2™

3. On wverra plus loin que la fonction z — 1/z n’a pas de primitive sur C* (cf. exemple 1.11).

Bien qu’a premiere vue tout semble similaire a ce qu’on fait dans R, on va voir qu’il n’en
est rien et que le fait de prendre des (limites de) taux d’accroissements dans C a de grosses
conséquences:

1. il va étre beaucoup “plus difficile” a une fonction d’étre dérivable dans C que dans R.

La fonction R 3 x +— |z|?, par exemple, est dérivable mais on a vu que z — |2|? n’était
pas C-dérivable.
En parlant de fonctions non C-dérivables, on a vu que la fonction z +— z était continue
sur C mais C-dérivable nulle part. Essayez de construire une fonction f : R — R qui
soit continue partout mais dérivable nulle part... C’est faisable, mais beaucoup plus
difficile.

2. les fonctions C-dérivables auront beaucoup de propriétés que les fonctions réelles dérivables
d’une variable réelle. La plus frappante au début est strement le fait qu'une fonction
holomorphe sera automatiquement C}°.

3. les fonctions d’une variable complexe qui sont continues n’ont pas forcément de primitive.
C’est un peu relié au point précédent : si f a une primitive alors il existe F' holomorphe
telle que I/ = f. Donc, d’apres ce qu'on a dit dans le point précédent, F' sera C°
et donc f aussi. En particulier f sera holomorphe. Conclusion : seules les fonctions
holomorphes sur €2 peuvent avoir une primitive sur 2.

Attention, on ne dit pas que toutes les fonctions holomorphes sur € ont une primitive
sur 2. Ce ne sera par exemple pas le cas de la fonction z — 1/z qui est holomorphe
sur C* mais n’a pas de primitive sur C*.

Peut-on utiliser les primitives pour calculer des intégrales le long d’un chemin ? Oui, comme
le montre la

Proposition 1.26. Soit Q2 est un ouvert non vide de C et f : ) — C une fonction continue
admettant une primitive F. Alors, pour tout chemin 7y : [a;b] — Q (avec a < b dans R),

/f(z) dz = F(fy(b)) — F(’y(a)) ) (1.20)

En particulier, si vy est fermé alors l'intégrale précédente est nulle.
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Remarque 1.14. On suppose que [ admet une primitive F' sur . On retrouve ici ['idée
que pour calculer lintégrale d’une fonction f, il “suffit” de faire la différence des valeurs de
F aux extrémités du chemin. En particulier, la valeur de l'intégrale ne dépend que de ces
extrémités. Autrement dit, si 7 est un autre chemin dans Q) avec les mémes extrémités que
v, alors les intégrales de f le long de 7 et le long de v sont égales.

Lorsque v est fermé, lintégrale dans (1.20) est nulle. On n’a donc pas besoin de connaitre
explicitement F'.

Démonstration. Sia = b, (1.20) est vraie. On traite maintenant le cas ou v est C'' (donc
a < b). D’apres le 3 de la proposition 1.25, la fonction [a;b] 2 t — F(v(t)) est dérivable de
dérivée [a;b] > t — F'(y(t))7/'(t). D’apres (1.8) et le fait que F' = f, on a donc

FOO) - FO@) = [ Fe@r@d = [ fomroe = [ fe)d,

d’apres (1.11).

Passons au cas ol 7y est seulement C! par morceaux. Soit 71, ...., 7, la famille de chemins
C' donnée par le 2 de la proposition 1.17. Pour 1 < j <n, ~; : [tj_1;t;] — Qetonaa =ty
et b =t,. En utilisant la définition de U'intégrale de f le long de v et 'argument précédent
pour chaque chemin +;, on obtient

[ 106 =Y [ 1as = 3 FOw) - Fht-) = FO) - FO)

= F(4) ~ F(3(a) 0

Exemple 1.11. Reprenons l'exemple 1.7 (voir aussi l’exemple 1.10). Comme

dz dz
/ - 7é / )
m % 2 %

v1 et vo ayant les mémes extrémités, la proposition 1.26° prouve qu’il n’y a pas d’ouvert
contenant v, et vy sur lequel f : C* — C, définie par f(z) = 1/z, admette une primitive.

Exemple 1.12. Soit f(z) = z définie sur C et v : [0,27] > t — re’ € C un paramétrage du
cercle C(0;r) parcouru dans le sens trigonométrique positif. On a alors

2
/Edz = / re " x qre't dt = 2imr? # 0.
o' 0

Comme ~y est fermé, on en déduit que la fonction z — Z n’a pas de primitive sur C, ni méme
sur aucun ouvert contenant y.

On termine ce paragraphe par une propriété importante.

Proposition 1.27. Soit Q2 un domaine de C, i.e. un ouvert non vide connexe par arcs. Si
f:Q — C est holomorphe de C-dérivée nulle alors f est constante.

Remarque 1.15. Pour les fonctions de R dans R, le résultat analogue repose sur le théoréme
des accroissements finis et n’est vrai que pour les fonctions définies sur un intervalle. L’ hypothése
“intervalle” est ici remplacée par “connexe par arcs”: l’ensemble de définition doit étre en
un seul morceau.

On donne ci-dessous une preuve de la proposition 1.27 basée sur les intégrales le long d’un
chemin. On obtiendra une autre preuve en combinant la proposition 3.3 et le théoréme 3.35.
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Démonstration. On traite d’abord le cas ou 2 est étoilé.

Soit zg € 0 tel que 2 soit étoilé par rapport a zy. Soit z € Q et v : [0;1] — C donné par
Y(t) =tz + (1 —t)20. On a y([0;1]) C Q et v est C*. Comme [ est holomorphe, f o~ est
dérivable et (f o) = (f' o)y =0, puisque f’ est nulle. Donc

) = f(z0) = F(H) = F((0) = /0 (for)()di = 0.

Donc f est constante égale a f(zp).

On traite maintenant le cas général. Pour ce faire, on a besoin des notions suivantes.

On appelle chemin polygonal la concaténation d’un nombre finis de chemins du type ¢ :
0;1] — C donné par 9(t) = tzo + (1 — t)z1, pour (z1; 29) € C2.

On remarque qu’'un tel chemin est C! par morceaux.

On dit qu'un ouvert non vide U de C est connexe par lignes polygonales si, pour tout
(w; z) € U?, il existe un chemin polygonal 7 : [a;b] — U tel que y(a) = w et v(b) = z.

On s’appuie maintenant sur le

Lemme 1.1. Soit U un ouvert non vide de C. Alors U est connexe par arcs si et seulement
si U est conneze par lignes polygonales.

Démonstration. Comme un chemin polygonal est une courbe paramétrée continue, on
voit que la connexité par lignes polygonales implique la connexité par arcs. La réciproque
sera démontrée en TD. O

On reprend la preuve de la proposition 1.27. Soit zp € € fixé. Soit z € 2. Comme (2 est
connexe par arcs, il est aussi connexe par lignes polygonales, d’apres le lemme 1.1. Il existe
donc v : [a;b] — Q un chemin polygonal tel que v(a) = zy et y(b) = z. Il existe donc

n € N*, (215 ;2,) € Q" et des chemins C* 1y, - -+ , 1, tels que z; = 2z, 2, = 2z, pour tout
1<k<n-—1, ¢ :[0;1] ¢+ tzpy1 + (1 —t)z et v est la concaténation des chemins
U1, , ¥, En appliquant I'argument du début de la preuve, on montre successivement

f(z0) = f(z1) = f(22), f(zk) = f(2k41), pour 2 < k <n—1. D’ou f(20) = f(z,) = f(2). O

1.3.2 (C-dérivabilité et différentiabilité.

On a vu plus haut que les notions de C-dérivabilité et de différentiabilité ne sont pas
identiques. Il y a cependant un lien entre les deux, comme on va le voir maintenant.

Proposition 1.28. Soit Q) un ouvert non vide de C, zy € Q et f : Q — C. Alors f
est holomorphe (ou C-dérivable) en zy si et seulement si f est différentiable en zy et sa
différentielle Df(z) est C-linéaire. Lorsque f est différentiable en zy, le fait que D f(2)
soit C-linéaire est équivalent a, en posant zy = (To; Yo),

oPr 0 oP 0
%(*manO) = 3—3(560,3/0) et 0—y($0,y0) = —8—2(«7307@/0)- (1-21)

Ces deux €égalités s’appellent les conditions de Cauchy-Riemann en zy. Lorsque la fonction
[ est C-dérivable en zy, Df(zo) est la multiplication par f'(z),

0 0
f(z0) = a—];(:vo,yo) + ia—g(xo,yo) (1.22)
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et la matrice de D f(zo) dans la base canonique (1;1) du R-espace vectoriel C vérifie

O (zo;%0) 5 (203 %0) 98 (wo1m0)  — %2 (w03 y0)
= : (1.23)
%—ff(xo;yo) %—g(ﬁo;yo) %—f(xo;yo) g—]:(il?o;yo)

Démonstration. On a vu que f est holomorphe en zj si et seulement si (1.19) est valide pour
un certain ¢ € C. D’apres (1.1) dans la définition 1.20, f est holomorphe en zj si et seulement
si f est différentiable en 2y et D f(z) est la multiplication par ¢. Par la proposition 1.1, on
en déduit que f est holomorphe en zj si et seulement si f est différentiable en zg et D f(2)
est C-linéaire.

Dans le cas ou f est holomorphe en z, sa différentielle en z; est la multiplication par f’(zp)
sur C done, par la proposition 1.1, on en déduit (1.22) et (1.23). O

Remarque 1.16. Retour sur des exemples et contre-exemples simples précédents (voir la
remarque 1.13 et l'exemple 1.9).

D’apres l'exemple 1.4, on wvoit que z + 2z est holomorphe puisqu’elle est différentiable
et la matrice de sa différentielle dans la base canonique a la forme adéquate, d’apres la
proposition 1.28. Il en est de méme de toute fonction constante. Toujours grace a l’exemple 1./,
on retrouve le fait que la conjugaison complexe, la fonction partie réelle et la fonction partie
imaginaire sont nulle part holomorphes puisque la matrice dans la base canonique de leur
différentielle n’a pas la forme adéquate.

Quant a la fonction f: C — R donnée par f(z) = |z|?, elle est partout différentiable et la

matrice de Df(z) est
2¢ 2y
0 0

D’apreés la proposition 1.28, f n’est holomorphe qu’en z = 0.
Pour repérer les fonctions holomorphes sur un ouvert, le résultat suivant sera utile.

Proposition 1.29. Soit Q un ouvert non vide de C et f : Q — C. Alors f est C} sur Q
si et seulement si les applications composantes P et Q sont de classe C* (comme fonctions
réelles de deux variables réelles) sur ) et les conditions (1.21) de Cauchy-Riemann sont
remplies en tout point (xo;yo) de L.

Remarque 1.17. On verra plus loin que “f est C} sur Q7 est équivalent ¢ “f holomorphe
sur 7. Pour linstant, on sait seulement que la premiére propriété implique la seconde.

Démonstration. On remarque tout d’abord que, si w € C et L,, est la multiplication sur
C par w, alors la norme d’opérateur || Ly ||op de Ly, (cf. (1.3)) vérifie || Ly|op = |w]| ().
Supposons f de classe C} sur Q. Elle est donc holomorphe sur 2. D’apres la proposition 1.28,
elle est différentiable sur 2 et sa différentielle est 'application Df : Q3 2z +— Ly (. € Lr(C).
Comme f’ est continue par hypothese, Df est aussi continue, d’apres (x). En particulier, les
dérivées partielles premieres de P et () existent et sont continues sur €2 (cf. L2). Enfin, par
la proposition 1.28, (1.21) est valable en tout point (z¢;yo) de €.

Réciproquement, supposons que P et Q sont C! sur Q et que (1.21) est valable en tout point
(x0;yo) de €. Par le cours de L2, f est différentiable et sa différentielle est continue sur €.
Puisque (1.21) est valable sur ©, f est holomorphe en tout point de €2, par la proposition 1.28.
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En particulier, pour tout z € 2, Df(z) est la multiplication par f’(z). La continuité de D f
et (%) donne la continuité de f’. O

On introduit quelques notations.

Définition 1.33. Soit 2 un ouvert non vide de C, zy € Q) et f: Q — C différentiable en
zo. Les vecteurs colonnes de la matrice (1.2) (ou (1.23)) sont notés

0 0
o) et GG,

respectivement. On pose aussi

of 1 /of Of of 1 /of Of
E(zo) =3 (%(zo) — za—y(zo)) et g(zo) =3 (%(zo) + za—y(zo)) :

Cela permet de réexprimer les résultats de la proposition 1.28 de la facon suivante :
Si f est holomorphe en z, alors

of , , : _ _
%(Z’o) = —za—(zo) = f'(z0), ie. ==(20) = f'(20) et —==(z) = 0.

g—i(zo) = —ig (2), ie Z=(2) =0,

alors f est holomorphe en 2 et

Remarque 1.18. Les conditions de Cauchy-Riemann peuvent paraitre anodines au premier
abord mais ont en fait de grosses conséquences. Si une fonction f est holomorphe alors il y a
un lien trés fort entre ses parties réelles et imaginaires (c’est ce que disent les conditions de
Cauchy-Riemann). On peut par exemple montrer (voir TD) que si une fonction holomorphe
sur un domaine () est a valeurs réelles (sa partie imaginaire est donc constante égale a zéro)
alors cette fonction est constante.
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CHAPTER 2

FONCTIONS DEFINIES PAR UNE SERIE
ENTIERE.

Les seuls exemples de fonctions C-dérivables qu’on a vus jusqu’ici sont ceux des fonctions
polynomes et des quotients de fonctions polynomes. Afin d’enrichir cette “collection” de
fonctions C-dérivables I’étape naturelle suivante est d’essayer les polynomes de “degré infini”,
autrement dit les fonctions définies par des séries entieres.

2.1 Séries entieres.

Définition 2.1. On appelle série entiere toute série de fonctions de la variable complexe z
de la forme Y a,2", ot (a,), € CN.

Proposition 2.1. Soit Y a,z" une série entiere. On pose

& = {reR"; V' €[0;r], 3 anz" converge normalement sur D(0;r']}
& = {r e R"; (a,r"), est bornée}

Ry = sup&; et Ry = sup&. Alors, avec la convention [0; R] = RT, si R = 400, & est
Uintervalle [0; Ry] de R, & contient 'intervalle [0; Ro[ et Ry = R».

Définition 2.2. On appelle la quantité R := Ry = Ry le rayon de convergence de la série
entiere »  apz", noté RC (D a,z"). Avec la convention D(0; R[= C, si R = 400, le disque
ouvert D(0; R| est appelé disque de convergence de la série entiére.

Corollaire 2.1. Soit > a,z™ une série entiére et R son rayon de convergence.
1. Sila série Y a,z" converge pour un z € C alors R > |z].
2. Si la suite (a,z™), n’est pas bornée pour z € C* alors R < |z].
3. Si la série Y a,z" diverge pour un z € C alors R < |z|.

. Si z € C vérifie |z| < R alors la série »  a,z" converge absolument, donc converge.
)
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5. St z € C vérifie |z| > R alors la série Y a,z" diverge grossiérement, c’est-a-dire que
le terme général ne tend pas vers (.

6. Soit K un compact inclus dans le disque de convergence, i.e. tel que K C D(0; R].
Alors la série entiére > a,z™ converge normalement sur K, i. e.

o0

Zsup‘anz"‘ < +00.

n=0 zEK

Remarque 2.1. Soit R le rayon de convergence d’une série entiere Y a,z". Les points /
et 5 du corollaire 2.1 montrent que la série ne peut converger que pour |z| < R et qu’elle
converge si |z| < R. Cela justifie la terminologie de rayon de convergence.

Démonstration de la proposition 2.1. Tout d’abord, on voit que 0 appartient a & et
a &. En particulier, les bornes supérieures considérées sont bien définies.

Cas ot Ry =0. On a [0; R;] = {0} C &. Comme R; = 0, & ne peut contenir un nombre
strictement positif donc & C {0}. D’ou [0; R;] = {0} = &i.

Cas ot Ry > 0. Soit 1 € & avec 11 > 0 et 1o €]0;71]. Comme tout réel r' € [0;ry[ vérifie
"€ [0;r], D a,2™ converge normalement sur D(0;7'], puisque r; € &. Cela montre que
ro € & et donc que ]0;7r1] C £. Comme 0 € &, on a [0;r] C &;.

Cas ou R; = +oc. Par la propriété séquentielle de la borne supérieure R;, pour tout n € N, il
existe 1, € (|n; +o0[N&;). Pour n € N, on a, d’apres 'argument précédent, [0;n] C [0;7,] C
&;. Ceci étant vrai pour tout n € N, [0; +o0[C &;. D'ou & = [0; +oo[= R™.

Cas ou 0 < Ry < 400. Soit 7’ € [0; Ry[. Par la définition de la borne supérieure R, il existe
r1 € (Jr'; Ri[N&). Comme 1 € & et 7’ < ry, Y apz" converge normalement sur D(0;r'].
On a montré que Ry € & . Par 'argument précédent, [0; Ry| C & . Par définition de la borne
supérieure Ry, on a & C [0; Ry] donc & = [0; Ry].

Cas ot Ry = 0. On a [0; Ry[= 0 C &,.

Cas ou Ry > 0. Soit 7 € [0; Ry[. Par définition de la borne supérieure Rs, il existe un ro €
(Jr; +00[N&y). Pour tout n € N, on a |a,r™| = |a,ry| - |r/re|™ < |anry]| < supla,ry| < +oo,
puisque 75 € &. Donc (a,r"), est bornée et r € &. Donc [0; Re[C &,.

Il reste a montrer que R; = Rs.

Cas ot Ry = 0. Supposons qu’on ait un r > 0 tel que r € &. Pour ' €]0;r], la série entiere
> apz™ converge normalement sur D(0;r']. En particulier, > a,(r")" converge absolument
donc converge. Le terme général a,(r')" tend donc vers 0 et la suite (a,(r)"),, est forcément
bornée. D’ou r’ € &. Contradiction puisque ' > 0 et Ry = sup& = 0. On a montré que
51 = {0} donc que Rl =0= Rg.

Cas ou Ry > 0. Soit r € & avec r > 0. Soit " € [0;7[. Soit z € D(0;7']. Pour tout n, on a
lan2"| = lanr"|(|2| /7)™ < |anr™|(r' /7)™ Donc, pour N > 0,

N N ’]”/ n N ,r,/ n
n n| . o p . —
Z sup |anz | < Z|anr ’ (r) < (ilég\apr ]) Z <7’) )

n=0 2€D(05r'] n=0 n=0

Comme 0 < r'/r < 1, la série géométrique de raison r’/r converge donc la suite de ses
sommes partielles est bornée. Comme 7 € &, sup,, |a,r”| < +o0o. Donc, par les inégalités
précédentes, »_ a,z" converge normalement sur D(0;7']. Cela prouve que r € £. On a
montré que & C & donc Ry > Ry > 0.
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Prenons ry € [0; Ry[ et r €]rg; Ry[. Comme [0; Ry[C &, r € & . Par définition de & et par le
fait que ry < r, la série entiére »_ a,z" converge normalement sur D(0;rs]. En particulier,
la série Y a,ry converge absolument donc converge. Son terme général tend vers 0 donc la
suite (a,ry), est bornée. D’oul 75 € &. On a montré que [0; Ry [C & donc Ry > Ry.

Conclusion : Ry = R,. O

Démonstration du corollaire 2.1.

1. On suppose que Y a,z" pour un z € C. Le terme général de la série tend donc vers 0
ce qui implique que la suite (a,2"), est bornée. D’ou |z| € &. Par la proposition 2.1,
R > |z|.

2. On suppose que la suite (a,2™), n’est pas bornée pour z € C*. Donc |z| € &. Comme
[0; R[C &, |2] € [0; R] donc |z| > R.

3. On suppose que Y a,w" diverge pour un w € C. Si 'on avait |w| < R = sup & alors
il existerait r > |w| tel que r € £. On aurait alors la convergence normale de Y a,2"
sur D(0;|w|] donc, en particulier, la convergence absolue et donc la convergence de
> a,w™. Contradiction. Donc |w| > R.

4. Soit w € C avec |w| < R =sup&;. Donc il existe r € &, tel que r > |w|, et la série
> apz™ converge normalement sur D(0; |w|] donc, en particulier, > a,w™ converge
absolument.

5. Soit z € C tel que |z| > R = sup &,. On a alors |z| € & donc la suite (a,2"), n’est pas
bornée. Elle ne peut donc pas converger vers 0.

6. Comme la fonction module est continue, supy | - | est finie et est atteinte dans K. Il
existe donc zy € K tel que supg | - | = |z0|- En particulier, K C D(0;]|z|]. Pour tout
n, on a donc

sup‘anz”‘ <  sup |anz”|. (2.1)
zeK 2€D(05|20]]

Comme K C D(0;R[ et zp € K, on a |z < R. Comme R € &, > a,z" converge
normalement sur D(0; 2], et, par (2.1), sur K. O

Pour déterminer dans la pratique le rayon de convergence d’une série entiere, on pourra
utiliser le corollaire 2.1 mais aussi les trois résultats suivants, qui sont basés sur les regles de
D’Alembert et Cauchy pour les séries, vues en L2.

Proposition 2.2 (Regle de D’Alembert). On considére la série entiere y . a,z" et on suppose
que a, # 0, pour n assez grand. Silim, , |ani1/a,| = € € RT U {+o0} alors le rayon de
convergence de Y a,z" est R = 1/{, avec la convention R = 0 si { = +00 et R = 400 si
¢=0.

Proposition 2.3 (Regle de Cauchy). On considére la série entiére Y a,z". Silim, o {/|an| =
¢ € Rt U {+oo} alors le rayon de convergence de . a,z" est R = 1/{, avec la convention
R=0sil=400 et R= 400 si { =0.
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Remarque 2.2. Une variante de la régle de Cauchy donne la formule de Cauchy-Hadamard

suvante : ]

limsup {/|an|’

toujours avec la convention R = 0 si la limite supérieure est +00 et R = 400 si la limite
supérieure est 0. On admet ce résultat.

Démonstration des propositions 2.2 et 2.3.  On suppose que a, ne s’annule pas a
partir d'un certain rang et que lim, o |ay11/a,] = € € RT U {+00}. Soit z € C*. On a,

pour n assez grand,

1
Ap41 Zn+ n—00

Tl s 2] "2 42

apz" n

avec la convention £|z| = 400, si £ = 400. D’apres la regle de D’Alembert pour les séries
numériques, »  a,z" converge pour les z # 0 tels que ¢|z| < 1 (aussi pour z = 0) et diverge
pour les z # 0 tel que £|z| > 1.

Cas ou £ = +00. La série diverge pour z # 0 donc, par le corollaire 2.1, 0 < R < |z|, pour
tout z # 0. En prenant la limite z — 0 dans les inégalités précédentes, on obtient R = 0 qui
est bien 1/¢, d’apres la convention.

Cas ou £ = 0. La série converge pour tout z € C donc, par le corollaire 2.1, R = 400 qui est
bien 1/¢, d’apres la convention.

Cas ou 0 < ¢ < +00. La série converge pour tout z tel que |z| < (1/¢). Par le corollaire 2.1,
R > |z|, pour tous ces z, donc R > sup[0;1/¢] soit R > 1/¢. La série diverge pour tout
les z € C tels que £|z] > 1 donc, par le corollaire 2.1, R < |z|, pour tous ces z, d’ou
R <inf|1/¢ ;+oo[ soit R < 1/¢. Conclusion : R =1/¢.

Passons a la régle de Cauchy. On suppose que lim, ., {/|a,| = £ € RT U {4+00}. Soit
z € C*. On a, pour tout n € N*,

VNawz| = |2l - Van] =% 1)2],

avec la convention /|z| = +o00, lorsque ¢ = +oo. D’apres la regle de Cauchy pour les séries
numériques, »  a,z" converge pour les z tels que £|z] < 1 (pour aucun z # 0, si £ = +00) et
diverge pour les z tels que ¢|z| > 1 (pour tous les z # 0, si £ = +00). On se retrouve dans la
méme situation qu’apres 'application de la regle de D’Alembert donc I'argument précédent
donne encore R = 1/¢. O

Exemple 2.1. En appliquant la régle de D’Alembert de la proposition 2.2, on vérifie que les
séries entieres . 2", > 2"/n% et > 2"/n ont toutes les trois 1 pour rayon de convergence.
Il a été montré en L1 que la série géométrique >, z™ diverge pour tout z € C'(0;1).

Comme la série numérique > 1/n? converge, la série entiére > 2™ /n* converge normalement
sur D(0;1]. En particulier, elle converge absolument donc converge pour tout z € C(0;1).
On peut montrer que la série Y 2" /n converge pour tout z € C(0; 1)\ {1} mais qu’elle diverge
pour z = 1.

Ceci explique pourquoi les résultats précédents sont muets sur [’éventuelle convergence de la
série entiere sur le cercle de convergence C(0; R).

Pour tout N € N, on a

N

N
sup |z"|=leN+1—>+oo
n—o 2€D(0;1] n—0
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quand N — +o00. Donc la série Y 2™ ne converge pas normalement sur D(0;1][.
Les propriétés générales suivantes s’intéressent a la somme et au produit de séries entieres.

Proposition 2.4. Soit Y a,z" et > b,z" des séries entiéres de rayons de convergence
respectifs R, et Ry, et X € C*. Soit f (resp. g¢) la somme de > anz" (resp. > bpz")
sur D(0; R,[ (resp. D(0; Rp[). Alors le rayon de convergence R de > (a, + Ab,)z" vérifie
R > min{R,, Ry} et, si Ry # Ry, alors R = min{R,; Ry}. Sur D(0;min{R,; Rp}[, on a

o0

D an 4+ Aby)z" = f(2) + Ag(2) . (2.2)

n=0

Démonstration. Prenons z € C vérifiant |2| < min{R,, Ry}. Par le corollaire 2.1, les séries
> anz" et Y b,z" convergent donc, d’apres les opérations sur les limites de suites, la série
de terme général (a,, + Ab,)2" = a,2" + A\b,z" converge et on a (2.2). Cela prouve, par le
corollaire 2.1, que R > |z|. Comme c’est vrai pour tout |z| < min{R,; Ry}, on en déduit que
R > sup[0; min{ Ry; Ry }[= min{ R,; Ry }.

Supposons R, # Ry.

Cas o R, < Ry. Soit z € C tel que R, < |z| < R,. Par le corollaire 2.1, la série ) a,z"
diverge tandis que ) b,2" converge. Si > (a, + Ab,)z" convergeait alors, par différence et
produit, > anz™ = Y (a, + Ab,)z"™ — XD b,2" convergerait. Contradiction. Donc la série
entiere) (a, + Ab,)2" diverge et, par le corollaire 2.1, R < |z|. Donc R < inf|R,; Ry|= R, =
min{R,; Ry}

Cas ou R, > Ry. Soit z € C tel que R, < |2| < R,. Par le corollaire 2.1, la série > b,z"
diverge tandis que > a,2" converge. Si ) (a, + Ab,)z" convergeait alors, par différence et
quotient, Y b,2" = (D (an + Ab,)2" — > a,2") /A convergerait. Contradiction. Donc la série
entiere) (a, + Ab,)z"™ diverge et, par le corollaire 2.1, R < |z|. Donc R < inf]|Ry; R.[= Ry =
min{R,; Ry} O

Remarque 2.3. Dans le cadre de la proposition 2.4, on a :

1. Lorsque A =0, la série entiére Y (a, + \b,)2" est égale a > anz™ donc son rayon de
convergence est R,.

2. Si, pour toutn € N, a, =b, =1 et A= —1, alors R, = R, =1 et, comme a, — b, =0
pour tout n € N, R = +00.

3. Si|z| > Ry, la formule (2.2) n’a pas de sens, méme si |z| < R, car f(z) n’est pas défini
dans ce cas.

Afin d’étudier le produit de séries entieres on aura besoin du résultat suivant.

Proposition 2.5. Soit (at, ), (Bn)n € CN telles que les séries Y ay, et > B, soient absolument
convergentes. Alors la série de terme général

Tn = Zakﬁn—k
k=0
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est absolument convergente et on a

> = (Z oan) (Z 6n> . (2.3)
n=0 n=0 n=0
La série Y 7y, est appelée produit de Cauchy des séries y . o, ety fn.

Remarque 2.4. Si seulement l'une des deuz sériesy | a,, ou Y, 3, est absolument convergente
et que l'autre est convergente mais pas absolument alors on peut montrer que Y 7y, est
convergente (mais pas absolument) et que (2.3) reste vraie. Si, par contre, aucune des deux
séries Y oy, et > B, n'est supposée absolument convergente, tout en étant toutes les deux
convergentes, il se peut que la série .y, diverge.

Démonstration. Soit N € N. On a, en utilisant 'inégalité triangulaire puis 'inversion des
sommes sur k et n,

nf%m < Z (Zlakl X | By k|> = i f: e X [ Bui]

n=0 k=0 n=k

Or, en utilisant un décalage d’ mdlce, on a

S ol ] = Z (mw xnzikwm) -y (\au . w) .

k=0 n=k k=0 =0

On en déduit, en utilisant le fait que les termes sont positifs, que

N N N—k 00 [e's)
SIS (mx 3 w) < z (mrxz m) < Sl xS 15
n=0 k=0 =0 =0 k=0 =0

=0

La suite des sommes partielles (Zo<n< ~ [ml) N est donc bornée. On en déduit que la série
> || converge (car c’est une série a termes positifs).
On montre maintenant (2.3). Pour tout N € N, on a,

N N N N
E Qp E ﬁn - E In| = § anﬁm - § § anﬁk n
n=0 n=0 k=0 n,m=0 =0 n=0
N N
= E anﬁm - § E anﬁm
n,m=0 k=0 0<n,m<N
n+m=k
= E anﬁm - E anﬁm = § anﬁm
0<n,m<N 0<n,m<N 0<n,m<N
n+m<N n+m>N

En utilisant I'inégalité triangulaire et le fait que les termes sont positifs, on obtient

0<n,m<N

n+m>N
9] k
< D o X 1Bul = D0 e x Becal-
n,meN k=N+1 n=0

n+m>N
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Le membre de droite est le reste d’ordre N de la série de terme général

k
Uk = Z || X | Br—nl -
n=0

Comme les séries Y |a,| et Y |5, convergent (absolument), d’apres la premiere partie de
la preuve, la série ) uy converge (absolument) donc son reste tend vers 0. Par le théoreme
des gendarmes, on obtient donc

N N N
i (L) (L) -3
n=0 n=0 n=0
et, comme les trois séries Y ay,, Y B, et >, convergent, cela prouve (2.3). O

Proposition 2.6. Soit Y a,z" (resp. > b,2") une série entiere de rayon de convergence
R, (resp. Ry) et de somme f (resp. g). Pour n € N, soit

n

Cch, = E akbn_k.

k=0

Le rayon de convergence R de la série entiére »  c,z" vérifie R > min{R,; Ry} et on a, sur
) )

le disque D(0; min{R,; Rp}|,
chz” = f(z) xg(2). (2.4)

n=0

Démonstration. Soit z € C tel que |z| < min{R,, Ry}. D’apres le corollaire 2.1, les séries
> anz™ et Y b,2" convergent absolument donc on peut appliquer la Proposition 2.5. On en
déduit que la série de terme général

n
= g ap2fb, 12" P = ¢, 2"

converge et vérifie (2.4). De plus, par le corollaire 2.1, R > |z|. Ceci étant valable pour tout

z € D(0;min{R,; Rp}[, on a R > sup[0; min{ R,; Ry }[= min{R,; Ry} O
La question naturelle suivante est celle de la C-dérivabilité des sommes de série entiere.

Proposition 2.7. Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Alors la série
entiére Y (p + 1)ay+12P a pour rayon de convergence R. De plus, si R > 0, la somme f de
la série entiere, qui est définie sur D(0; R[, par

o0
= E ay 2",
n=0

est holomorphe sur D(0; R[ et on a, pour tout z € D(0; R],

Z p+1)a,m ¥ = Znan -1 (2.5)
p=0 n=1
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En raisonnant par récurrence, on en déduit le résultat important suivant.

Corollaire 2.2. Soit > a,2" une série entiére de rayon de convergence R. Sa somme f
est une fonction infiniment C-dérivable sur D(0; R, i.e. f € Cp° sur D(0; R[, et, pour tout
k € N et tout z € D(0; R[, on a

- n! e
n=k
En particulier, on a

VneN, a, = . (2.7)

Pour (n;p) € N? avec p < n, on note que

I k—1
n:

i [[n-p) = ntn-1)---(n—k+1).
p=0
Démonstration de la proposition 2.7.  Soit R’ le rayon de convergence de la série

entiere > (p+ 1)ap12? =Y, o naz" "t
Soit r > R. Par la proposition 2.1, la suite (a,r™), n’est pas bornée. Sila suite (|na,r" ),
était majorée par un M € R, on aurait, pour n > 1,

‘anr”’ = %‘nanrn_1| < % < Mr < 400

et la suite (|a,r"|), serait majorée par le max(|ag|; Mr). Contradiction. Donc (na,r"'),>1
n’est pas bornée et, par le corollaire 2.1, R' <r. Donc R’ < inf]|R;+oo[= R, d'ou R’ < R.
Si R =0, cela prouve que R’ = 0. On suppose désormais que R > 0.

Soit r € [0; R[ et v’ €]r; R[. La suite (n(r/r’)"), est positive et décroissante a partir du rang
1+ E(r/(r —r)) (ou E(a) désigne la partie entiere du réel a) donc elle est majorée. Pour
n>1,o0na

Ina, ™ = E - n (Q)n - an ()] < L (supp <T>p) < an ()]

T T T peN r!

Comme 1" < R, la série ) a,(r')" converge absolument (cf. corollaire 2.1), on a donc,
par comparaison, la convergence absolue, donc la convergence, de la série Y -, na,r" '
Toujours grace au corollaire 2.1, R > r. On a donc R’ > sup [0; R|= R. -

On a donc montré que R’ = R.

En appliquant le résultat précédent a la série entiere Y . na,z""', on obtient que R est
aussi le rayon de convergence de la série entiere Y, n(n — 1)a, 2”2

On note par F' la somme de la ) -, na,z""'. Prenons z, € D(0; R[. On montre que f est
holomorphe en zy de nombre C-dérivé F'(z).

Soit r €]0; R — |20][. On a D(zo;7] C D(0; R[. Pour z € D(zg; 7], soit g(z) = f(z) — f(z0) —
(z — 20)F(20). Pour n > 1, la fonction [0;1] 5 ¢ +— (tz 4+ (1 —t)2)" vaut z{ en 0, 2" en 1 et
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est C* de dérivée [0;1] D ¢+ n(tz + (1 —t)z)" (2 — 20) (*) donc

Zan —zO —(z — 20) F Zan —ZO — (2 — 20) F(20)

n=0 n=1
(/ (tz + (1—t)z)" dt — zg—1>
0

= (2 — %) i nan /01 (tz + (1—1)2)"""dt — (2 — z0) F(z)
= (Z - Zo) Z nap
- Yo [ (e -z )

[e.9]

= (2 — 2)? n(n—1)ay /0 /0 (sz + (1— s)zo)n_2 dsdt, (2.8)

n=2

en utilisant encore la propriété (*) et en posant z; =tz + (1 — t)z.
Comme D(zp;r] est convexe, on a, pour tout ¢t € [0;1], z; € D(zo;7] et sz + (1 — s)zg €
D(zo;7]. Donc, pour tout n > 2,

sup sup sup |n(n—1)a, (sz + (1 —s)zo)n_ | < sup |n(n—1)a,w"?|. (2.9)
z€D(zo;r] te[0;1] s€[0;1] weED(zo;r]

Donc, pour z € D(zg;r], on déduit de (2.8), en utilisant I'inégalité triangulaire, la continuité

du module et (2.9),
1l L
/ / (sz 4+ (1—s)z0)" " dsdt

§|z—zo|2z (n—1) |an|/ / sz + (1—8)z|" ? dsdt
< ]z—ZO\QZ/ / sup |n(n —1)a, w"?|dsdt

weD(z0;7]

|
&
2 102

9(2)] <z n(n — 1) [an]

<l|z — 2)? sup  |n(n—1)a,w"?|. (2.10)
n—=>2 weD (20;7]

Comme r < R et R est le rayon de convergence de la série entiere ) -, n(n — Da,w" 2,

celle-ci converge normalement sur D(zo; 7] (cf. proposition 2.1). Donc (2.10) montre que

g(z) = o(]z — z0|) sur D(zp;7] et que f est C-dérivable en zy de nombre C-dérivé F'(z,). O

Remarque 2.5. Par analogie avec les formules de Taylor pour une fonction réelle d’une
variable réelle de classe C™, la série entiére Y a,z™ s’appelle la série de Taylor en 0 de f,
puisque les a, vérifient (2.7).

Dans tout ce qu’on a fait, on a considéré des séries entieres “centrées en 07. Si zy € C,
on peut de facon analogue considérer des séries entieres “centrées en zp”, i.e. de la forme
> an(z — z0)". En remplagant 0 par zy et chaque 2™ par (z — 20)", on récupere tous les
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résultats précédents de la présente partie.
En particulier, si R > 0 est le rayon de convergence de la série entiere > a,(z — 2z9)" alors
sa somme f est Cp° sur D(zo; R| et on a

n
VneN, a, = L) )('ZO). (2.11)

n!
On a donc une facon de retrouver les coefficients a,, a partir des C-dérivées de f. Pour ce
faire, il se trouve que 1'on dispose d’un autre moyen en utilisant seulement la fonction f et
des intégrales de le long d’un chemin, comme on va le voir maintenant.
Soit zp € C. Soit Y a,(z—2p)™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. On note par
f sa somme, qui est définie et holomorphe sur D(zo; R[. En particulier, elle y est continue.
Pour r €]0; R], soit 7., : [0; 27r] — C définie par ~,,.(t) = 2o + re’’. 1l s’agit d'un lacet de
classe C' dont I'image est C(zp;7) (cf. corollaire 2.4). Que peut-on dire de

(w)dw?

Vzg;r

C’est nul ! car le chemin 7, est fermé et f admet comme primitive sur D(0; R[ la somme de
la série entiere Y a,(z — 20)" " /(n + 1) (cf. proposition 2.7). On peut retrouver ce résultat
de la facon suivante.

Comme r €]0; R|, le compact C(zp;r) est inclus dans D(zp; R| donc, par le corollaire 2.1, la
série entiere Y a,(z — zp)" converge normalement sur C(zo;7). D’apres la proposition 1.24,
on a donc

fw)dw = Z an(w — z)"dw = Z an (w — z)" dw.
n=0

Vzq;r Yz0;m n=0 Vzo;r

n

Chaque terme de la derniere série est nul car les fonctions w — (w — z)" ont toutes une

primitive et le chemin est fermé.
La situation serait différente si I’on avait un terme contenant (w — z)~! car

2m
1 )
/ (w—20) Mdw = / — rie’ dt = 2ir.
Vzq;r 0 ret

Cela nous incite a considérer, pour p € N, l'intégrale

)
/’Yzo;r (w - ZU)H_p dw.

Pour pouvoir permuter I'intégrale et la série, on vérifie que la série > a,(w — 29)" 177 de
fonctions de w converge normalement sur C'(2o;7) : on a

= |a,|r" 1P = ‘anr"|.
r

sup |y (w— 2)" 77|

weC(zo;T)

Comme r < R, la série ) a,r™ converge absolument (cf. corollaire 2.1) donc, par comparaison,
on a la convergence normale sur C(zq;7) de > a,(w — z)" 1P,
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D’apres la proposition 1.18, on a donc, en utilisant le fait que 7., est fermé et le fait que,
pour m € Z\ {—1}, w — (w — 2p)™ admet une primitive sur C\ {z},

f(U)) n 1— n 1
/ mdw: Zan —Z pdw—Zan —Z P dw
Vzg;r v

207 n=0

:ap/ (w—2z) 'dw + 0 = 2ima,.
Vzq;r

On a montré la

Proposition 2.8. Soit zp € C. Soit Y a,(z—z)" une série entiére de rayon de convergence
R > 0. Pourr €]0; R[, soit V. : [0;27] — C définie par v,,..(t) = 20 + re. Pour tout
n € N, la fonction

20 2mrn

1 f(w) L p—
10; R[> r +— —/ ———V——dw = / flzo+re™)e ™ dt (2.12)
Yao: (w — 20)" 0 ( )
est constante égale a a,.

Dans le cadre de cette proposition 2.8, on remarque que

fo) = ap = — [ W)

20m g W 20

On peut donc retrouver la valeur de f au centre du disque D(zo; R[ en intégrant w
f(w)/(w — z) sur le long du bord de n’importe quel disque D(zp; [, pour r €]0; R[ (formule
de la moyenne). Peut-on retrouver d’autres valeurs 7 Oui, comme le montre la

Proposition 2.9. Dans le cadre de la proposition 2.8, soit z € D(zo; R[. Alors, pour tout
r €llz — 20|; R[, on a z € D(z¢;7| et

f(z) = i/ @) gy = [T G gy (2.13)
Yzg;r

i w—z 2r Jo 2o +ret —z

En particulier, si ag =1 et a,, = 0, pour n € N*, alors le rayon de convergence de la série
entiere correspondante est infini, f est constante égale a 1 sur C et, pour tout r > 0 et tout
z € D(zp;7],
1 1 Y et
1 = — dw = — — dt. (2.14)

1 _ it __
2im g W= % 2m Jo 2o +re z

Enfin, pour tout r > 0 et tout z € (C\ D(zg;7]), on a

1 1 27 it
0= — dw = — [ ———ar. (2.15)
2im S, w—z 2 Jo oz +ret —z

Démonstration. Soit z € D(zp; R[ et r €]|z — 2z|; R[. On a bien z € D(z;r[. D’apres
(2.12), on a

= Y an—z) = 5o Z | fé;“)_(zz(;ffl)n dw. (2.16)
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Comme, pour w € C(zp;7) et n € N,

‘f(UJ) (2 — =)"

/ |Z_Zo|n
< < sup )’f(w)’> Tt

(U) - ZO)n+1 w'eC(zo;r
on a
_ .\ 1 — "
ap (TWEZRE < L ) (B22) e
weC(zo;r) (w - ZD)n r weC(zo;r) r

Comme |z — zp| < r, la série géométrique > ((z — zp)/r)™ converge donc la série
I o

de fonctions de w converge normalement sur C(zp; 7). D’apres la proposition 1.24,

1 = -z \" 1 1
2m g W20 S \W = 20 20m g W 20 1 — P
1
_ L W) 4
20T g W T2
On a montré (2.13) et (2.14).
On suppose désormais que ag = 1 et a,, = 0, pour n € N*, et on montre (2.15).
Soit r > 0 et z € C tel que |z — zg| > 7. On a
1 1 1 1 1 1
2im Sy, w— 2 2w Jy,, W= 20+ 20 — 2 2im(zp — 2) B

> n
— 2
:2 / < > dw.
im(zg — 2) Z— 2z
0 Vzpir n=0 0
n n
w — 2 r
< (——) .
z— 2 E

Comme 7 < |z — 29|, la série géométrique > (r/(z — z0))"™ converge donc, par comparaison,
la série Y (w — 29)"/(z — )" de fonctions de w converge normalement sur C'(zo;7). Par la
proposition 1.24, on obtient

Pour tout n € N,

sup
weC(zo;r)

1 1 =
- dw = ~ ) dw = 0
2im w—2z " 27 (20 — 2) Z (2 — z)" [,zw (w = 20)" dw '

Yzg;r n=0

puisque chaque fonction w +— (w — 2)"™ admet une primitive et le chemin 7, est fermé. O

Remarque 2.6. Les formules (2.13), (2.14) et (2.15) sont des formules de Cauchy. On en
verra des versions plus générales par la suite.
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2.2 La fonction exponentielle complexe.

Parmi toutes les fonctions définies par une série entiere, I'une des plus importantes, si ce
n’est la plus importante, est certainement la fonction exponentielle complexe.

Définition-Proposition 2.3. La série entiére

n>0

a pour rayon de convergence R = 400. Sa somme est appelée fonction exponentielle et est
notée exp. Pour z € C, on note exp(z) aussi par e*.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la regle de D’Alembert. O

Définition 2.4. Les fonctions cosinus cos : C — C et sinus sin : C — C sont définies
sur C par

; 0 n »2n
cos(z) = SXPUEL L oz z 7
, exp(iz) — exp(—iz) = )2t
sin(z) = 57 E 2n+1 ;

n=

respectivement. On a alors, pour tout z € C, exp(iz) = cos(z) +isin(z).
Remarque 2.7. Fonctions d’une variable réelle reliées a l’exponentielle compleze.

1. Les restrictions a R des fonctions exponentielle, sinus et cosinus, sont a valeurs réelles
car ce sont des sommes de séries entieéres a coefficients réels.

2. La restriction de l'exzponentielle complexe a la droite iR := {z € C; Re(z) = 0} joue
un role particulier car, pourt € R, on a

cos(t) = Re(exp(it)), sin(t) = Im(exp(it)), exp(it) = cos(t) + isin(t).

3. On définit les fonctions cosinus hyperbolique ch : C — C et sinus hyperbolique sh :
C — C par

ch(z) = exp(2) +2€Xp(_2)’ sh(z) — exp(z) —2exp(—z)’

respectivement. ch et sh sont parfois notées cosh et sinh, respectivement. Pour z € C,

2n 2n+1

o0 P o0
= Z (2n) et sh(z Z ont1

n=0 ’ n=0

4. Pour tout z € C, cos(z) = ch(iz), sin(z) = —ish(iz), ch(z) = cos(iz) et sh(z) =
—isin(iz). Enfin, cos et ch sont paires tandis que sin et sh sont impaires.
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Dans cette partie, on va établir des propriétés de ’exponentielle complexe et retrouver de
nombreuses propriétés (plus ou moins admises a ’école et en L1-1.2) de I'exponentielle réelle,
de cosinus et de sinus. De plus, un nombre strictement positif va apparaitre. On le nommera
7 (“pi”), ce qui correspondra bien a la définition usuelle de 7, d’apres la remarque 1.12.

Théoreme 2.1. L’exponentielle complexe vérifie les propriétés suivantes :

1.

exp(0) = 1.

2. Pour tout z € C, exp(z) = exp(2).

co

AR

10.

11.

12.

15.

1.
15,

Pour tous z1,z9 € C, exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2).
Pour tout z € C, exp(z) # 0 et (exp(z))~! := 1/ exp(z) = exp(—2).

La restriction expg de Uexponentielle compleze a R, Uexponentielle réelle, prend des
valeurs réelles strictement positives et, pour tout z € C, on a | exp(z)| = exp(Re(2)).

La fonction exp est holomorphe sur C (donc entiére) et sa C-dérivée est elle-méme,
c’est-a-dire, pour tout z € C, exp/(z) = exp(z). Les fonctions cos, sin, ch et sh sont
aussi holomorphes sur C et vérifient, pour tout z € C, cos'(z) = —sin(z), sin'(z) =
cos(z), ch’(z) = sh(z) et sh'(z) = ch(z).

Ces fonctions sont de classe C}°.

Pour tout a € C, 'application R > t — exp(at) est de classe C* de dérivée R > t —
aexp(at).

La restriction de exp a R est une bijection strictement croissante de classe C* de R
sur |0; +-00[. De plus, (expr)’ = expyg.

L’application ¢ : R 3t — exp(it) et les restrictions a R des fonctions cos, sin, ch et sh
sont C* et ¢ =iy, (cosr) = —sing, (sinr)’ = cosjr, (chjr)’ = shr et (shr)’ = chyg.

L’application ¢ : R 5 t +— exp(it) est a valeurs dans U := {z € C; |z| = 1} et est
surjective. L’ensemble {t € R™; exp(it) =i} est non vide et admet un minimum t.
On définit le nombre m par m = 2t,.

Pour (t;') € R?, p(t) = ¢(t') si et seulement sit —t' € 277Z. En particulier, pour tout
0 € R, ¢ est bijective de [6;0 + 27| sur U.

On a exp(im/2) =i, exp(im) = exp(—im) = —1, exp(2im) = 1 = exp(0).

La fonction ¢ est périodique de période 27 et il en est de méme des restrictions a R
des fonctions cos et sin.

Pour (z;2') € C?, on a exp(z) = exp(2’) si et seulement si z — 2’ € 2iwZ.

La fonction exp est surjective de C dans C* et est périodique de période 2im.

Corollaire 2.3. Pour tout z € C*, l'ensemble A, := {t € R; z = |z|exp(it)} est infini et
s’écrit A, = {a+27k; k € Z}, pour un certain a € R. De plus, pour tout 6 € R, l’ensemble
A.N]0;0 + 2r] a exactement un élément.
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Démonstration. Comme z/|z| € U, il existe, par 10, a € R tel que exp(iar) = z/|z|. Donc
a € A,. Soit o € R. D’apres 11, o/ € A, si et seulement exp(ia’) = z/|z| = exp(ia) si et
seulement §'il existe k € Z tel que o/ — a = 2kw. Donc A, = {a + 27k; k € Z}, qui est bien
infini.

Soit p € Z la partie entiere de (f + 27 — «)/(27). Onap < (0 + 27 —a)/(27) < p+ 1 donc
2p < 04271 —a < 27p+27 et, en additionnant —(0+27+2pm), —0—21 < —a—2p7w < —6.
Dot 0 < a+ 2pm < 0 + 27 et A, N)0;0 + 27| contient au moins un élément.

Supposons que a; € (A, N]0;0 4 27]) et ay € (A, N]0;0 + 2x]). D’apres 11, il existe k € Z
tel que ap — oy = 2km et, comme ay €050 + 27] et —ay € [—0 — 2m; —0],

=2 =0+ (=0 — 27) < 2km < O0+27 + (—0) = 27

donc k =0 et ay = . Donc A, N10;6 + 27| est un singleton. O

A partir du corollaire 2.3, on introduit la

Définition 2.5. Soit z € C*. On dit qu’un élément de A, est un argument de z. Pour
0 € R, l'unique élément de A, qui appartient a ]0;0 + 27 est noté Argy(z). Dans le cas
0 = —m, lunique élément de A, qui appartient a | — m; 7|, a savoir Arg__(z), est appelé
arqgument principal de z et noté Arg(z).

Corollaire 2.4. Soit 20 € C, r > 0 et § € R. Soit y1 : [0;0 + 27| 3 t — 2z + re*i. Alors
vy ety sont des lacets de classe C* dont l'image est le cercle C(zp;T).

Démonstration. Par le point 7 du théoréme 2.1, v4 et y_ sont C*. On a

(74 — 20)/7 = Qoor2n = (= — 20)/7- (2.18)

Par le point 11 du théoreme 2.1, ¢(0) = p(0 + 27) donc, par (2.18), on a v (6) = v+ (6 + 2m)
et 7_(0) = v_(0 + 2m). Donc 7, et y_ sont fermés.

Par le point 11 du théoréme 2.1, la restriction de ¢ a [0; 0 + 27[ est injective donc, par (2.18)
et le fait que la conjugaison ~ est injective, les restrictions de v, et v a [6;0 + 27| sont
injectives. Donc 74 et 7_ sont simples. Ce sont donc des lacets.

D’apres les points 10 et 11 du théoreme 2.1, on a

U=qp([0;0+2r[) C p([6;0+27]) C p(R) CU

donc ces ensembles sont égaux. De plus, conjugaison - est bijective de U sur U. Pour z € C,
on a donc, par (2.18),

z€ 74 ([6;0+2n]) < Jte [0;0+2n]; 2 = 14(t)
< Jte [0;0+2n];2 = 2z + rp(t)
<~ dJue lU;z =2+ ru
|z — 2| =r <= Juel;z =2 +ru

< Jte [0;0+2n];2 = z + r(t)
— Jte [6;0+27];2 = 1-(t) < z€ v_([6;0+27]).

Done ([0 0 + 2m]) = v-([0;0 + 27]) = {z € C; |z — 2| =1} = C(z057). 0
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La suite de cette partie est consacrée a démontrer le théoreme précédent.

Démonstration du théoreme 2.1. Pour z = 0, la suite des sommes partielles de s est
constante égale & 0° = 1 donc la somme de la série exp(0) = 1. On a montré 1.
Pour tout N € N, on a

n

Y

NZn N
IEED

n=0

!

S

et la fonction z — Z est continue (cf. exemple 1.3) donc, par passage a la limite N — 400
dans les égalités précédentes, on obtient exp(z) = exp(z). On a montré 2.

Soit z; € C et 2, € C. Puisque le rayon de convergence de s est infini, les séries ) 27/(n!)
et Y z8/(n!) convergent absolument (cf. corollaire 2.1). Donc, par la proposition 2.5 et la
formule du binome de Newton,

exp(z1) exp(z) = Z Z k'zl %2 Z ] Z W — k) 21 2"

n=0 k=0 n=0
) 1 .

= ﬁ (Zl + ZQ) = exp(z1 + 22) .
n=0 ’

On a montré 3.

Soit z € C. D’apres 1 et 3, on a 1 = exp(0) = exp(z — z) = exp(z) exp(—=z). Nécessairement,
exp(z) # 0 et exp(—z) = 1/ exp(z). On a montré 4.

Soit z € R. On a déja montré que exp(x) € R. Par 3 et 4, exp(z) = (exp(z/2))? > 0. Par
1,2et 3,0na

|exp(iz)|* = exp(ir) exp(ir) = exp(—ix) exp(ir) = exp(0) = 1. (2.19)

Pour z € C, on a donc, par 3, exp(z) = exp(Re(z)) exp(ilm(z)) et, par (2.19), |exp(z)| =
exp(Re(z)). On a montré 5.
Par la proposition 2.7, la fonction exp est holomorphe sur C de C-dérivée

, = 1), 2P
exp’(z) = z; ((]]jj__l))'z = z; o = exp(z).

Toujours par la proposition 2.7 (ou bien proposition 1.25), cos, sin, ch et sh sont holomorphes
sur C et, par la proposition 1.25,

cos'(z) = e £ (Zhe™ sin(z), sin'(z) = : = cos(z),

ch’(z) = —————— = sh(z) et sh'(z) = ————— = ch(2).

Par le corollaire 2.2, les fonctions cos, sin, ch et sh sont C7°. On a montré 6.

Pour a € C, lapplication R 3 ¢ + at est C'. Comme Pexponentielle complexe est C} par
6, l'application R > ¢ +— exp(at) est de classe C! de dérivée R > ¢t — aexp(at), par la
proposition 1.25. On a montré 7.

D’apres 7 avec a = 1, exppp est de classe C! et (exp‘R)’ = expg. Par récurrence, on vérifie
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qu’elle est de classe C'°. Par 5, (exp‘R)’ est strictement positive donc expp est strictement
croissante. De plus, pour z > 0, on a, pour tout N € N*,

n

N

X
Z— > 14z
n:0n|

donc, par passage a la limite N — oo, on a exp(z) > 1+ x. Par le théoreme des gendarmes
pour x — 400, exp tend vers +00 en +oo. D’apres 4, on en déduit que exp tend vers 0 en
—o00. D’apres un cours de L1, exp est bijective de R sur ]|0; +00[. On a montré 8.

On retrouve ainsi bien la définition de la fonction exponentielle que vous avez vue en
terminale (et dont vous avez jusque-la admis l'existence !).

D’apres 7 pour les a € {i; —i;1; —1} et la proposition 1.25, ¢, cosjg, sing, chr et shjr sont
C! et on a les formules de dérivées de 9. Par récurrence, on vérifie que ces fonctions sont de
classe C*°. On a montré 9.

Pour I’étude de la fonction ¢ (pour montrer 10), on va utiliser le

Lemme 2.1. Soit ng € N et (a,)n>2n, une suite réelle décroissante, qui tend vers 0, et
(Sn)nz2n, la suite des sommes partielles de la série alternée Y, -, (—=1)"a,. Alors la série
converge et

Vpe (NN [ng+oof), Soypp1 < Z (=1)"a, < Sop.

n=2ng

Démonstration. Voir TD. O

Soit z € C. D’apres le corollaire 2.1, la série complexe s(z) converge absolument. Donc son
terme général tend vers 0. En particulier, ses sous-suites

(), = (@),

tendent aussi vers 0. De plus, pour |z| < 2, ces sous-suites sont décroissantes a partir du
rang 1 et 0 respectivement. Pour |z| < 2, on peut donc appliquer le lemme 2.1 a

Z 2|2 ) Z |2 |2+
et a —_—
= (2n)! = (2n+1)!
En particulier, on a
2 & 22n 2 (_1)n 22n 1
2 - — -1 — = —= < 0. 2.20
cos(2) = 7 T ; =T ; (2n)! 3 (220
et, pour ¢ €10;2],
1 t2n+1 t3 t )
> =t—— = =(6—-1t)>0. 2.21
sin(t) 2 > (- " 6~ 6 ) (2:21)

n=0

D’apres (2.19), ¢ est a valeurs dans U. En particulier, par le 2 de la remarque 2.7, on a

VteR, cos’(t) + sin’(t) = 1. (2.22)
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Comme (cosg)’ = —sing (cf. 9) et sing > 0 sur [0;2] par (2.21), cosr est strictement
décroissante sur [0;2]. Comme cosg est continue, cos(0) = 1 (par la définition et 1) et
cos(2) < 0 (cf. (2.20)), il existe un unique ¢ € [0;2] tel que cos(t) = 0. On le note ¢ et on
pose ™ = 2tg.

Comme cosg est strictement positive sur [0; %] et (sinr)’ = cosjr (cf. 9), sing est strictement
croissante sur [0;t] et, comme sin(0) = 0 (par la définition), sinjg est strictement positive
sur |0;to]. D’apres (2.22), sin?(ty) = 1 donc sin(ty) = 1. D’ott @(to) = cos(ty) + isin(ty) = i.
Soit ¢t € [0;tp[. Comme sin(t) < sin(tg) = 1 = Im(7), on a nécessairement (t) # i. Donc ty
est le minimum de 'ensemble {t € R™; o(t) = i}.

Par 1, 2 et 3, on a ©(2ty) = @(tg)? = i = =1, p(4ty) = ©(2ty)? = 1 = ¢(0), (3ty) =
o(to)p(2tg) = —i et o(—2to) = p(2ty) = —1 = —1. On a montré 12.

On note que I'argument précédent montre que, sur [0;¢o], cosjr et sing sont positives et sin,
qui est continue, est bijective de [0; o] sur [0; 1].
Pour ¢ € [to; 2to], on a, par 3, p(t) = @(t — to)e(te) = ip(t —ty) =
v>0cart—ty € [0;t). Donc cos(t) = —v <0 et sin(t) =u > 0.
Pour t € [2ty; 3to], on a, par 3, p(t) = p(t — 2ty)e(2ty) = —(u + iv) avec u > 0 et v > 0 car
t — 2t € [0;t0]. Donc cos(t) =—u <0etsin(t)=—-v <0.

Pour ¢ € [3to; 4to], on a, par 3, p(t) = p(t — 3to)p(3ts) = —i(u+ v) avec u > 0 et v > 0 car
t — 3ty € [0;tp]. Donc cos(t) =v >0 et sin(t) = —u < 0.

Pour montrer 10, il reste a prouver la surjectivité de .

Soit (u;v) € (RT)? tel que u + v € U. Nécessairement, v € [0;1] = [sin(0);sin(y)] donc,
par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue sing, il existe
t € [0;0] tel que sin(t) = v. Comme (u +iv) € U et u > 0,

= V1—1v2 = /1 —sin*(t) = |cos(t)] = cos(t),

car cosg est positive sur [0;%]. Donc u + iv = cos(t) + isin(t) = (t). (*)

Soit u € R~ et v € R* tel que u+iv € U. En appliquant le résultat (*) a (u+1iv)/i, il existe
t € [0;t0] tel que u+ v = ip(t) = p(ty)p(t) = w(ty +t), par 3.

Soit (u;v) € (R7)? tel que u + iv € U. En appliquant le résultat (*) a —(u + iv), il existe
t € [0;0] tel que u+ v = —p(t) = p(2t)p(t) = p(2to + t), par 3.

Soit u € R* et v € R™ tel que u + iv € Y. En appliquant le résultat (*) a u + iv, il existe
t € [0;to] tel que u + iv = p(t) = p(—t), par 2.

On a montré que ¢ est surjective, ce qui termine la preuve de 10.

En partant de ¢p(0) = 1 = p(4tg) (cf. 12) et en utilisant 3, on montre par récurrence que, pour
tout k € N, ¢(4kty) = 1. On en déduit par 2 que, pour tout k € N, ¢p(—4ktg) = 1, donc on a,
pour tout k € Z, ¢(4kty) = 1. Pour t € R, on a donc, par 3, p(t + 4tg) = ¢(t)e(4ty) = ¢(1).
Donc ¢ est périodique de période 4ty = 27. Cela montre, en particulier, 'implication “<="
dans 11 et aussi 13 puisque cosg = Rep et sing = Imgp.

Soit (¢;t') € R? tel que o(t) = @(t'). Soit p € Z (resp. p' € Z) la partie entiere de t/(4ty)
(resp. t'/(4ty)) et on pose 6 := t—4pty (vesp. 0 :=t'—4p'ty). Ona0 < 0 < 4tget 0 < 6 < 4t
et, par périodicité, () = p(t) = p(t') = ¢(0'). Soit u = Re(p(#)) et v =Im(p(0)).

Cas ou (u;v) € (R*)%. D’apres la détermination des signes de cosg et sing sur [0; 4t
obtenue plus haut, on a nécessairement 6,60" € [0; o).

Cas ot u € R™ et v € R*. D’apres la détermination des signes de cosr et sing sur [0; 4],

i(u+iv) avec u > 0 et
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on a nécessairement 0,0’ € [to; 2ty]. Par 3 et 4, on a

p(0) _ »@) :
w0 —to) = = = (0" —to)
p(to) ot
donc sin( — tg) = sin(0’' — ty) avec 0 — to, 0 — to € [0; 1]
Cas ou (u;v) € (R7)% D’apres la détermination des signes de cosjg et sinjg sur [0; 4], on a
nécessairement 6,6’ € [2tq; 3tg]. Par 3 et 4, on a

o6 ol
©(2to) ©(2to)

donc sin(0 — 2ty) = sin(0' — 2ty) avec 0 — 2ty, 0" — 2ty € [0; tg).
Cas ot u € R* et v € R™. D’apres la détermination des signes de cosr et sing sur [0; 4],
on a nécessairement 0,0 € [3tg; 4to]. Par 3 et 4, on a

o6) _ pl0)
oBl) | p(3h)

donc sin(0 — 3tg) = sin(0' — 3ty) avec § — 3to, 0" — 3ty € [0; o).

Comme sing est injective de [0;%o], on obtient, dans tous les cas, § = 6. Cela montre que
t —dptg =t — 4p'ty soit t —t' = 4(p — p')tp. On a montré l'implication “=" dans 11.

Soit @ € R. Pour z € U, il existe, par 10, un ¢t € R tel que p(t) = z. Soit p € Z la partie
entiere de (t — 0)/(4tp). On a 0 <t — 4pty < 6 + 4ty. Par 3,

(0 —2ty) = = (0" — 2to)

@0 —3ty) = = (0 — 3to)

p(t)
pum t pu—
p(4to) o)
On a montré que la restriction de ¢ a [0;6 + 4ty[= [0; 0 + 27| est surjective.

Soit t,t" € [6; 0+ 27| tel que p(t) = ¢(t'). D’apres I'équivalence de 11, il existe k € Z tel que
t =1t +2kw. Comme d <t<O+2met -0 —21n < —t' < —0,0n a

gO(t — 4t0) =

21 =0+ (=0 —27) < t—+t = 2kr < 0+ 21+ (-0) = 27

donc k = 0 et t = t. On a montré l'injectivité de la restriction de ¢ a [0;6 + 27[, ce qui
termine la preuve de 11.
Soit (z;2') € C2. En utilisant 3, 5, 10, 8 et 11, on obtient exp(z) = exp(z’)

exp(z) = exp(z’) <= exp(Re(2)) p(Im(z)) = exp(Re()) ¢(Im(z"))
— exp“R(Re(z)) = exp‘R(Re(z)) et @(Im(z)) = @(Im(z’))
<= Re(z) = Re(?)) et Im(z) — Im(Z) € 27Z
ez — 7 € 2in’.

On a montré 14.

La périodicité de ¢ de période 27 (cf. 13) donne via la formule exp(z) = exp(Re(2))¢(Im(z))
celle de exp de période 2im. Soit w € C*. Comme |w| €]0;+oc], il existe r € R tel que
exp(r) = |w| (cf. 8). D’apres 10 et le fait que w/|w| € U, il existe 6 € R tel que p(0) = w/|w|.
Par 3, on obtient exp(r+if) = exp(r) exp(if) = |w| x w/|w| = w. On a montré la surjectivité
de exp et terminé la preuve de 15 et du théoreme. U
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Remarque 2.8. Soit m € N*. Comme dans la preuve du 8 du théoreme 2.1, on peut
montrer, pour x > 0, que
n+1

exp(z) T
> — etd .
exp(z) 2 (n+1)! chaone T = (n+1)!

Comme le terme de droite de la derniere inégalité tend vers +o0o0 quand x — +00,

lim &2

= —|—OO7
T—+00 "
par le théoréeme des gendarmes.
En utilisant le 4 du théoréeme 2.1, on en déduit que
lim 2™ exp(—x) = 0 et lim 2™ exp(z) = 0.
T——+00 T——00

Cette famille de résultats s’appellent les résultats de croissances comparées.

En utilisant le point 3 du théoréme 2.1, on montre par récurrence que, pour tout k € N et
tout z € C, (exp(z))* = exp(kz). En utilisant le point 4 du théoréme 2.1, on en déduit que,
pour tout k € Z et tout z € C, (exp(z))* = exp(kz).

2.3 Logarithmes complexes.

Dans le point 8 du théoreme 2.1, on a vu que l'exponentielle réelle est bijective de R sur
R*. La bijection réciproque est le logarithme népérien In. Comme ’exponentielle complexe
n’est pas injective mais est surjective (cf. les points 11 et 15 de ce théoreme), on est obligé
de réduire le domaine de définition de I’exponentielle complexe pour obtenir une bijection.
La situation est similaire a celle rencontrée lorsqu’on cherche a “rendre bijective” la fonction
cosjr pour construire la fonction arcosinus (cf. L1). Lorsqu’on a trouvé une partie U de C
telle que la restriction de I'exponentielle complexe a U soit bijective, il est naturel d’appeler la
bijection réciproque, qui est forcément définie sur une partie de exp(C) = C*, un logarithme
complexe. Cela nous amene a la

Définition 2.6. Soit 2 un ouvert non vide inclus dans C*. On dit qu’une fonction f : ) —
C est une détermination du logarithme sur €2 si f est continue et vérifie, pour tout z € €0,

exp(f(2)) = =.

Supposons que, sur un ouvert {2 inclus dans C*, on ait une “fonction argument” c’est-a-dire
une fonction arg : 2 — R telle que, pour tout z € Q, arg(z) soit un argument de z (au sens
de la définition 2.5). Alors on peut écrire, pour z € €,

exp(ln(!z\) + z'arg(z)) = exp(ln(\z\)) exp(iarg(z)) = |z] exp(iarg(z)) = 2.

On voit que la recherche de déterminations du logarithme est liée a celle de “fonctions
argument”.

Notons tout de suite que si 'on a une détermination du logarithme f : 2 — C alors, pour
tout k € Z, f + 2tkm en est une autre, d’apres la propriété 15 du théoreme 2.1. Lorsque €2
est un domaine inclus dans C*, on trouve ainsi toutes les déterminations du logarithme sur
) comme le montre la
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Proposition 2.10. Si 2 est un domaine de C et si f et g sont deux déterminations du
logarithme sur 2 alors il existe k € Z tel que f(z) = g(2) + 2ikm pour tout z € .

Démonstration. Pour tout z € Q, onaexp(f(z)) = z = exp(g(z)) donc, par le théoreme 2.1,
exp(f(z) —g(2)) = 1. Pour tout z € €, il existe, par ce méme théoreme, un k(z) € Z tel que
f(2) — g(2) = 2ik(z)m. Cela définit une fonction k : Q@ — Z qui est continue puisque f et
g lesont et k = (f — g)/(2im). 1l suffit de montrer que cette fonction est constante.
Supposons qu’il existe (z1;22) € Q tel que k(z1) < k(z2). Comme 2 est connexe par
arcs, il existe une courbe continue 7 : [a;b] — Q telle que y(a) = 23 et y(b) = 2o. Par
composition, k oy est continue. Comme (ko y)(a) = k(z1) < k(22) = (ko ~)(b), il existe
0 € (Jk(z1); k(22)[\Z). Par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a k o+, il existe
t € [a;0] tel que (ko~)(t) = £. Contradiction car k o~ est a valeurs dans Z.

La fonction £ est donc constante. O

A-t-on une détermination du logarithme sur le plus grand sous-ensemble de C*, a savoir C*
lui-méme ? La réponse est non !

Proposition 2.11. Si Q) est un ouvert contenant U := {z € C; |z| = 1} alors il n'existe pas
de détermination du logarithme sur Q. En particulier, il n’existe pas de détermination du
logarithme sur C*.

Démonstration. Supposons qu’on ait une détermination du logarithme f sur 2. Soit
v 1 [0;27] — C définie par y(t) = exp(it). D’apres le corollaire 2.4, v est une fonction
continue a valeurs dans U donc dans §2. Donc f o~ est aussi continue et on a, d’apres le
théoreme 2.1,

(fon)(0) = f(exp(0)) = f(exp(2im)) = (fov)(27). (2.23)

Comme f est une détermination du logarithme sur €2, on a, pour tout ¢ € [0; 27],

exp((fo)(t)) = exp(f(1(t)) = y(t) = exp(it).

Par le théoreme 2.1, il existe une fonction k : [0;27] — Z tel que, pour tout ¢ € [0;27],
(fov)(t) —t = 2ik(t)r. Comme dans la preuve de la proposition 2.10, on montre que k est
continue et, comme elle est a valeurs entieres, elle est constante égale a un certain ky € Z.
On a donc (f 0v)(0) = 2ikem et (f ov)(2m) = 27 + 2ikom, ce qui contredit (2.23). O

Remarque 2.9. On peut généraliser la proposition précédente a une situation large. On
voit que le coeur de la preuve par ’absurde précédente est le fait de pouvoir “faire un tour
autour de 0 dans 7. Si ) est un ouvert contenant un chemin fermé “entourant” l’origine,
on pourra de la méme fagon montrer l'inexistence d’une détermination du logarithme sur €.
Pour espérer en construire une, il faut “couper” C pour obtenir ) de fagon a ne pas pouvoir
faire un tel tour dans €.

Définition-Proposition 2.7. Soit 6 € R,

Qo ::(C\eie']RJr = {ZE(C; VrZO,z#reXp(ie)} c Cr
et By :={z€C; Im(z) €]0;0 + 2} .
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Par la définition 2.5, la fonction Arg, : C* —10;0 + 2x] est lapplication qui, o z € C*,
associe 'unique arqgument de z qui appartient a |0;6 + 2m].

Alors la fonction exponentielle complexe est bijective de By sur €y. Sa bijection réciproque
Log, est une détermination du logarithme sur Qy. Elle est donnée par

VzeQy, Logy(z) = In(|z]) + iArgy(z). (2.24)

Lorsque 8 = —x, la fonction Arg_. associe a z € C* son argument principal Arg(z) € |—m; 7|
(cf. définition 2.5). La fonction Log__, qui est définie sur Q_, = C\ R, est appelée la
détermination principale du logarithme et on la note Log. Sa restriction a ]0;+o0o[ coincide
avec le logarithme népérien In.

Démonstration. Soit z € Qy. Donc Argy(z) est bien défini et appartient a l'intervalle
ouvert ]6; 6 + 2x|.

En effet, si 'on avait Argy(z) = 6 + 27, on aurait z = |z| exp(i(0 + 27)) = |z| exp(i6) (cf. le
point 15 du théoréme 2.1) et z appartiendrait & la demi-droite ¢ R*. Contradiction.

On résoud l'équation exp(w) = z, d’inconnue w = = + iy € By (avec z, y réels). En
utilisant le corollaire 2.3, la bijectivité de expg (cf. le point 8 du théoreme 2.1) et le fait que
y €]6;0 + 27|, on a

exp(w) = 2z < (" = |2] et ye A.) < (z =In(|z]) et y = Argy(2))
— w = In(|z|) + iArgy(z).

Cela montre la bijectivité de la restriction de ’exponentielle complexe a By et a valeurs
dans €y, que sa bijection réciproque est donnée par (2.24) et que, pour tout z € g, on a
exp(Logy(z)) = 2.

Dans le cas §# = —m, on a, pour z € R™, Arg(z) =0 et In(|z]) = In(z) donc Log(z) = In(z).
Donc Logg+. = In.

Il reste a montrer que les fonctions Log, sont continues.

Comme In est la bijection réciproque d'une fonction continue sur un intervalle ouvert, elle
est continue (cf. L1). Comme le module est continu, Ino| - | est continue. II reste donc a
montrer la continuité des fonctions Argy.

Pour z € g, on vérifie (cf. TD) que ze ™% € Q__ et que

Argy(z) = Arg(ze_i(ﬂw)) + 7T+ 0.

Il suffit donc de montrer que Arg est continue sur 2_.. Il se trouve (cf. TD) que

Im(z)
Vze Q , =C\R, Arg(z) = 2Arctan | ————— | . 2.25
VB, Arg(2) () 2.5
Comme Re, Im, | - | sont continues sur C (cf. exemple 1.3), comme Arctan est continue (cf.
L1), on déduit de (2.25) que la fonction Arg est bien continue par composition, somme et
quotient. 0

Sur R**, le logarithme népérien In est une primitive de la fonction 0 < ¢ — 1/t. A-t-on une
propriété similaire pour les Log, 7 Oui et méme pour toute détermination du logarithme
comme le montre la

Proposition 2.12. Soit Q un ouvert non vide inclus dans C*.
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1. Si f est une détermination du logarithme sur ) alors f est holomorphe sur §) et vérifie,
pour tout z € Q, f'(z) =1/z.

2. Si f est une primitive de z — 1/z sur Q et si Q est un domaine, alors il existe a« € C
tel que f — « est une détermination du logarithme sur 2.

Remarque 2.10. On a vu dans la proposition 2.11 que la fonction C* > z +— 1/z n’admet
pas de primitive sur C*. En revanche, pour 0 € R, sa restriction a Qy = C\ e?R, en a et
Log, en est une, d’apres la proposition 2.12.

Démonstration de la proposition 2.12. Soit €2 un ouvert non vide inclus dans C*.

1. Prenons une détermination du logarithme f sur Q et zy € Q. Pour z € (Q\ {20}), on
aexp(f(z)) =z # 2o = exp(f(z0)). Donc

s el meplCa) oy o
f(2) = f(z0) 72) = f (=) — exp'(f(20)) p(f(z0)) = 20 # 0,

par composition de limite, puisque exp est C-dérivable et f continue. Par inversion,
f est holomorphe en z; de nombre C-dérivé 1/z,. Donc f est bien une primitive de
N3z—1/z

2. On suppose maintenant que €2 est un domaine et que f est une primitive de 2 5 z —
1/z. Comme Q C C*, la fonction g : @ — C donnée par g(z) = exp(f(z))/z est bien
définie et holomorphe, par composition et quotient (cf. proposition 1.25). De plus,

pour z € (2,
_ 1) expl(f() = exp(f(2)

9'(2)

puisque zf'(z) = 1. Comme € est un domaine, g est constante égale a un ¢ € C, par
la proposition 1.27. Comme 'exponentielle et 2 5 z +— 1/z ne s’annule pas, ¢ # 0. 1l
existe donc o € C tel que exp(a) = ¢ (cf. le point 15 du théoreme 2.1). On a donc,
pour z € §Q, par les points 3 et 4 du théoreme 2.1,

exp(f(z) _ a) _ exp(f(z)) _ Zg(z) _

exp(«) c

= 0,

et, comme la fonction f—« est continue, elle est bien une détermination du logarithme
sur €2. 0
On termine cette partie sur les logarithmes en donnant un lien avec les séries entieres.
Proposition 2.13. Le rayon de convergence de la série entiere
(_1)n71
-~ 7 — 1 n
>y
n>1

est 1 et sa somme est la restriction de la détermination principale Log du logarithme au
disque D(1;1[ de convergence, c’est-a-dire, pour tout z € D(1;1], on a

3 % (= 1)" = TLog(z). (2.26)
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Démonstration. En appliquant la régle de D’Alembert pour les séries entieres, on trouve
que celui de la série considérée est 1. Par la proposition 2.7, sa somme f est holomorphe sur
D(1;1] et on a, pour tout z € D(1; 1], en utiliant une série géométrique,

/ - (_1)n71 n—1 = n—1 lz—1<1 1 1
) D g P D Y .
La fonction f est donc une primitive de D(1;1[> z — 1/z. Par la proposition 2.12, c’est
une détermination du logarithme sur D(1;1[C Q_,. Par la définition-proposition 2.7, Log
est aussi une détermination du logarithme sur D(1;1[. Par la proposition 2.10, f — Log est,

sur D(1; 1], une constante égale & f(1) — Log(1) =0 — 0= 0. Donc f = Log sur D(1;1[. O

Remarque 2.11. Attention, la fonction Log est définie sur C\ R_ mais la formule (2.26)
n'est valable que sur D(1;1[. On a une situation similaire pour la fonction holomorphe
g : C\ {1} — C donnée par g(z) = 1/(1 — z), qui est la somme sur D(0;1] de la série

entiére
>
n>0

mais pas sur un ensemble plus grand puisque cette série diverge pour |z| > 1.




CHAPTER 3
FONCTIONS ANALYTIQUES.

Dans ce chapitre, on introduit la notion de fonction analytique et on dégage un certain
nombre de propriétés des fonctions analytiques. On montre, en particulier, qu'un fonction
analytique est holomorphe et méme de classe C;° et qu’une fonction holomophe de classe C}
est analytique. On verra au chapitre 4 qu'une fonction holomophe est aussi analytique. Ces
propriétés des fonctions analytiques sont vraiment étonnantes lorsqu’on les compare a celles
des fonctions réelles d’une variable réelle de classe C'°.

3.1 Séries entieres et fonctions analytiques.

Définition 3.1. Soit Q un ouvert non vide de C, f : Q0 — C et 29 € Q. On dit que f est
développable en série entiére en zy, noté DSE en zq, s’il existe une série entiére > a,(z—29)"
de rayon de convergence R > 0 et r €]0; R| tels que, pour tout z € D(zo; 7],

flz) = Z an(z — 29)".

La proposition suivante suit directement de ce qu’on a vu sur les séries entieres (Section 2.1).

Proposition 3.1. Si f : Q@ — C est DSE en 2 alors il existe r > 0 tel que f est C}° sur
D(zp; [ et pour tout z € D(zo;7[ on a

| F) (4
f =3 L) e (3.1)

— n!
En particulier, s’il existe, le DSE en zy est unique.

Exemple 3.1. Une fonction polynomiale P est DSE en tout zg € C et si n = deg(P) alors

n P (5, )
P(z) = ZP—()<Z—ZO) :

k!
k=0
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Exemple 3.2. La fonction f définie sur C\ {1} par f(z) = 1/(1 — z) est DSE en zy = 0.
En effet, pour tout z € D(0; 1], on a (cf. séries géométriques)

f(z) = Z 2"

Exemple 3.3. On a vu a la fin du chapitre précédent (cf. proposition 2.13), que la fonction
Log (logarithme principal) est DSE en zy = 1.

Exemple 3.4. Prenons la fonction f définie sur C* par f(z) = 1/z. Est-elle DSE? Si oui,
en quel zo? Etant donné zy # 0, on va donc naturellement chercher a faire apparaitre z — 2.

1 1 1

= — = — X —.
f(Z) Z— 29+ 2 20 14 ==

Si |z — zol/|20| <1, i.e. siz € D(20;|20|], on a alors

La fonction f est donc DSE en n’importe quel zg € C*.

Définition 3.2. Soit Q2 un ouvert non vide de C et f : 2 — C. On dit que f est analytique
sur € si, pour tout zg € €0, la fonction f est DSE en zy. En particulier, f est holomorphe
sur S (cf. proposition 2.7) et méme de classe C5° (cf. corollaire 2.2).

Exemple 3.5. L’exemple 3./ montre que la fonction f(z) =1/z est analytique sur C*.

Le proposition qui suit découle directement de ce qu’on a fait sur les séries entieres (cf.
propositions 2.4 et 2.6 et corollaire 2.2).

Proposition 3.2. Soit f,g : Q — C analytiques et A € C. Alors les fonctions f + g et
fg sont analytiques sur Q. De plus, pour tout k € N, f®) est analytique.

Les fonctions polyndmiales sont évidemment analytiques sur C tout entier. On montrera dans
la Section 3.3 qu’en fait toutes les fonctions de classe C} sont analytiques sur leur ensemble
de définition. Mieux, on prouvera que c’est le cas pour toutes les fonctions holomorphes
(voir le chapitre 4).

Pour les fonctions réelles d'une variable réelle, la situation est différente. On peut montrer,
par exemple, que la fonction f : R — R définie par f(x) = e /" iz #£0, et par f(0)=0
est C* sur R et vérifie £ (0) = 0, pour tout n € N. Cependant f n’est pas nulle. Donc la
formule (3.1), avec zg = 0 et la variable z remplacée par une variable réelle, est fausse pour
cette fonction.

Exercice 3.1. Montrer que la fonction exponentielle est analytique. Indication: comme dans
Uezemple 3./, si zg € C écrire z = 2o + (2 — 2p).
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3.2 Zéros isolés et prolongement analytique

Le fait qu'une fonction soit analytique a des conséquences importantes (en plus du coté
infiniment C-dérivable). Pouvoir développer en série entiere permet d’avoir des informations
dans tout un disque (le disque de convergence de la série entiere) a partir seulement d’informations
au voisinage d’un point 2.

Proposition 3.3. Soit 2 un domaine et f : Q) — C analytique.

1. Sl emiste zy € Q tel que, pour tout n € N, f™(z)) =0 alors f est nulle.
2. Sl existe zy € Q tel que, pour tout n € N*, f((z) =0 alors f est constante.

3. S’il existe zg € Q et N € N tels que, pour tout n € (NN|N;+oc[), f™(20) = 0 alors
f est une fonction polynome de degré au plus N.

Remarque 3.1. Commentaires.

1. Si f est la somme, sur Q) = D(zp; R|, d’une série entiére centrée en zy, les résultats de
la proposition 3.3 sont immédiats. L’intérét de cette proposition réside dans le fait que
les hypothéses, qui sont “locales” (ne dépendent que de ce qui se passe sur un disque
centré en zp), impliquent une propriété globale (valable sur tout ).

2. L’hypothese ) est connexe par arcs” est essentielle. Par exemple, si ['on considére
Vowvert Q = D(0;1[UD(3i; 1] et si l'on prend la fonction f : Q@ — C définie par
f(z) = 0, pour z € D(0;1], et par f(z) = 1, pour z € D(3i;1], alors f est bien
analytique mais le résultat 1 de la proposition est faux pour zo = 0.

Démonstration. Montrons d’abord que le résultat 1 implique les deux autres. On remarque
que le résultat 2 est un cas particulier du résultat 3. On vérifie donc : 1 = 3.

Supposons que, pour un z, € Q, pour un N € N et pour tout n € Navecn > N, f(z) = 0.
Soit g : 2 — C définie par

f(n) (20)

n!

(z — 20)".

g(z) = f(z) = >

Comme différence de fonctions analytiques, g est analytique. De plus, pour z € Q) et p € N¥,

®)(5) — ) () v G N
97 (=) = f (2)—;; o (n_p)!(z—z[)) si p<N,

= fP(2) si p>N.

Donc, pour tout p € N*, ¢ () = 0. On a aussi g(z) = 0. On peut donc appliquer le 1 &
g, ce qui montre que g est nulle. Par la définition de g, f est bien une fonction polynome de
degré au plus .

On montre maintenant 1.

Soit N := {z € Q;Vn € N, f™(z) = 0}. Par hypothese, 2, € N. On vérifie d’abord les
deux propriétés suivantes : a). A est un ouvert; b). Si (zx)x est une suite d’éléments de N
convergeant vers un z € € alors z € N. On dit que N est un fermé de 9.
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a). Comme N est non vide, on prend un z; € A. Comme f est analytique, il existe r > 0
tel que

z—2z1)".

o
f (!)(

n

Vze Dz, f(z) = Z

Comme z; € N, f est nulle sur D(z;7[. En particulier, toutes ses C-dérivées sont
nulles sur D(zy;7] donc D(z;7[C N. On a montré que A est ouvert.

b). Soit (2x)r € NN une suite déléments de N qui converge vers un certain z € Q. Pour
tout n € N, f(™ est continue sur 2 donc f(™(2) est la limite de la suite (£ (2))x et
comme, pour tout k, zx € N, f™(z,) = 0, f™(2) est la limite de la suite nulle donc
f™(2) = 0. Ceci étant vrai pour tout n € N, z € M. On a montré que N est fermé
dans €.

On va montrer que N' = ), ce qui prouvera que f(z) = 0, pour tout z € Q. Par définition,
N C Q. 1l reste donc & montrer que Q C N.

Soit 2, € Q. Par hypothese, il existe 29 € N. Comme  est connexe par arcs, il existe
une application continue 7 : [0; 1] — € telle que ¥(0) = 2¢ et y(1) = 2z;. Soit J := {t €
[0;1];(¢t) € N'}. Comme v(0) =z € N, 0 € J et J est non vide. Soit T' = sup J. Comme
J C [0;1], T € [0;1]. De plus, il existe (t)r € JV telle que t,, — T. Pour tout k, t;, € J
donc (tx) € N. Comme 7 est continue sur [0;1], la suite (7(tx))x tend vers v(T). D’apres
la propriété b) (avec zj, = y(t), pour tout k), z :=~v(T) e N et T € J.

Supposons T' < 1. Comme N est un ouvert, il existe € > 0 tel que D(z;e[C N. Comme ~
est continue en T, il existe 6 > 0 tel que y(]T — 0; T 4+ 0[) C D(z;¢[. Comme T < 1, il existe
se (|T;T+0[N[0;1]) et on a y(s) € D(z;¢[C N. Donc s € J. Contradiction car s > T et
T =supdJ.

Donc T'=1¢et 2y = (1) =v(T) € N. On a montré que Q C N. O

Remarque 3.2. Ce qu’on a montré ci-dessus est qu’en fait, si () est connexe par arcs, alors
un sous-ensemble non-vide de  (ici Z), qui est a la fois ouvert et fermé dans ), est égal a
Q. Un ensemble qui vérifie cette propriété est dit connexe. On a donc montré que, si € est
conneze par arcs, alors  est connexe. Dans la plupart des livres, on trouve en fait comme
définition d’un domaine que c’est un ouvert connexe. On peut en fait montrer que, pour
les ouverts de C, les deux notions de conneze et de connexe par arcs coincident. La notion
d’ensemble connexe par arcs est plus intuitive que celle de connexe, c’est pour ¢a qu’on l'a
choisie dans la définition d’un domaine.

Théoréme 3.1 (Principe des zéros isolés). Soit Q un domaine et f : Q — C une fonction
analytique non-nulle. Alors Uensemble Z(f) := {z € Q| f(z) = 0} des zéros de f est un
ensemble discret, i.e. tout zéro de f est isolé: pour tout zy € Z(f), il existe r > 0 tel que
D(zo;r[\{20} N Z(f) =0, autrement dit, pour tout z € D(zp;r[\{20}, on a f(2) # 0.

Démonstration. Soit f analytique non nulle et zy € Z(f). D’apres la proposition 3.3, il
existe n € N tel que f(™(zy) # 0 (sinon f serait nulle). Soit ny = min{n € N; f("(z,) # 0}.
En particulier, si n € N vérifie n < ng alors f(™(zy) = 0. Comme f est DSE en 2z, il existe
R > 0 tel que, pour tout z € D(zg; R[, on a (3.1) c’est-a-dire

X £ (2, (n0) (2, X ) (2 B
f2) =Y / (' )(z—zo)” = (2—2)" G > f—()(z—zo)” | (3.2)

n ne!
n=ng n=ng+1
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Soit g(z) le terme entre crochets dans (3.2). Comme somme d’une série entiere, g est continue
et, en particulier, g tend, lorsque z — zp, vers g(z9) = £ (20)/(no!) # 0. 1l existe donc
r €]0; R tel que g(D(z0;7[) € D(g(20);[9(20)[/2[. Comme 0 ¢ D(g(20);19(20)|/2[, g ne
s’annule pas sur D(zo;7[. D’apres (3.2), f ne s’annule pas sur D(zo; 7[\{z0} O

Pour certaines fonctions non nulles f : R — R de classe C'*°, le résultat du théoreme 3.1 est
faux. On peut construire une telle fonction de sorte qu’elle soit nulle sur l'intervalle [0;1],
par exemple.

Corollaire 3.1. Soit Q un domaine et f : ) — C une fonction analytique.

1. On suppose f non nulle. Pour tout ensemble compact K C €, la fonction f admet un
nombre fini (éventuellement nul) de zéros dans K. Par conséquent, l’ensemble Z(f)
des zéros de f est au plus dénombrable.

2. Pour tout o € C, l'image réciproque f~*(a) = {z € Q; f(z) = a} de {a} par f est
soit discret soit égal a €.

3. Sig:Q — C est analytique et si l'ensemble A = {z € Q; f(2) = g(2)} admet un
point d’accumulation dans ) alors f = g.

Démonstration.

1. Supposons que Z(f) N K soit infini. Il existe donc une suite injective (zx), d’éléments
de Z(f) N K. Comme K est compact, il existe une sous-suite (z,x))r tendant vers un
¢ € K. Comme f est continue sur K, f(¢) = lim f(z,x)) = 0, puisque z,x) € Z(f),
pour tout k. Donc ¢ € Z(f). Comme la suite (2,u))r est injective, elle prend au
plus une fois la valeur /. En retirant éventuellement cette valeur de la suite, on a une
suite (zypk))x d’éléments de Z(f) \ {¢} tendant vers £. Donc ¢ € Z(f) \ {¢} et, par le
corollaire 1.1, ¢ est un point d’accumulation de Z(f), ce qui contredit le théoréeme 3.1.
Donc Z(f) N K est fini.
Comme, pour tout p € N, D(0; p] est compact, et comme

z(f) = |J (Z(f) n D(0;p))

peN

Z(f) est une réunion dénombrable d’ensembles finis (d’apres ce qui précede) donc est
au plus dénombrable.

2. Comme différence de fonctions analytiques, la fonction f — a est analytique et on a
Z(f —a) = f~'(a). Supposons f~'(a) # Q. Alors f — a est non nulle et, par le
théoreme 3.1, Z(f — o) = f~'(a) est discret.

3. Comme différence de fonctions analytiques, la fonction f — g est analytique et on a
Z(f —g) = A. Soit a € Q un point d’accumulation de A. Il existe donc une suite (zj)
d’éléments de A tendant vers a (cf. corollaire 1.1). Comme f — g est continue et a € €2,
(f —g)(a) =lm(f —g)(2zx) = 0, puisque z; € A, pour tout k. Donc a € Z(f —g) = A.
Si f — g était non nulle alors, par le théoreme 3.1, A serait discret. Contradiction avec
le fait que a € A est un point d’accumulation de A. Donc f = g. O
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Théoréme 3.2 (Principe du prolongement analytique). Soit Q un domaine, soit Qy un
ouvert non-vide inclus dans 2 et f : Qo — C une fonction analytique. Alors f admet au
plus un prolongement a ) qui est analytique sur €2, i.e. si fi, fo : @ — C sont analytiques
et telles que, pour tout z € Qy, f1(z) = fo(2) = f(2), alors f1 = f.

Démonstration. Soit fi, fo deux prolongements analytiques de f a 2. Alors 'ensemble
A ={z € Q; fi(z) = fa(2)} contient Qy. Soit a € Q. Comme €y est un ouvert, a est
un point d’accumulation de Qg (cf. remarque 1.3) et donc aussi de A. Par le corollaire 3.1,

Ji=fa ]

Remarque 3.3. Si f est analytique non nulle alors l’égalité (3.2) montre que, pour tout
zéro zy de f, il existe ng > 1, 1o > 0 et une fonction g : D(zp;r0[—> C, ne s’annulant
pas et somme de série entiere, tels que f(z) = (z — z9)"g(z) sur D(zo;70[. On a vu que
ng = min{n € N; f™(z) # 0}. On verra par la suite que la factorisation précédente est
valable sur  pour une fonction analytique g : Q@ — C telle que g(zy) # 0. Par analogie
avec les polynomes, on a la définition suivante.

Définition 3.3. Soit Q un ouvert non vide de C. Soit f : Q — C non nulle et zy € ) tel
que f(z) = 0. Le plus petit entier n € N* tel que ™ (z) # 0 est appelé lordre de z.

3.3 Formule de Cauchy et analyticité des fonctions C}.

L’objectif de cette partie est de montrer qu'une fonction C} sur un ouvert non vide est
nécessairement analytique sur cet ouvert. Ce n’est qu’au chapitre 4 que l'on prouvera qu’il
en est de méme pour les fonctions holomorphes.

Donnons tout d’abord une idée de la stratégie que ’on va suivre. Considérons la preuve de la
proposition 2.9, qui partant de la somme f d’une série entiere établit la formule de Cauchy
sur un cercle (2.13) :

Vz € D(zo;r[, f(z) = — f(w) dw = — f(o—.)e”dt.
2im ), w—z 2r Jo 2o+ ret —z

Cette formule a un sens deés que f est continue sur un ouvert contenant D(zp;r| mais peut
étre fausse. Supposons qu’elle soit vraie pour une telle fonction. On voit que 'on peut
reprendre la preuve de cette proposition 2.9 en sens inverse (la justification de la permutation
de l'intégrale et de la série étant encore valable car la fonction continue f est bornée sur le
cercle C'(zo; 7)) pour aboutir & un DSE de f en z.

Si la fonction f n’est pas holomorphe sur D(zp; ], la formule de Cauchy précédente ne peut
étre valable pour elle car sinon elle serait égale sur ce disque a la somme d’une série entiere,
qui, elle, est forcément holomorphe.

On va voir ici que cette stratégie fonctionne pour f de classe C}, c’est-a-dire holomorphe de
C-dérivée continue, sur un ouvert non vide. On commence donc par établir la formule de
Cauchy sur des cercles pour de telles fonctions.
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Proposition 3.4. Soit Q un ouvert non vide de C et f : Q@ — C une fonction de classe C}.
Soit zg € Q. Soit R > 0 tel que D(20; R[C Q. Soit v €]0; R[ et V. : [0;27] D ¢ > 29 + r€™,
qui est un lacet C' d’image C(2;7) (cf. corollaire 2./). Alors

Vz e D(zo;r, f(z) = L/ de S ZWMQitdt. (3.3)

21T w—z 2 20 +rett — z
0" 0

Si z € D(zo; R[ mais z & D(zg,7] alors

w
/ / )dw = 0. (3.4)
w—z
Vzq;r
Démonstration. Pour simplifier, on pose 7 := 7,,.,. D’apres le corollaire 2.4, v est un

lacet C* d’image C(20;7) C D(20; R[C Q. Pour z € D(z0;7[, on pose

a = L/{qf(—iu)zdw — f(2).

2im
D’apres (2.14) et la proposition 1.19, on a
1 _
po L [Hmt0,,
TJy

2 w—2z
Soit w € C(zp;r). Comme f est C}, la fonction [0;1] 3 s — f(sw + (1 — 5)2) est C! de
dérivée [0;1] 2 s — f'(sw+ (1 — s)z)(w — z) (cf. proposition 1.25) donc
1
fw) = f(z) = (w—2) / f'(sw+(1—s)z)ds.
0
D’ou
1 2T 1
2iTa = / / f(sw+ (1=s)z)ds dw = / 7 (t) / f(sv(t) + (1 —s)z) ds dt .
v /0 0 0

D’apres le théoreme de Fubini pour les intégrales doubles,

2iTa = /0 /0 ’ Y(@) f'(sy(t) + (1 — s)z) dt ds

et, d’apres les propriétés des intégrales a parametre,

27
0;1] 5 s — / V(@) f(sy(t) + (1 —s)z) dt = / f(sw+ (1= s)z) dw
0 ¥
est continue. Donc

1
2ira = lim / / f(sw+ (1 —s)z)dw ds.
e v

e—0
Comme, pour tout € > 0 et tout s € [; 1], la fonction D(zp; R[> w +— f(sw+ (1 — s)2)/s

est une primitive (holomorphe) de D(zp; R[> w +— f'(sw + (1 — s)z) et comme 7 est fermé,

on obtient )
2ima = lim 0ds = 0.

e—0 c
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D’apres la définition de a, on obtient (3.3).
Soit z € (D(zo; R[\D(z0,7]) et
1
o= L / EACIE
2im ), w— 2z

D’apres (2.15) et la proposition 1.19, on a

1 fw) = f(2)
a = ﬂ[/—w—z dw

En reprenant a l'identique I'argument précédent, on obtient a = 0 soit (3.4). 0]

Corollaire 3.2. Soit Q un ouvert non vide de C et f: Q — C une fonction de classe C}.
Soit zg € Q et
Ry = sup{R> 0; D(zo; R[C Q}

Awvec la convention D(zp; Ro[= C si Ry = 400, on a D(zy; Ro[C Q, la formule de Cauchy
(3.3) est valable pour tout r €0; Ry| et f est DSE en zy, le développement étant valable sur
D(zo; Ro|. Le rayon de convergence du DSE est donc > Ry.

En particulier, f est analytique sur €2.

Démonstration. Soit R := {R > 0; D(zp; R[C Q}. Il est non vide car € est ouvert.

Cas ou Ry = 400. Soit z € C. Puisque supR = 400, il existe un R € R tel que R >
|z0] + |z]. On a donc |z — zp| < |z0] + |2| < R donc z € D(z; R[ C 2. Donc 2 contient tout
élément de C, d’ou 2 = C = D(zp; Ry, d’apres la convention.

Cas ot Ry < +00. Soit z € D(zg; Ro[. On a donc |z — z9| < Ry. Par définition de la borne
supérieure, il existe R € R tel que |z — 2| < R < Ry. Comme z € D(zp; R[et RER, z € Q.
D’ott D(2p; Ro[C € c’est-a-dire Ry € R.

Dans les deux cas, on a montré que D(zo; Ry| C 2.

Soit  €]0; Ry[. Par la proposition 3.4, on a la formule de Cauchy (3.3). On suit la preuve
de la proposition 2.9 a I’envers, ce qui est possible car, comme f est continue sur le compact
C(zo;71), elle y est bornée donc la majoration (2.17) est valable et la série de fonctions
considérée converge normalement sur C'(zp;r). On obtient donc (2.16), ¢’est-a-dire un DSE
de f en zy sur D(zp;7[ tel que, pour tout n, le coefficient a,, est donné par une intégrale
dépendant a priori de r. Mais il n’en est rien, car, sur D(zo;r[, f est la somme d’une
série entiere donc est Cf° et, pour tout n, a, = f™(z)/(n!) (cf. (2.11)). De plus, par le
corollaire 2.1, le rayon de convergence de ce DSE est > r, pour tous les r €]0; Ry[, donc il
est > sup |0; Ro[= Ro. En particulier, ce DSE est valable sur D(zo; Ryl

Ceci étant vrai pour tout zy € 2, on a montré que f est analytique sur 2. 0

En reprenant les résultats sur les séries entieres (cf. corollaire 2.2 et proposition 2.8) et en
utilisant la proposition 3.4 et le corollaire 3.2, on obtient le

Théoréme 3.3. Soit Q un ouvert non vide de C et f : Q@ — C de classe C} sur Q.
Alors f est analytique (donc Cp°) sur Q. De plus, pour tout zy € S0, on a, en définissant
Ry :=sup{R > 0; D(zo; R[ C Q}, les propriétés suivantes :

1. Le DSE Y a,(z — 20)" de f en zy a un rayon de convergence > Ry donc, pour tout
z € D(Z(); Ro[,
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2. Pour toutn € N, on a
(n) 1
_ S (z0) f(w) dw

nl um e (W= 20)" L

Vrelo; Ro[, ay

0U Voo ¢ |0;27) — Q est le lacet C* d’image C(zo;7) défini par V..., = 2o + re. En
particulier, lintégrale précédente ne dépend pas de r.

3. Pour tout r €]0; Ry[, on a la formule de Cauchy sur le cercle C(zo;7) :

Vze D(zoyr[, f(z) = L/ de

2um w—z

et la propriété

V2 € (D(z05 Ro[\D(20;7]) , % ij(iv)z
Vzg;r

dw = 0.

On utilise la convention selon laquelle, pour Ry = 400, D(z; Ro[= C.

Exemple 3.6. La fonction f(z) = 1/z est de classe C} sur C*. Par le théoréme 5.3, elle
est analytique sur C*. Dans l'exemple 3./, on avait déja prouvé l'analyticité f. Pour tout
zo € C*, on avait obtenu explicitement le DSE de f en zg et vu que son rayon de convergence
est |zo|. Ceci est cohérent avec le théoréme 3.3 puisque le disque D(zo; |z0|[ est le plus grand
disque centré en zy et inclus dans C*.

Remarque 3.4. Grace a ce théoréeme 3.3, on peut maintenant appliquer les résultats sur
les fonctions analytiques auz fonctions dont on sait seulement qu’elles sont C}.

On est en mesure maintenant de donner une nouvelle preuve du résultat qui établit que, si
une fonction holomorphe a une C-dérivée nulle sur un ouvert connexe par arcs, alors cette
fonction est constante.

Démonstration de la proposition 1.27. Comme f’ est nulle sur €2, f' y est continue
donc f est C} sur Q. Par le théoreme 3.3, f est analytique et C5° sur Q. Comme f’ est nulle
sur Q, f™ est aussi nulle sur Q, pour n > 1. Comme € est un domaine, f est constante,
d’apres la proposition 3.3. O
On a montré dans la Section 3.1 (cf. proposition 3.2) que la somme et le produit de fonctions
analytiques étaient analytiques. On n’a cependant pas parlé du quotient ni de la composée.
Cela reste bien entendu vrai mais la preuve directement basée sur la définition de fonction
analytique n’est pas facile a écrire. Avec le théoreme 3.3, on en a une immeédiate.

Proposition 3.5. Quotient et composition.

1. Soit Q un ouvert non vide de C, f,g : @ — C analytiques sur ) telles que g ne
s’annule pas. Alors f/g est analytique sur €.

2. Soit 2y et Qg deuzw ouverts non vides de C. Soit f : Qp — C analytique telle que
f(Qf) CQy et g:Q, — C analytique. Alors go f est analytique sur .

Démonstration. Dans les deux cas, on sait que f et g sont C} (cf. proposition 3.1). Par
la proposition 1.25, f/g et go f sont C}, suivant les cas. Par le théoréme 3.3, elles sont aussi
analytiques. ([l
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3.4 Théoreme de Liouville et principe du maximum.

On termine ce chapitre avec deux résultats importants sur les fonctions de classe C}, le
Théoreme de Liouville et le principe du maximum. Comme on montrera que les fonctions
holomorphes sont C} (cf. chapitre 4), ces résultats pourront étre appliqués a des fonctions
dont on sait seulement qu’elles sont holomorphes.

3.4.1 Théoreme de Liouville.
Théoréme 3.4 (Liouville). Si f : C — C est de classe C} et bornée alors f est constante.

Remarque 3.5. Ce résultat est faur pour les fonctions de R dans R méme si on suppose
qu’elles sont la somme d’une série entiére d’une variable réelle. Par exemple, la fonction
sin : R — R est la somme d’une série entiére et est bornée mais n’est pas constante.

Démonstration. Soit n > 1. Comme f est C} sur C, on applique le théoreme 3.3, qui
montre que f est Cp° sur C et, pour tout r > 0 et tout n € N*, on a la formule du 2 de ce
théoreme pour 2y = 0, c’est-a-dire

f(n)(o) _ L (’lU) dw = 1 \/27r f(?“@it) e~int 4t
0

n! 2 )., wntl 2
0;r

Par hypothese, il existe M > 0 tel que |f| est majorée par M. Par (1.10), on a donc

0

M (n!)

dt <
/r?"L

f (Teit) e—int

2mrn

Comme n > 1, le terme de droite tend vers 0, quand » — 400, donc, passage a la limite dans
les inégalités, 0 < |f™(0)] < 0. Dot f™(0) = 0. Par la proposition 3.3, f est constante. [J

On donne comme application du théoreme de Liouville une des nombreuses démonstrations
du théoreme de D’Alembert-Gauss, aussi appelé théoreme fondamental de ’algebre.

Théoréeme 3.5 (D’Alembert-Gauss). Soit P € C[X] non constant. Alors P admet au moins
une racine dans C.

Démonstration. On raisonne par contraposition : on suppose que P ne s’annule pas et on
montre qu’il est constant.

On a vu dans I'exemple 1.9 que P est C}. Comme P ne s’annule pas, on y a aussi montré
que la fonction f = 1/P est C}.

On montre que f est bornée. Le théoreme de Liouville nous permettra alors de conclure.
Comme P est non nul, il existe n € N et des complexes ay, . .., a,, avec a,, non nul, tels que

n

VzeC, P(z) = Zakzk.

Donc, pour z # 0, on a
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et on pose

Soit R > 1 tel que |a,_1|+- -+ |ag| < Rla,|/2 (c¢’est possible car a,, # 0). Pour |z| > R > 1,
on a |z|7% < 1, pour k € N, donc

Ap—1 Qg Qn
ancal + -+ Jaol _ ol
2] -2

[s(2)] <

et lan| < lan + s(2)| + | — s(2)| < |an + s(2)| + |an|/2. D’ou |a, + s(2)| > |a,|/2 et
|f(2)] < 2/|ay|, lorsque |z| > R. Comme f est continue sur D(0; R], elle y est bornée par
un certain M > 0 donc max (M;2/|a,|) majore |f|. Comme f est C} et bornée, elle est
constante par le théoreme 3.4. 0

On a la généralisation suivante du théoreme de Liouville.

Théoreme 3.6. Si f : C — C est de classe C} et s’il existe m € N et C' > 0 tels que, pour
tout z € C, |f(2)| < C|z|™ alors f est une fonction polynéme de degré au plus m.

Démonstration. Voir TD. OJ

Une conséquence de ce résultat est le résultat suivant.

Théoréme 3.7. Si f : C — C est de classe C}. telle que

lim |f(2)] = +oo, dans le sens ou
|z| =400

VM >0, 3IR>0; VzeC, |z| >R = |f(2)] > M.

Alors f est une fonction polynome.

Démonstration. Voir TD. OJ

3.4.2 Principe du maximum.

Proposition 3.6. Soit f : Q — C de classe C} (donc C°). Alors, pour tout zy € €, pour
tout R > 0 tel que D(zp; R[C Q et tout r €]0; R, on a

21

En particulier, on a, pour tout n € N, l"inégalité de Cauchy

1 2

= = 0 |f (20 +re)[* dt. (3.5)

27

590G < 2 s 15 (3.6)

" 2eC(z0;7)

Démonstration. Soit zyp € Q et R > 0 tel que D(zo; R[C 2. D’apres le Théoreme 3.3, on
a, pour tout z € D(zg; R|,

%) (5
- Z / n(' )(z—zo)".

n=0
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Pour tout n € N, posons a,, := f™(z)/(n!). On prend unr €]0; R[. D’aprés le corollaire 2.1,
la série entiere Y a,(z — 29)" converge normalement sur le compact C(zp;7) donc la suite
croissante (sy)y, définie par

N

SN = Z sup  an (2 — 20)|",

n—0 *€C(z0;7)

converge vers un s € R*. Par la proposition 1.14, > a,,(z—2¢)" converge vers f, uniformément
sur C'(zp;7), donc la suite (cy)y, définie par

N
cy = sup E a, (z — z0)"| ,
z€ C(zo0;7) n=0

converge vers 0.
Pour N € N et t € [0;27], on pose g(t) := f(z0 + 7€) et

gn(t) = Z an (20 + e — Z)" Z a, r" et
On a
lgn()F = [g@®)F = (gn(t) — g(t); gn(8)) + (9(t); gn(t) — g(t))
donc
Han @) = 19| < |gn(®) = g@®)] (lan @] + lg®)]) < en (sn + C?SPT)VD'
D’ou

sup |[gn(O)* = [9(®)*] < en(sv + sup |f]) < en(s+ sup |f]).
te[0;2n] C(zo;57) C(zo37)

Puisque (cy) v tend vers 0, la suite de fonctions (Jgn|*) ¥ converge donc vers |g|?, uniformément
sur [0; 27]. Par la proposition 1.18, I'intégrale sur [0; 27| de |gx|* tend vers celle de |g|?, quand
N — oo. Donc

27 21
—/ I (20 + )" dt = lim i/ lgn (£)| dt . (3.7)
2m Jo 0

N—oo 27
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En reportant ceci dans (3.7), on voit que la série > |a,|* r*" converge et que I'on a (3.5).
Cette série étant a termes positifs, chaque terme est majoré par le terme de gauche de (3.5)
donc, pour tout n,

FOC)P P < (2 swp [fE)P < <n!>2( sup |f<z>|) ,

z€ C(z0;7) z€ C(20;7)

ce qui donne (3.6). O

On en déduit I'important résultat :

Théoréme 3.8 (Principe du maximum). Soit Q un domaine et f : Q@ — C de classe C}.
Si | f| admet un mazimum local en un zy € Q alors f est constante.

Remarque 3.6. Encore une fois ce résultat est totalement faux pour les fonctions de R dans
R méme si la fonction est la somme d’une série entiere comme le montre 'exzemple de la
fonction sin.

Démonstration. Soit z; € . Comme (2 est ouvert, il existe R > 0 tel que D(zp; R[C Q.
Supposons que |f| admette un maximum local en zp. Il existe alors v’ €]0; R[ tel que, pour
tout z € D(zo;7’[, on ait | f(z0)| > |f(2)|. Soit r €]0;r'[. Comme C(zp;r) C D(20;7’[, on a,
pour tout ¢ € [0;27], |f(z0 + re')| < |f(z0)| donc

1 2m 1 2w

1f (o +re) [P dt < — [ [fGo)Pdt = |f(z0)]?.

%0 2m Jo

Comme f est C}, (3.5) est valide, par la proposition 3.6, donc

> (n) 2 o0 (n) 2
) = Zo ! n(!ZO) r# = | f(20)]* + Zl / n(!20> r2 .

Pour tout n > 1, on a donc f(™(z)r" = 0 et, comme r > 0, on a f™(z) = 0. Par la
proposition 3.3, f est constante. 0

Définition 3.4. Soit ) une partie non vide de C.  On appelle bord, ou frontiere, de
Uensemble OS2 := 2\ Q2. Si Q est ouvert, on a 02 = Q\ Q.

Exemple 3.7. Soit zo € C, R > 0 et Q2 = D(zo; R[ alors 92 = C(zo; R) (¢f. TD).

Théoréme 3.9 (Principe du maximum, version globale). Soit Q un domaine borné. Soit
[ : Q — C une fonction continue, qui est de classe C} sur Q. Alors f est bornée et

sup [f(2)] = max |f(z)] = max|f(z)]. (3-8)

2€Q z2eQ z€002

Si, de plus, il existe zo € Q tel que |f(z0)| = sup |f(2)| alors f est constante.
2€Q

Dans le cadre du théoreme 3.9, il existe M > 0 tel que Q C D(0; M[ donc Q C D(0; M].
Donc €2 est aussi bornée. Comme elle est aussi fermée, 2 est compacte. La premiere égalité
dans (3.8) est donc déja établie par le théoreme 1.2. Ce que dit le théoreme 3.9, c’est que
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le maximum de |f| sur Q est atteint sur le bord 99 de €. Dans le cas ot ce maximum est
aussi atteint en zg € €, il est en fait atteint partout sur §2, puisque f est constante.

Démonstration. On vient de vérifier que Q2 est un compact et que la borne supérieure de
|f| sur Q est atteinte. Comme 9Q = Q N (C\ Q), lintersection de deux fermés, 9 est
fermé. Comme 9 C ), qui est bornée, 9 est borné. Il est donc compact. Par le théoreme
1.2, la borne supérieure de | f| sur 92 est aussi atteinte. Comme 9Q C Q,

max [f(z)] = sup |f(z)] = sup [f(2)] = max|f(z)]. (3.9)
2€Q 20 2082 z€

Soit zp un maximum de |f| sur Q.

Cas ou zg € 0€). Alors

max |f(z)] > [f(z0)] = max |f(2)]. (3.10)

z€00Q 2€QN

Cas ou zy € 2. Comme zj est aussi un maximum local de f sur le domaine €2, f est constante

sur 2 égale & un ¢ € C, par le théoréme 3.8. Pour z € €, il existe une suite (2 ) d’éléments
de Q telle que z; — z. Par continuité de f, f(z) = lim f(zx) et, comme z, € Q, f(z1) = ¢,

pour tout k, on obtient f(z) = c¢. f est donc constante sur €. En particulier,

max |f(z)] = |¢f = max [f(2)].

z€082 2e0

Dans les deux cas, on a montré (3.10), ce qui avec (3.9) donne (3.8). O




CHAPTER 4

ANALYTICITE DES FONCTIONS
HOLOMORPHES.

Jusqu’a présent, on a établi que, pour une fonction f sur un ouvert, on a les équivalences : f
est C} si et seulement si f est C;° si et seulement si f est analytique. Si f est C} alors, par
définition, f est holomorphe. Dans ce chapitre, on va prouver la réciproque, en montrant :
si f est holomorphe alors f est analytique.

Pour ce faire, on va utiliser des primitives. Alors que, pour toutes fonctions f : I — R
continues sur un intervalle I, on a automatiquement des primitives que 1’on peut construire en
utilisant des intégrales, la situation est différente pour les fonctions complexes d’une variable
complexe. Certes, certaines fonctions, comme les polynomes, admettent des primitives (cf.
exemple 1.10) mais la fonction C* 3 2z — 1/z, qui est pourtant C;°, n'en a pas sur C*
(cf. exemple 1.11). Il va donc étre important de trouver un cadre dans lequel 'existence de
primitives est assurée.

On donnera aussi des résultats sur les suites et séries de fonctions holomorphes ainsi que
pour des intégrales dépendant d’un parametre complexe.

4.1 Fonctions holomorphes, primitives et analyticité.

Soit f :  — C continue. Supposons que f admette une primitive F. Dans ce cas, F
est C-dérivable et F” = f. Comme f est continue, F' est C} et donc analytique, par le
théoreme 3.3. Pres de tout point, F' est la somme d’une série entiere donc sa dérivée f aussi
(cf. proposition 2.7). Donc f est analytique donc holomorphe.

Ceci explique pourquoi la conjugaison complexe -, considérée dans ’exemple 1.12, ne peut
avoir de primitive puisqu’elle n’est pas holomorphe (cf. remarques 1.13 et 1.16).

Le fait d’étre holomorphe est donc nécessaire pour avoir une primitive mais ce n’est pas
suffisant comme le montre 1'exemple de la fonction f : C* — C, définie par f(z) = 1/z.
Soit f : 2 — C holomorphe. Pour construire une primitive F' de f, il est naturel (puisque
c’est ce que 'on fait pour les fonctions de R dans R) de fixer un point zy € €2 et d’utiliser
une intégrale :

F(z) = / F)du
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le long d'un chemin ~, allant de 2y a z en restant dans . Il y a alors immédiatement
plusieurs questions qui se posent:

1. Que fait-on s’il n’existe pas de chemin allant de zy a z 7 Cela ne se produit pas si on
travaille dans un ouvert {2 connexe par arcs.

2. S’il existe un tel chemin, il y a d’autres. On a vu sur des exemples que la valeur de
I'intégrale peut dépendre du chemin choisi. Dans ce cas, on doit préciser le chemin
choisi pour que F' soit bien définie.

3. Définit-on ainsi une primitive de f 7

On rappelle la définition d’un ensemble étoilé, voir la Définition 1.16 a la fin de la Section
1.1. On a vu qu’un ensemble étoilé est connexe par arcs (cf. proposition 1.11).

Définition 4.1. Soit Q C C et zy € Q. On dit que Q) est étoilé par rappor a zy si, pour tout
2 €K, on alzo;2] C Q. On dit que Q est étoilé s’il existe un z, € Q tel que S est étoilé par
rappor a 2.

Remarque 4.1. Exemples et contre-exemples.

1. Soit zg € C et R > 0. Le disque D(zq; R[ est étoilé par rapport a zy. En fait, comme
D(zo; R[ est conveze, il est étoilé par rapport a tout z; € D(zp; R|. Ceci est aussi vrai
pour le disque fermé D(zo; R]. On a déja signalé ces faits dans la remarque 1.8.

2. C* n’est pas étoilé.
3. Soit zo € C et R >r > 0. L’ensemble D(zo; R[\D(z0; 7] n'est pas étoilé.

4. Soit § € R et Qg := C\ R*. Soit r > 0. Qq est étoilé par rapport a zy = —re' =
(04

Voir TD.

Définition 4.2. Soit u,v,w € C. On note par T (u;v;w) le triangle (plein) de sommets
u,v,w, défini par

T(u;v;w) = {s(tw+ (1 —t)v) + (1 — s)u; (s;t) € [0;1]*}.

C’est un compact comme image par une application continue du compact [0;1]*. Le bord de
T(u;v;w), noté IT (u;v;w), est la réunion = [u;v]U[v; w]U[w;u] des cotés du triangle. Soit
v la concaténation des chemins C' Yy, Uypaw €t Yy (cf. exzemple 1.2). C’est un chemin
(cf. proposition 1.17).

vy =0+ t(w—0)

w

u+s(vy—u) =u+ s(v—u)+ st(w —v)
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Remarque 4.2. Dans le cadre de la définition /.2, on peut_vém’ﬁer que l’ensemble OT (u; v;w)
est bien le bord, au sens topologique du terme, c’est-a-dire T (u; v; w)\T (u; v; w) = T'(u;v; w)\

o

T(u;v;w) = 0T (u;v;w). Voir TD.

Le théoreme qui suit permet de caractériser les fonctions qui admettent des primitives sur
des ouverts étoilés.

Théoreme 4.1. Soit Q un ouvert étoilé et f : Q@ — C continue. Alors f admet une
primitive sur S si et seulement si, pour tout triangle T (u,v,w) C Q, on a

[yf(z)dz ~ 0.

Ici, 7y est le paramétrage du bord OT (u;v;w) introduit dans la définition 4.2.

Remarque 4.3. Si ) est étoilé, on peut vérifier que Uinclusion 0T (u;v;w) C Q implique
Uinclusion T'(u;v;w) C Q. Voir TD.

Démonstration du théoreme 4.1. Si f admet une primitive sur {2 alors, le paramétrage
v du bord d’un triangle T'(u;v;w) C Q étant fermé, I'intégrale de f le long de v est nulle
par la proposition 1.26.

Supposons maintenant que, pour tout triangle T'(u; v;w) C Q, 'intégrale de f le long de ~y
est nulle. Soit zp € Q un point par rapport auquel € est étoilé. Soit z € 2, on a [zg; 2] C Q.
On pose

F(z) = /w L

Comme 2 est ouvert, il existe r > 0 tel que D(zg;7[ C §2. Soit h € C avec |h| < r. Comme
z4+h € D(z;r[, z4+ h € Q et, comme Q est étoilé par rapport a zg, [20;2 + h] C Q et

F(z+h) = / f(w)dw.
Ygizth

Comme D(zp; r| est convexe et inclu dans 2, on a [z; 2z + h| C D(zo;7[C Q. Donc le bord du
triangle T'(zq; z; 2 + h) est inclus dans Q. Comme € est étoilé, T'(zo; z; 2 + h) est inclus dans
), par la remarque 4.3. D’apres 'hypothese, 'intégrale de f le long du paramétrage v de
0T (z; 20; 2 + h) est nulle. Comme 7 est la concaténation ..., +.0.. 4 n+¥s 1 h:z, o0 a, d’apres
la proposition 1.21,

0 - /f(w)dw _ (w)dw+/ f(w)dw+/ F(w) dw .
i ¢z;z0 wzo;z-&-h ¢z+h;z
Donc, par la proposition 1.20,

Flz+h) — F(z) = /w L [ fwdw = - /w s

Yzizg
= / f(w)dw.
wz;z+h
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Comme

1 1
/‘ Ldw = /‘1.¢gﬁh@yﬂ _ /‘1'(z+41—zﬁh _h,
¢z;z+h 0 0

on a, par la proposition 1.19,
F(z+h) — F(z) — hf(z) = / f(w)dw—/ f(z)dw
wz;erh wz;z+h

- [ (W - @),
wz;z+h
Par la proposition 1.22, on en déduit que

|F(z+h) = F(z) = hf(z)] < L(¥zeqn) sup [f(w) = f(2)]. (4.1)

we|[z;2+h]
Soit € > 0. Comme f est continue en z, par hypothese, il existe d €]0; 7] tel que
VwEC|w—4<5:@\ﬂm—f@\<§.
Dong, pour |h| < §, on a

< €.

sup |f(w) — f(2)] <

wE€|[z;2+h]

NN e

La fonction
h = sup [f(w) — f(2)]

wE|[z;z+h]
tend donc vers 0 en 0. Comme L(t),..15) = |h|, on déduit de (4.1) que F est C-derivable en
z de C-dérivée f(z). La fonction F' est donc une primitive de f sur €. U

Remarque 4.4. Comme on l’a vu a travers la preuve, si on sait que ) est étoilé par rapport
a zg, on peut se restreindre dans le théoreme précédent aux triangles dont zy est l'un des
sommets. Par ailleurs, le théoréme montre que, au moins dans un ouvert étoilé, si l’intégrale
le long du bord de n’importe quel triangle est nulle alors la fonction admet une primitive et
donc lintégrale le long de n’importe quel chemin fermé est nulle: si on sait ce qu’il se passe
pour les triangles, on récupere ce qu’il se passe pour tous les chemins fermés.

Le théoreme précédent a l'avantage de donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction continue sur un ouvert étoilé {2 admette une primitive. Le point négatif est
que cette condition semble difficile a vérifier dans la pratique: il faut calculer 'intégrale de
f le long du bord de tous les triangles inclus dans 2. On va voir qu’en fait, il suffit que f
soit C-dérivable pour que cette condition soit satisfaite.

Théoréme 4.2 (Goursat). Soit 2 un ouvert non vide et f : 8 — C holomorphe. Alors,
pour tous u,v,w € C tels que T'(u;v;w) C £, on a

/f(z)dz = 0. (4.2)

Ici, 7y est le paramétrage du bord OT (u;v;w) de T(u;v;w), introduit dans la définition 4.2.
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Remarque 4.5. Attention, on demande que le triangle plein T (u;v;w) soit inclus dans
et pas juste son bord, voir [’exemple ci-dessous.

Exemple 4.1. Soit Q@ = C* et f(z) = 1/z. La fonction f est bien holomorphe sur Q.
Prenons le triangle de sommets a = 1, b = >3 et ¢ = /3. Le bord du triangle est dans
Q mais pas son intérieur (0 est a lintérieur du triangle). On va calculer l'intégrale de f le
long du triangle. On a

dz

dz dz dz
= — + — + —.
il z wa;b z wb;c z Z

c;a

Les segments [a;b] et [c;a] sont inclus dans Y. sur lequel la fonction f admet comme
primitive, voir la remarque 2.10, la détermination principale du logarithme. On a donc

/w B / =~ Log(t) — Log(a) + Log(a) — Log(e) = i (—i?ﬂ) =i

Enfin [b; c] est inclus dans o,ox sur lequel la fonction f admet comme primitive la fonction
Log,. Donc

dz AT 27 27
/;}b;c 7 = LOgO(C) — L0g0<b> = Z?—Z? = Z?.
D’ou 4 A 5
§:¢§+¢§:2z‘w¢o.

Y

On pourra noter que la valeur de lintégrale est 2im, la méme que dans le 3. de l’exemple
1.7. Ce n’est pas un hasard, voir la partie J.2.

Démonstration du théoréme 4.2.  On rappelle que, pour tout (z1;2,) € C? on note
par v,,.., : [0;1] — C le chemin C* défini par 1,,..,(t) = tz3 + (1 — t)z;, un paramétrage
du segment [z1; z2]. On note que ¥y, = (V225 ) opp-

Soit f : & — C holomorphe et T := T(u;v;w) C Q. Soit yr le paramétrage du bord
OT (u; v;w) de T'(u; v;w), introduit dans la définition 4.2. C’est la concaténation des chemins
Yoy Yoaw €6 Yy, dans cet ordre. Soit 4 := (v +w)/2, 0 := (u+w)/2 et W = (u+v)/2.
On décompose T'(u;v;w) en quatre sous-triangles de la fagon suivante :

T(u;v;w) = T(u;w;0) U T(a;0;w) U T(w;w;v) U T (U w;0)

soit

AN\
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En utilisant les propositions 1.21 et 1.20, on a

/7 RO

= (z)dz + (z)dz + f(z)dz
Yusv Ysw Yw;u

= (2)dz + (2)dz + (z)dz + (2)dz + (2)dz+ [ f(2)dz
d)u;u‘l "Z’u’);v w'u;ﬁ d)ﬁ;w ww;fz d)z‘);u

= (z)dz + (z)dz + (z)dz+ | f(2)dz
wu;ﬁ} wu"/;f) 1#13;@ wﬁ;u

+ | f(z)dz+ (z)dz + (2)dz+ [ f(z)dz
wi);v wv;ﬂ ¢a;m wﬁ);ﬂ

+ | f(z)dz+ (2)dz + (2)dz+ [ f(2)dz.
Vasw Vs Vi:a Vao

On est passé de la troisieme ligne a la quatrieme en regroupant le premier et le dernier
terme et en ajoutant 0, en regroupant les deuxieme et troisieme termes et en ajoutant 0, en
regroupant les deux termes restant et en ajoutant 0.

On note par yr(ap;e) le paramétrage du bord du triangle T'(a; b;c) (selon la définition 4.2).
On a

A RO

= z)dz z)dz z)dz z)dz z)dz z)dz
/7 faz+ [ ) +l LSy R +/7 fErdz+ [ f2)

T (%) T(wv;a) T(@;w;%) Ya;o

_ / £(2) dz+/ £(2) dz+/ £(2) dz+/ £(2)dz. (4.3)

VT (u;@;9) VT (w;v;a) VT (t;w;) VT (3 9;w)

Soit £ l'ensemble des quatre triangles inclus dans 7' qui apparaissant dans la derniere

formule. Soit T € &; tel que
JRCLE
YT

/ f(z)dz
1
En notant Ty = T = T'(u;v;w), on a donc, par (4.3),

JIRCEED W IO / f()dz|

Te&E
On remarque la longueur de g, vérifie L(yr,) = L(vr,)/2. Soit (ug; ve; wo) = (u;v;w) et
soit (u1;vy;wy) les sommets de 7.
Supposons construits, pour un n € N*, des triangles Ty D 171 D --- D T, tels que, pour tout
j € (N N [07n - 1])? T] = T(uj;vj;wj)’ L(7T1+1) = L(VTJ)/Q et

[w. £(2)dz /VT F(2)dz] .

J+1

VT €&, <

< 4

(4.4)

< 4 (4.5)




4.1 Fonctions holomorphes, primitives et analyticité. 77

On reprend 'argument menant a (4.4) en remplagant Ty = T par T, le nouveau triangle T3
par 11 = T(Unt1; Vng1; Uns1) €6 & par

{T(un; Up + Un un+wn> ; T<un+vn_ _vn+wn>

gn-i-l = 9 ) 9 9 ; Un; 9
2 2 2 2 2

Soit Ty,41 € i tel que

VT€5H+1, <

/7 RELE

Donc (4.4), avec Ty remplacé par T, & remplacé par &,.1 et Ty remplacé par T, est
valide. Enfin, on a aussi L(vz,.,) = L(vn,)/2.

Par récurrence, on a construit une suite décroissante de triangles (7},), avec Ty = T vérifiant,
pour tout j, L(yz,,,) = L(vr,)/2 et (4.5).

[ F(2)dz| .

Tn+1

U1
V2

w = Wo U= Ug = Uy
wy = Ws U2

Par récurrence, on vérifie que, pour tous n € N, L(y,) = L(y7)2™" > 0 et

/W f(2)dz /m f(z)dz

Pour tout n, on a |u,y1 — u,| < L(yr,) = L(vyr)27™. La série Y (u,41 — u,) converge donc
absolument donc converge vers un z,. Pour zy := 2z + g, on a, pour tout n > 0,

< 4n . (4.6)

n—1

/
Up — 20 = g (U1 —ug) — 2z, — 0,
k=0

quand n — co. Comme
[V — Un| + [wn — up| < L(”YTn) = L(yr)2™" — 0,

quand n — oo, on en déduit que les suites (v,), et (w,), convergent aussi vers z;. Comme
les termes u,, € T,, C Ty = T, pour tout n, et comme T est fermé, zo € T. Comme T C )
et ) est ouvert, il existe r > 0 tel que D(zp;r[ C . Par hypothese, f est holomorphe en z,
donc il existe une fonction 7 : D(zp; r[— C tendant vers 0 en z; telle que

Vze D(zg;r[, f(2) = f(z0) + f'(20) (2= 20) + (2= 20)n(2).
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En utilisant cela, le fait que la fonction polynomiale z — f(z) + f'(20) (z — 20) admet une
primitive, le fait que les chemins considérés sont fermés et les propositions 1.26, 1.19 et 1.22,
on obtient, pour tout n,

A ) £(2)dz

- / flz)dz — / (f(20) + f'(20) (2 = 20)) dz

VT

_ / (£2) = (F(e0) + F'(z0) (= — ) ) 2

VTn

< L(vr,) sup |z — 2| In(2)]

ZETn

- / (2 = z0)n(2) d

n

L(VT) sup |z — zo| [n(2)] . (4.7)

27’L ZGTn

<

Comme la suite (7},), est décroissante, z, est aussi la limite de la suite (u,),>, d’éléments de
T, et, comme T, est fermé, z, € T,,. Pour z € T},, on a |z — 29| < L(7r,)/2 (cf. TD). Donc

L(vr,) sup |n(z)| = sup |n(z)| .

12— 2ol In(2)] < !
Ssu Z — Z zZ —
P ol 171 B 26T 2 2" eT,

ZGTn

DN | —

On déduit de (4.6), (4.7) et de I'inégalité précédente que, pour tout n,

2 2
» LT L{vr
[ e < w0 g g = H0 ey (18)
YT X ZETn ZETn
Soit € > 0. Comme 7 tend vers 0 en zq, il existe § > 0 tel que
2¢
Vze D(zgr[, |[z—2| < d = |n(z)| < 5 -
L(7r)

Soit N € N assez grand pour que L(vy7)2 V=1 < §. Pour n > N, on a, pour z € Tj,

L(yr,) L)
9 T 9n+l

|z — 20| <

donc |n(z)] < 2¢/L(yr)? et donc

sup [(z)] < :
2€Ty, L(’}/T)2

/W f(z)dz

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a prouvé (4.2). O

En reportant dans (4.8), on obtient

< €.

La premiere conséquence du Théoreme de Goursat est que, dans un ouvert étoilé, toutes les
fonctions holomorphes ont des primitives.
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Théoreme 4.3. Soit 2 un ouvert étoilé et f : Q — C holomorphe. Alors f admet une
primitive sur ). En particulier, pour tout chemin fermé v dont l'image est incluse dans §2,

/vf(z)dz = 0.

Démonstration. Comme f est holomorphe, son intégrale le long du bord de n’importe
quel triangle inclus dans €2 est nulle, d’apres le théoreme de Goursat. Puisque € est étoilé,
le théoreme 4.1 garantit que f admet une primitive sur €2. D’apres la proposition 1.26, on a
le résultat, puisque vy est fermé. 0

Remarque 4.6. L’hypothése sur Q est importante ! Dans l'exemple 1.7, la fonction f(z) =
1/z est holomorphe mais son intégrale le long du cercle C(0;1) n'est pas nulle. Cette
hypothése n'est pas toujours indispensable. La fonction g : C* > z + 1/2% est holomorphe
sur C*, qui n’est pas €étoilé, mais son intégrale le long de n’importe quel chemin fermé est
nulle puisque g admet —f comme primitive (cf. proposition 1.26).

Corollaire 4.1. Soit Q) un ouvert étoilé et f : Q@ — C holomorphe. Pour tous z1, zo € ) et
tous chemins 71,72 a valeurs dans € et allant de z1 a z3, on a

/71 f(z)dz = [,2 f(z)dz.

Démonstration. Soit v = 714 (72)epp, qui est bien défini car 4, s'arréte en 23 et (7a)opp
commence en 2. C’est un chemin (cf. proposition 1.17) qui est a valeurs dans 2 car v; et
72 le sont. Comme 7, commence en 2y et (V2)opp S'arréte en zq, v est fermé. Comme f est
holomorphe sur €2, qui est étoilé, le théoreme 4.3 donne

0 — Af(z)dz - A f(z)dz+/(m

(cf. proposition 1.20), ce qui donne le résultat. O

f(2)ds = A F(z)dz — L () dz

opp

Une seconde conséquence du Théoreme de Goursat est une amélioration du Théoreme 3.3 :
il suffit de supposer que f est holomorphe, pas besoin de demander que sa dérivée f’ soit
continue.

Théoréme 4.4. Soit Q un ouvert et f : Q0 — C holomorphe. Alors f est analytique.

Démonstration. On suppose f holomorphe. On veut montrer que f est DSE en tout
zp € Q. Soit donc zy € Q. Comme € est ouvert, il existe » > 0 tel que D(zo;7[C Q. Pour
tout triangle T'(a; b; ¢) inclus dans D(zo; [, T'(a;b;c) est inclus dans Q et, par le théoreme
de Goursat (théoreme 4.2), I'intégrale de f le long du paramétrage du bord de T'(a;b; c) est
nulle. Comme D(zg;r| est étoilé, le théoreme 4.1 garantit que f admet une primitive F
sur D(zg;7[. La C-dérivée F' = f de F est holomorphe donc continue. Donc F est C} sur
D(zp;r[. Par le théoreme 3.3, F' est analytique donc DSE en z,. Par la proposition 2.7, sa
C-dérivée F' = f D'est aussi. O
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Remarque 4.7. Comme une fonction holomorphe est analytique, elle vérifie toutes les
propriétés vues au chapitre précédent : formule de Cauchy, zéros isolés, prolongement
analytique, principe du maximum, théoreme de Liouville.

La validité de l'unicité du prolongement analytique pour les fonctions C-dérivables justifie
l'utilisation du vocable “holomorphe” pour désigner la C-dérivabilité. Le mot “holomorphe”
vient du grec holos “entier” et morphé “forme”. L’unicité du prolongement analytique dit
précisément que la “forme” globale de la fonction est déterminée par sa “forme” locale, sa
forme est donc “enticre”.

Remarque 4.8. On a vu dans le théoreme /.3 que, sur un ouvert étoilé, toute fonction
holomorphe possede une primitive. Le théoréeme 4./ ci-dessus montre que cette condition
d’holomorphie est en fait nécessaire pour avoir une primitive. En effet, si une fonction f
admet une primitive F', alors F' est holomorphe donc analytique. Sa dérivée F' = f est donc
aussi analytique et en particulier holomorphe (cf. définition 3.2).

Conclusion : dans un ouvert étoilé, les fonctions qui admettent des primitives sont exactement
les fonctions holomorphes.

Attention, on rappelle que, si ) n’est pas €toilé, alors une fonction holomorphe peut ne pas
avoir de primitive.

Il se trouve que la réciproque du théoreme de Goursat est vraie :

Théoréme 4.5 (Morera). Soit Q un ouvert non vide et f : Q — C continue. Si, pour
tous (a;b;c) € C? tel que T(a;b;c) C Q, Uintégrale de f le long du paramétrage du bord de
T(a;b;c) est nulle, alors f est holomorphe sur Q.

Démonstration. Soit zp € 2 et 7 > 0 tel que D(zp;7[C 2. Comme D(zp;7)[ est étoilé,
I'hypothese et le théoreme 4.1 assurent que f admet une primitive F' sur D(zg;r[. Comme
dans la preuve du théoreme 4.4, on montre que f est analytique sur €2 donc holomorphe sur
Q (cf. définition 3.2). O

Remarque 4.9. Dans tout ce qu’on a fait dans cette section, on peut généraliser un peu
I’hypothése sur €2 et remplacer la notion d’ouvert étoilé par celle d’ouvert dit simplement
connexe. L’idée de ) simplement connexe est qu’il n’y a pas de “trou a l'intérieur” de €.
Autrement dit, quel que soit le lacet qu’on prenne dans €2, tout ce qui est a “I'intérieur du
lacet” est dans ). La notion d’ouvert étoilé est amplement suffisante pour ce qu’on fera par
la suite, on se restreindra donc a ce cadre plus simple a définir proprement.

On termine ce paragraphe par une application du théoreme 4.3. On va I'utiliser pour calculer
la transformée de Fourier de la fonction f : R — R définie par f(z) = exp(—z?/2). Celle-ci
joue un role important en mathématiques et en particulier en théorie des probabilités (voir
le cours de Probabilités du S6).

On donne tout d’abord la définition de la transformée de Fourier d’une fonction. Soit ¢ :
R — C une fonction continue et intégrable, i.e. telle que l'intégrale

[l

soit convergente. La transformée de Fourier de g est la fonction § : R — C définie par

~ 1 oo —itx
§(t) = ﬁ/ e~ g(x) dz.
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I'intégrale précédente étant absolument convergente. Le préfacteur 1/4/27 est une normalisation
qui peut varier selon les livres.

On peut vérifier que la fonction f est intégrable sur R. La transformée de Fourier f de f est
donc bien définie. On peut aussi montrer que

/+Oo flx)dz = Vor.

o0

Cela donne f(0) = 1. Pour déterminer explicitement f, on introduit la fonction holomorphe
h : C — C donnée par h(z) = exp(—z?/2). On fixe un ¢t € R. Pour tout R > 0, soit vr
la concaténation des chemins rectilignes ¥_g.r, ¥r.r+its Vrtiti—r+it €t V_pyit.—r. C'est un
chemin (cf. proposition 1.17).

—R+t 1t R+t

/‘\/R

—R R

Comme h est holomorphe sur C, qui est étoilé, on peut appliquer le théoreme 4.3 a h ce qui
donne, pour tout R > 0, comme le chemin g est fermé,

0 = /h(z)dz
TR
= / h(z)dz +/ h(z)dz+/ h(z)dz—I—/ h(z)dz
Y_RR YR R+it YR+yit;— R+t Y_R+it;—R

R t R ¢
= / e dx + / e (192 4 g —/ e+ /2 qp / e~ (CRH/2i 45 (4.9)
-R 0 -R

0

Comme f est intégrable sur R, on a

R +o0o
lim e @2 dy = / e @24y = V2.
R —00

R—+o00

Pour R > 0, on a

R it 2 2 t2 R it 22 t2 R it m2
e 24y = o7 e dr = ez e e T dx
-R -R -R

et, comme f est intégrable,

t2 R it z2 2 Feo it z2 2 A
lim ez e ez dr = e e ez dr = V2me? f(t).

< /

[e.9]

Soit o € {—1;1}. On a

t [t]
o / e—(UR+is)2/2idS e—(oR—l—is)z/Q‘ ds — / e(—R2+82)/2 ds < |t|e(—R2+t2)/2’
0 0
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qui tend vers 0, quand R — +o00. Donc

t t
lim (/ o~ (BFi9)?/2; g _ / o~ (FR+is)?/2; ds> =0.
R—+o00 0 0

On obtient donc, pour tout ¢ € R, en passant a la limite R — 400 dans (4.9),

0 = Vor — Vame f(H) + 0 soit f(t) = e 7 = f(1),

i.e. la transformée de Fourier de f est elle-méme.

4.2 Indice d’un point par rapport a un chemin fermé.

Soit 29 € C, r > 0 et 7,y : [0;27] D t > 29 + re' € C, qui est un lacet C* d’image C(z9;7)
(cf corollaire 2.4). On a vu dans la proposition 2.9 (cf. (2.14) et (2.15)), que

1 1

um oo W — Z
2037

dw =1, sizé€ D(z;r[,
=0, siz¢D(z;r].
Pour n € N*, soit v, la concaténation de n copies de ... Par le corollaire 1.3, on a

1 1

2 oy W— 2

dw = n, sizé€ D(z;r[.

Si 7, est la concaténation de n copies de (7. )opp alors, par la proposition 1.20, on a

1 1

20w 5, W— 2

dw = —n, sizée D(zr][.

Autrement dit, pour v I'un des chemins précédents et pour z & C(zp;7), la quantité

1 1

A% W= 2

dw

est un entier (!) qui compte le nombre de tours que le chemin ~ fait autour de z, le nombre
étant strictement positif si v tourne dans le sens trigonométrique positif, et strictement
négatif si v tourne dans le sens trigonométrique négatif.

Définition 4.3. Soit 7 : [a;b] —> C un chemin fermé d’image I' := ~([a;b]) et z ¢ T'. On
appelle indice de z par rapport a v la quantité

1 dw
Ind(y;2) = i |
gl

Remarque 4.10. Dans ['exemple j.1, on a calculé ["indice de O par rapport au paramétrage
du bord du triangle T(l;ei%/?’;ei‘l’r/?’). On a trouvé que cet indice était égal a 1, ce qui
correspond a l’intuition selon laquelle le chemin tourne une fois autour de 0 dans “le sens
trigonométrique positif”.
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Théoréme 4.6. Pour tout chemin fermé «y : [a;b] — C d’image T et tout z ¢ T', l'indice
Ind(v; z) est un nombre entier relatif.

Démonstration. On commence par le cas ou 7 : [a; a] — C. Par définition de I'intégrale
sur v (cf. définition 1.26), Ind(~; 2) est nul, pour tout z ¢ I.

On suppose que 7 est de classe C' (donc a < b). Pour ¢ € [a;b], soit ~; la restriction de v a
la;t]. Soit ¢ : [a;b] — C définie par

o(t) = exp(/% wdi“z) — exp (/t %ds) .

En particulier, ¢(b) = exp(2imInd(y; z)). D’apres les propriétés de l’exponentielle complexe,
il suffit de montrer que ¢(b) = 1 pour avoir le résultat cherché.
Comme ’exponentielle est holomorphe (cf. théoréme 2.1), ¢ est C1 et

v'(t)
Y(t) — 2

(cf. proposition 1.25). Soit ¢ : [a;b] — C définie par ¥(t) = ¢(t)/(7(t) — z). La fonction
est aussi C! et, par (4.10),

o'(t) = (t), (4.10)

"(t t) — — ()Y (t
(v(t) — 2)

Donc 1 est constante et 1(a) = 1(b). Comme 7 est fermé, v(b) = 7(a), ce qui donne
p(b) = p(a) = exp(0) = 1. 0

Passons au cas ou v est C! par morceaux (donc a < b). Soit 7 = +1<p<,7k la concaténation
issue de la proposition 1.17 avec 7y : [tx—_1;tx] —> . On considere les mémes fonctions ¢ et
Y. Pour 1 < j <mett€[t;;t;], on a, en posant 7; = +1<p<j_17, en notant par (v;); la
restriction de ; a [t;_1;t] et par v, celle de v a [a; ],

/ dw _/ dw —I—/ dw
v W=z 5 W — 2 (j)e W — %

et, par le 3 du théoreme 2.1,

p(t) = exp (/7 wdiuz> exp </m->t wdiuz> :

Donc ¢ est C* sur [t;_1;t;]. En appliquant I'argument précédent sur [t;_;;¢;], on obtient
P(tj—1) = ¥(t;). Ceci étant vrai pour tout j, on a ¢(a) = ¢(b). On termine la preuve comme
dans 'argument précédent. 0

Etant donné un chemin fermé v d’'image I', on s’intéresse a 'application Ind, : C\I' — C
qui, & z ¢ T', associe son indice Ind(7; z) par rapport a 7. On rappelle que, comme v est
continu et défini sur un compact, I' est un compact de C et C\ I est un ouvert non borné
de C. De plus, par le théoréme 4.6, Ind,, est a valeurs dans Z.

Proposition 4.1. Soit v un chemin fermé d’image I' et Q@ = C\ I". Alors l'application
Ind, : Q2 — Z est
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1. continue sur €);

2. constante sur chaque chaque sous-ensemble conneze par arcs Q0 de Q;
3. nulle sur un sous-ensemble non borné et connexe par arcs Q) de Q.

4. nulle sur C\ D(0; R], pour un certain R > 0.

Démonstration. Soit zyp € 2. Comme Q est ouvert, il existe rq > 0 tel que D(zq;ro[ C 2.
Soit  €]0; ro[. La distance de D(zg;7] & T :

p = inf{|z — w|; 2 € D(20;7], weT}

est strictement positive (cf. TD ou L2). Soit (z;2') € (D(z9;7])?. D’apres la proposition 1.19,

1 1 1 1 — 2
Ind,(z) — Ind,(2") = — ( — ) dw = / S dw
v v

2im w—z w-—2z 2ir ), (w— 2)(w — 2)

donc, en utilisant la proposition 1.22, on obtient

k-2, 1 L)z - 7|
27 wer |w — z||lw — 2| — 27 p? ‘

Ind, () — Ind,(2)| <

Cela montre que Ind, est L(v)/(27p?)-lipschitzienne sur D(zg; 7], donc continue en z5. Ceci
étant vrai pour tout 2y € €2, Ind, est continue sur (2.

Soit (z;2') € Q2 tel qu'il existe une application continue o : [0;1] — Q avec o(0) = z et
o(1) = 2/. Comme Ind, est continue, il en est de méme de Ind, o 0. Par le théoreme 4.6,
Ind, o o est a valeurs dans Z. Si Ind,(z) # Ind,(2’) alors il existe un réel non entier ¢
compris entre Ind,(z) = (Ind, o 0)(0) et Ind,(2') = (Ind, o 0)(1). Par le théoreme des
valeurs intermédiaires appliqué a Ind, o o, Ind, o o prend la valeur ¢. Contradiction puisque
la fonction est a valeurs entieres. D’ou Ind,(2) = Ind,(%’).

Soit 2 un sous-ensemble connexe par arcs de . Pour tout (2;2') € 02, il existe donc une
application continue o : [0;1] — Q avec ¢(0) = z et (1) = 2’. Par I'argument précédent,
Ind,(z) = Ind,(2). Donc Ind,, est constante sur €.

Soit 2 un sous-ensemble non borné et connexe par arcs de 2. Comme I' est compact, il
existe R > 0 tel que I' C D(0; R]. On note que l'ouvert C\ D(0; R] est connexe par arcs.
Comme Q est non borné, il existe z € Q tel que |z| > R. Donc z € Q N (C\ D(0; R]) et
Pensemble Q U (C\ D(0; R]) est connexe par arcs. La fonction Ind, est donc constante sur
cet ensemble. Pour tout n € N avec n > max(2R; L(vy)/7), on a, grace a la proposition 1.22,

1 L
/w dwlgﬂ’
7;—1 nmw

puisque, pour tout w € I' € D(0; R], 1 < [(w/n) — 1|+ |w/n| < [(w/n) — 1| + (1/2) donc
|(w/n) — 1] > (1/2). Comme le majorant précédent est strictement inférieur a 1 et comme
Ind, est & valeurs enticres, Ind. (n) = 0. Comme Ind, est constante sur Q U (C\ D(0; R]),
auquel n appartient, Ind, est nulle sur cet ensemble. Cela prouve 3 et 4. ([l

1
2nm

Ind, (n)| =

Remarque 4.11. En TD, on donne une méthode pratique de calcul de ["indice d’un point
par rapport a un chemin.
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Remarque 4.12. Etant donné un ouvert Q, on peut montrer que 2 se décompose de facon
unique comme une réunion disjointe de domaines, i.e. de sous-ensembles ouverts et connezes
par arcs. Ces ensembles sont appelés les composantes connexes de . Lorsque ) est le
complémentaire de l'image T' d’un chemin, ) contient le complémentaire d’un disque D(0; R],
qut est connexe par arcs, et on a exactement une de ces composantes connexes qui est non
bornée. On peut alors reformuler la proposition 4.1 en disant que lindice par rapport a -y
est constant sur chaque composante connexe de Q = C\T' et qu’il est nul sur la composante
connexe non bornée.

Remarque 4.13. On sait plus de choses sur l'indice par rapport a un lacet . Il se trouve que
le complémentaire de l'image de vy a une unique composante connexe non bornée (I’extérieur
de 7v) et une unique composante connexe bornée (l'intérieur de ). Il se trouve que l'indice
par rapport a v est a valeurs dans {—1;0;1}. Sur la composante connexe non bornée, cet
indice est nul (cf. proposition 4.1). Sur la composante connexe bornée, il est constant égal
a1l ou égal a —1. On peut définir ['orientation du lacet en fonction de cette derniére valeur
(positive si cette valeur est 1, négative si celte valeur est —1).

Tout ceci est particulierement difficile a démontrer et fait partie d’un théoréme de Jordan.

4.3 Formule de Cauchy générale.

Dans la proposition 3.4, on a montré, pour une fonction f : Q@ —s C de classe C}, z, € Q et
r > 0 tel que D(zg;r] C €, les formules (3.3) et (3.4) que I'on peut regrouper, en utilisant la
notion d’indice, en la formule

Vze (Q\C(zr)), / | J(w)

w—z

dw = 2irm f(2) Ind('yZO;r;z),

oll Vi ¢ [0;27] D ¢ > 29 + re’ est un paramétrage du cercle C(2g;7) (cf. corollaire 2.4).
D’apres le théoreme 4.4 et la proposition 3.1, une fonction holomorphe sur €2 y est analytique
donc de classe C}. La formule précédente s’applique donc & une fonction holomorphe. C’est
la formule de Cauchy pour les cercles. Le résultat suivant montre que cette formule reste
valable dans un ouvert étoilé si I’on remplace le paramétrage du cercle par un chemin fermé.
Cette formule de Cauchy générale jouera un role important dans le chapitre suivant (cf.
théoreme 5.1).

Théoréme 4.7 (Formule de Cauchy). Soit Q un ouvert étoilé, f : Q — C une fonction
holomorphe, v un chemin dont l’image I est incluse dans Q et z € (Q\T'). On a alors

1 f(w)

2w y W =z

dw = f(2)Ind(y;2). (4.12)

Démonstration. Pour w € T, on écrit f(w) = (f(w) — f(2)) + f(z) et on applique la
proposition 1.19. On a donc

—J%’de [ B [ 2
flw) = )dw + 2im f(2) Ind(v; 2) . (4.13)

w — z
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Soit g : @ — C définie par g(z) = f'(z) et, pour w # z, g(w) = (f(w) — f(2))/(w — 2).
Par la proposition 1.25 et la définition 1.31, g est holomorphe sur Q2 \ {z} et continue en z.
D’apres le théoreme 4.4, f est DSE en z : il existe R > 0 et une suite (a,), de complexes
(suite dépendant de z) tels que

Vwe D(z;R[, flw) = f(z)+2an(w—z)”.

n=1

Pour w € D(z; R[\{z}, on a donc

gw) = 3 an(w — 2"t

Comme les deux membres de cette égalité sont continus au point z, cette égalité est valable
pour w € D(z;R[. Par la proposition 2.7, g est holomorphe au point z. Donc g est
holomorphe sur € et, comme €) est étoilé, 'intégrale de g le long du chemin fermé ~ est
nulle, par le théoreme 4.3. En reportant ce résultat dans (4.13), on obtient (4.12). O

Application de la formule de Cauchy générale. On veut calculer

“+o0o
r= | cosl) g
o L+t

os(t)

T est intégrable sur [0, +oo[ car |g(t)| = O (1/t?) en +oo,

Notons que la fonction g(t) =

donc I est bien définie.
On considere, pour tout R > 0, le chemin vz donné par la concaténation de 7y : [0;1] 5 t —
Rt+ (1 —t)(—R) et de v : [0;7] 2 ¢t — Re® (cf. proposition 1.17 et corollaire 2.4)

Y

Yo

et on calcule

eiz
dz.
/7R 1+ 22
Soit f:C\{i;—i} — Cet h:C\ {—i} — C définies par

eiz eiz
1) = 1+ 22 et hiz) = z41i
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Elles sont holomorphes comme quotient de fonctions holomorphes. On a, en utilisant la
partité de cosinus et I'imparité de sinus,

Rt B cos(t) [ sin(t)
[nf(z)dz = /_Rl—i—tht _/_Rl+t2dt+2/_31+t2dt

R
- 2/ costt) 4y a1,
o 1+t

quand R — +o0. De plus, pour R > 1,

exp (iRe") . 4 ™ lexp (—Rsin(t) + iR cos(t))]
z)dz '/ R2€l2t+1 X 1Re dt‘ < /0 R & 1] Rdt
" exp (—Rsin(t))
< dt
= /0 I
TR  Ro
< fro — 0.

Par ailleurs, comme h est holomorphe sur l'ouvert étoilé {z € C; Im(z) > —1} et comme
f(z) = h(2)/(z — i), pour z appartenant a l'image de g, on a, par la formule de Cauchy
appliquée a h,

/ f(z)dz = / h(z) dz = 2imh(i) Ind(yg;i) = 2@'7ri,1 =

p 20 2ie

:LR f(z)dz = /71 f(,z)dsz/72 fz2)dz —s 21

quand R — +o0. D'ou I = 7/(2e).

™
€

Ainsi

4.4 Suites et séries de fonctions holomorphes.

Si (fn)n est une suite de fonctions continues définies sur {2 C C et qu’elle converge uniformément
vers f alors f est continue (cf. proposition 1.14). Si on suppose, de plus, que les f, sont
holomorphes (avec €2 ouvert), on voudrait savoir si f est aussi holomorphe. Les résultats de
L2 réclament une condition de convergence uniforme sur les différentielles de f,, pour conclure
que f est différentiable. On va voir que ’holomorphie permet d’éviter cette condition
supplémentaire. C’est une autre manifestation de la “rigidité” des fonctions holomorphes.

Théoréme 4.8. Soit Q@ un ouvert non vide et (f,), une suite de fonctions holomorphes sur
Q. On suppose que (fn)n converge vers f uniformément sur tout compact K C Q). Alors f
est holomorphe sur Q. De plus, la suite (f]), des C-dérivées converge vers la C-dérivée f'
de f, uniformément sur tout compact K' C €.

Remarque 4.14. Soit (f,), une suite de fonctions continues sur Q, qui converge vers f
uniformément sur tout compact K C ). Cela nimplique pas la convergence uniforme de
(fu)n sur Q, comme on le montre dans l’exercice 2.1. On ne peut donc pas appliquer a cette
suite la proposition 1.14 sur Q). Malgré cela, f est continue sur ). Vérifions-le.
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Soit zg € 2. Comme ) est ouvert, il existe R > 0 tel que D(zy; R[C Q. Soit r €]0; R|. La
convergence uniforme de (f,)n sur le compact D(0;r], qui est inclus dans Q, garantit, via la
proposition 1.14, la continuité de f en zy. Ceci étant vrai pour tout zy € ), f est continue
sur €2.

Démonstration du théoreme 4.8. Tout d’abord, on sait, par la remarque 4.14, que f
est continue sur €.

Soit T" un triangle inclus dans ) et 7 le paramétrage de son bord (cf. définition 4.2). Comme
T est compact, (f,), converge uniformément sur 7' donc aussi sur son bord 97T, et, par la

proposition 1.18, on a
/ f(z)dz = lim [ f.(2)dz
~ n—oo o

Pour tout n, f, est holomorphe donc, par le théoréme de Goursat (cf. théoreme 4.2),

[yfn(z)dz = (0 donc /'yf(Z)dZ =

Par le théoreme de Morera (cf. théoreme 4.5), f est holomorphe sur €.
Soit K’ un compact inclus dans 2. Comme C \ € est un fermé disjoint de K, la distance

2p = inf{Jw — z|; we K', z€ (C\Q)}
est strictement positive, I’ensemble
= {z€C; JweK'; |z—w| < p}

est un compact disjoint de C \ Q (cf. proposition 1.9). En particulier, pour tout z € K’,
D(z;p] C K C Q.

Pour tout n, on a, d’apres les inégalités de Cauchy pour la C-dérivée premiere (3.6) appliquée
a la fonction holomorphe f,, — f en un point z € K’,

1! 1
f1(z) = F'(2)] < = sup |fu(w) = f(w)] < = Sup\fh( ) — f(w)]
P weD(z;p] P wek
donc .
sup [fo(2) = f'(2)] £ = sup [fu(w) — f(w)].
zeK'’ P wekK
La convergence uniforme de (f,), sur K implique donc celle de (f}), sur K. O

Remarque 4.15. Sous les h%potheses du théoreme /.8, on peut vérifier par récurrence que,
pour tout k € N, la suite ( fn . converge uniformément vers f*) sur tout compact K C Q.

En appliquant le théoreme 4.8 a la suite des sommes partielles, on obtient immédiatement
la version suivante pour les séries de fonctions holomorphes.

Théoréme 4.9. Soit Q un ouvert non vide et (f,), une suite de fonctions holomorphes sur
Q. On suppose que la série > f, converge vers f uniformément sur tout compact K C €.
Alors f est holomorphe sur ), la série Y f converge vers f" sur tout compact K C ) et

Ve, flz Zf
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Exemple 4.2. Pour n € N*, soit f, : C — C définie par

fn(z) - - e—zln(n)‘

Comme composée et produit de fonctions holomorphes, f, est holomorphe sur C.
Soit Q :={z € C; Re(z) > 1} et, pour a > 1, F,,:={z € C; Re(z) > a}. Pour z € F,,

1
— In
()] = e <D
et, comme la sériey . ., 1/n® converge, > f, converge normalement, et donc uniformément,
sur le fermé F,. En particulier, >, f, converge simplement sur F, et, comme ceci est valable
pour tout o > 1, > f,, converge simplement sur Q). Sa somme f est donnée sur Q par

= 1

=2

n=1
Soit K un compact inclu dans 2. Comme Re est continue, elle atteint son minimum sur
K en un zp € K C Q. Pour @« = Re(z) > 0, on a K C F,. Par la convergence
normale précédente, on en déduit la convergence normale sur K de», f, donc la convergence
uniforme sur K de Y f, vers f. Par le théoréme 4.9, f est donc holomorphe sur Q.
Cette fonction f est appelée fonction zeta de Riemann et joue un role tres important en
mathématiques, en particulier en théorie des nombres.

4.5 Fonctions holomorphes définies par une intégrale.

En L2, les intégrales sur un intervalle de R et dépendant d’un parametre ont été étudiées.
Que se passe-t-il lorsque le parameétre est complexe et que I'intégrande est holomorphe en
ce parametre 7 On va voir que ’holomorphie de 'intégrale s’obtient sous des hypotheses
moins restrictives que celles vues en L2 pour la dérivabilité partielle d’intégrales dépendant
de parametres réels.

On admet la conséquence suivante du théoreme de convergence dominée de Lebesgue (cf.
cours d’intégration).

Théoréme 4.10. Soit Q) un ouvert non vide de C, soit I un intervalle deR et f : [xQ) — C
une fonction. On suppose que,

1. pour tout z € Q, la fonction I >t — f(t;z) est continue par morceaux,
2. pour tout t € I, la fonction Q> z — f(t; z) est holomorphe,

3. pour tout compact K C Q, il existe g : I — RT continue par morceauz telle que, pour
tout (t;2) € I x K, |f(t;2)] < g(t) et [, g(t)dt converyge,

Alors la fonction F : Q — C donnée par

= /If(t;z)dt
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est bien définie et est holomorphe sur ). De plus, pour tout z € €,

F'(z) = /I%(t;z)dt, (4.14)

ot 0/0z est lopérateur différentiel (0/0x — 10/0y)/2 (cf. définition 1.33).

Remarque 4.16. Pour celles et ceur qui suivent le cours de théorie de la mesure, et donc
I’intégrale de Lebesque, vous pouvez bien entendu remplacer, ci-dessus et dans la suite, les
hypotheéses “I > t +— f(t;z) est continue par morceauz” et “g : I — R coninue par
morceauz” par “I 3t — f(t;2) est mesurable” et “g mesurable”.

Une application immédiate du théoréme 4.10 donne une formule de Cauchy (cf. théoréme 4.7)
pour toutes les dérivées d’une fonction holomorphe.

Proposition 4.2 (Formule de Cauchy pour les dérivées.). Soit Q2 un ouvert étoilé et f :
Q0 — C holomorphe. Soit v : [a;b] — Q (a < b) un chemin fermé et z € (2 \ v([a;0])).
Alors, pour tout n € N,

w ") (2
L/w(f#dw _ MG x Ind(v; z) . (4.15)

2im )., (w — z)nt! n!

Démonstration. Lorsque a = b, les deux membres de (4.15) sont nuls. On suppose
désormais a < b.

On procede par récurrence sur l'ordre de dérivation n. Pour n = 0, (4.15) est vraie d’apres
le théoréeme 4.7. Supposons (4.15) vraie pour un n € N. D’apres la propostition 1.17,
v = (+)-1 75, pour des chemins ~; : [aj; b;] — Q de classe C'. On a

& _ - bi f(’}g(lf)) ,
/y(w _ Z>n+1 dw = ; /av (%<t) — z)n+1 %(t) dt.

J

Soit j € (N N [1;n]). On applique le théoreme 4.10 a la fonction

f(fyj (t)) /
0a® - 2 1

sur Pouvert 2\ v;([a;;b;])) (en utilisant le fait que f est continue). La fonction

i f(y)
- /a (75(t () de

) _ Z)TL+1 J

filtiz) =

J

est donc holomorphe de C-dérivée

z = (n+1) / (%égvi(tgm Yi(t)dt = (n+1)/

J Vi

fw)
(w — z)nt2 duw.

Par somme, le membre de gauche de (4.15) est donc holomorphe sur Q \ v([a;b])) et, pour
tout z € (2 \ v([a;b])), sa C-dérivée au point z est donnée par

LRSIy (R

24 (w — z)nt2 v
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Comme Ind, est constante pres de z (cf. proposition 4.1), la C-dérivée du membre de droite
de (4.15) au point z est

(n+1) (n+1)
n! n!
ce qui donne (4.15) avec n remplacé par n + 1. d

Exemple 4.3. Soit Q@ = {z € C; Re(z) > 0} et I =]0,4+00[. On considere la fonction
définie sur I x Q par f(t,z) = t*'e™t ou t*=' = eV On vérifie que, pour tout z,
la fonction t — f(t,2) est continue sur I et que, pour toutt > 0, la fonction z — f(t,z)

est holomorphe sur Q (et méme sur C tout entier). Pour 0 < a < 3, pour tout z tel que
a < Re(z) < 6,

(a=1)In(t) ,—t _— pa—1,—t it <1
_ _(Re(2)—1)In(t) ,—t e e t“ e, sttt <1,
|f(t; Z)| = € € < { a(B-1)In(t) g—t _ tﬁfleft, sit>1

a—1_—t <1
Lo ot g i yr ot = { Sy %45

et intégrable.
En effet, en 0, on a g(t) ~t*" ' et comme a — 1 > —1 lintégrale

1
/ ot de
0

converge. En 400, on a g(t) = t°~te ™t = t72 x tPTle™t = o(t~2) puisque 1tlier et =0
—4-00

est continue par morceaux, positive

(cf. croissances comparées), et l'intégrale

+o0o
/ t=2dt
1
COTL’U@Tg@.

Par le théoreme 4.10, la fonction I" donnée par

+oo
['(2) ::/ t=letdt
0

est bien définie et holomorphe sur tout ensemble {z € C; a < Re(z) < 8} avec 0 < a < 5.
Elle est donc bien définie et holomorphe sur Q). Cette fonction est appelée fonction Gamma.




92

Analyticité des fonctions holomorphes.




CHAPTER 5
FONCTIONS MEROMORPHES.

Dans I'exemple 1.9, on a vu que, si P et () # 0 sont des polynomes, alors P/Q est holomorphe
sur C\ Z(Q), ou Z(Q) est 'ensemble fini des zéros de (). Dans ce chapitre, on va s’intéresser
a des fonctions dites méromorphes, qui sont holomorphes en tout point d'un ouvert privé
d’un ensemble discret et qui sont d'un certain type. La fraction P/Q est un exemple de
fonction méromorphe.

5.1 Singularités isolées et développements de Laurent.

On introduit une classe de fonctions qui contient les fonctions méromorphes. On va utiliser la
notion d’ensemble discret (cf. définition 1.5) et on a besoin d’une autre notion topologigue.

Définition 5.1. Soit {2 un ouvert non vide et F' une partie de 2. On dit que F est fermée
dans Q (ou est un fermé de Q1) si F N Q = F ou, de maniére équivalente, si (F\ F) N Q = 0.

Proposition 5.1. Soit 2 un ouvert non vide et F' une partie de €.

1. Les propositions suivantes sont équivalentes : (F est fermé dans ), (F\F)NQ =10),
(Q\ F est un ouvert) et (Pour toute suite d’éléments de F' convergeant vers un élément
de , la limite est dans F ).

2. Si Iy et Fy sont fermés dans Q, Fy U Fy ['est aussi.

3. On suppose F' discret et fermé dans 2. Soit a un point d’accumulation de F'. Alors
a€c(Q\9Q).

4. Si Iy et Fy sont discrets et fermés dans ), Fy U Fy l’est aussi.

5. On suppose que Q est un domaine et que F est discret et fermé dans Q. Alors Q\ F
est un domaine.

Démonstration. Voir TD. OJ

La classe de fonctions que 'on va étudier est la suivante.
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Définition 5.2. Soit Q) un ouvert non vide de C et f une fonction définie dans Q2. On dit
que f est holomorphe a singularités isolées sur ) s’il existe un sous-ensemble discret S de 2
tel que S est fermé dans Q et f est holomorphe sur l'ouvert Q\ S.

Dans ce cas, un élément de S est appelé singularité isolée de f et S est l’ensemble des
singularités isolées de f.

Exemple 5.1. Quelques exemples importants.

1. Si P et @ # 0 sont des polynomes, alors P/Q) est holomorphe da singularités isolées
sur C, d’ensemble de singularités isolées Z(Q) = Q71 ({0}), puisque Z(Q) est un sous-
ensemble fini de C.

2. Soit Q@ un domaine, f,g : 2 — C holomorphes et g non nulle. Par le principe des
z€éros isolés (cf. théoreme 3.1), Z(g) est un ensemble vide ou discret. Si Z(g) est vide,
c’est un fermé de Q. Si Z(g) est non vide, il est aussi fermé dans Q : si (2,)n € Z(g)N
converge vers un £ € S alors, par continuité de g en €, on a g(¢) = lim, g(z,) = 0 donc
€ Z(g). Par la proposition 5.1, Z(g) est fermé dans SQ.

Par la proposition 1.25, f/g est holomorphe sur Q\ Z(g) donc f/g est holomorphe a
singularités isolées sur ), d’ensemble de singularités isolées Z(g).

3. Soit f : C* — C la fonction définie par f(z) = exp(1/z). Par la proposition 1.25 et
le théoréme 2.1, f est holomorphe sur C* donc f est holomorphe a singularités isolées
sur C, d’ensemble de singularités isolées {0}.

Bien siir, dans les exemples précédents, le cas 1 est un cas particulier du cas 2. Placons-nous
dans le cas 2. Soit s € Z(g). D’apres la preuve du théoreme 3.1, il existe R > 0, n € N et
g : D(s; Rl— C holomorphe et ne s’annulant pas, tels que

Vze D(s;R[, g(z) = (2 — s)"g(2).
Comme f/g est holomorphe sur D(s; R|, elle est DSE en s donc il existe r €]0; R| et une
suite (a,), € CN tels que

oo

() = =" Y gz =5 = 3 aurg(z — 9.

p=0 g=-n

Vze D(s;r[\{s},

Q [

Dans le cas 3 de 'exemple 5.1, on a une situation similaire puisque

00 0

. 11 2

n=0 q=—00

Soit f holomorphe a singularités isolées sur €2, d’ensemble de singularités isolées S. Soit
s € §. A la lumiere des exemples précédents, on s’attend a ce que, sur un certain disque
épointé D(s;r[\{s}, f soit la somme d’une série de fonctions du type

Z an (2 — s)",
nez

dans un sens a préciser.
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Définition 5.3. Soit s € C et 0 < r < R < 400. On appelle série de Laurent en s toute
série Yy, ., an(z — s)" telle que (ay), € C7,

a). Y ey n(z — 8)" est une série entiére de rayon de convergence > R el
b). > ,en+ —n(z — 5)" est une série enticre de rayon de convergence > 1/,
avec la convention 1/r = 400 sir = 0.

Proposition 5.2. Dans le cadre de la définition 5.3, on considére la couronne (ou 'anneau)
A(s;ryR) = {2z € C;r < |z — 5| < R}. Soit g la somme sur D(0; R[ de la série ) -, a,2"
et soit h la somme sur D(0;1/r[ (avec la convention D(0;1/r[= C sir = 0) de la série
2 n>1G-nZ".

Alors, pour tout compact K inclus dans D(s; R[, la série ), ., an(2—5)" converge normalement
sur K et, pour tout compact K inclus dans A(s;r;+00), la série > - a_,(z—s)™™ converge
normalement sur K. -

En particulier, pour tout compact K inclus dans l'anneau A(s;r; R), les deux séries précédentes
convergent normalement sur K.

Sur D(s; R[, la somme de la série Y . an(z — s)" est D(s; R[> z — g(z — s). Sur
A(s;r;+00), la somme de la série Y, o a_n(z — s)™™ est A(s;r;+00) D 2 — h(1/(z — s5)).
La fonction f : A(s;r; R) — C, définie par

1

z — S

)

est holomorphe. C’est la somme de la série de Laurent ), _, an,(z —s)" en s et on note

f(z) = gz = 5) + i

“+oo

flz) = Z a, (z — s)".

n=—oo

Pour tout n € Z, on a, pour tout p €|r; R|,

_ 1 f(w)
a, = % /;SW m dw, (51)

ol s, est le chemin fermé C [0;2n] 2 t — s+ pe d’image C(s;p) (cf corollaire 2.]).
Enfin, on a la formule de Cauchy suivante : pour tout r < p; < ps < R,

Ve Alsipiip), f(z) = i/{ de—i/ J® 4. (52)

2 w — z um w — z
P2 1

Démonstration. La convergence normale de ) . a,(z —s)" sur tout compact de D(s; R|
est assurée par le corollaire 2.1. Soit K inclus dans A(s;r; +00) et

K = {(z—-s)"" 2€e K} c D0;1/r|.

K’ est un compact comme image d’un compact par une application continue. La convergence
normale sur K de ) ., a_,(z —s)™" est équivalente a celle de ) ., a_,w" sur K’ et cette
derniere est garantie par le corollaire 2.1. -

Par inversion, compostion et somme, la fonction f est holomorphe sur A(s;r; R) (cf. proposition 1.25).
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Soit p €]r; R[. Comme C(s; p) est un compact inclus dans A(s;r; R), les séries ) -, an(2 —
s)"et > o, a_p(z—s)"" convergent normalement sur C'(s; p) donc, d’apres la proposition 1.18,
on a, pour tout p € N,

fw) NS nrl gy — 9
: mw—Zan 7A(w—s) w = 2ima,,

Sip n=-—00

car le chemin 7., est fermé et, pour tout n # p, les fonctions C \ {s} 3 w — (w — s)" P!
admettent une primitive et d’apres (2.14). On a montré (5.1).
Soit r < p1 < p2 < R et z € A(s;p1;p2) (voir dessin ci-dessous).

Par la formule de Cauchy appliquée a g(- — s) sur 'ouvert étoilé D(s; R[ (cf. théoréme 4.7),
on a

L/ de = g(z — s)Ind(Vs;p052) = g(z — )

2w , w — z
)

car z € D(s; pol, et

20 w — z

1 J—
_/ M dw = g(Z—S) Ind(’}/s;m;z) =0
Vsip

car z & D(s; p1].
Soit p € {p1;p2}. Pour w € C(s;p), on a

w—3S8 zZ—Ss
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Donc
1 1 1 1 1 1
/ n( ) dw = — / n( )= — dw
- w— s/ w—z z—=s5 ), w—5 \w—8/ — — ——
) P w—s zZ—5
. 2m
—1 , 1
= h(e ™/p) ———— dt
2 — 8 /0v (6 /p) e—it o 1
p zZ—3s
1 2m " 1 —ie™ "
= P— /0 (h<w )/w)|w/:67it/p e—pit — Zis P dt
1 h 1
= / (w) — dw,
z2=5 ), w ow— =

oll ¥ = (Vs;1/p)inv, dont I'image est C'(0;1/p).

Sur D(0;1/r[\{0}, on a N
LONES

et le rayon de convergence de la dernite série entiere est > 1/r (cf. corollaire 2.1). Donc
D(0;1/r[\{0} > w + h(w)/w se prolonge en une fonction holomorphe sur D(0;1/7[, qui est
étoilé. Par la formule de Cauchy appliquée a ce prolongement (cf. théoreme 4.7), on obtient

/%’ h(-) L dw = 2T d (1 - ) b ) e - o).

w—s)w—z z— s
Comme p; < |z—8| < p2, 1/p2 < 1/(2—5) < 1/p1. Pour p = p;, on aInd(y;1/(z—s)) = —1

donc . ) | )
/ h(w—s)w—zdw - _2mh<z—s>

Vs;p1

et, pour p = py, on a Ind(y;1/(z — s)) = 0 donc

/ h<w1—3>w1—zdw:0'

Vsipa

Zz — S

En regroupant ces calculs d’intégrale, on obtient (5.2). O

Pour une fonction f holomorphe a singularités isolées sur €2, d’ensemble de singularités isolées
S et s € §, on vérifie maintenant que f est “DSL en s”, c¢’est-a-dire que f est la somme
d’une série de Laurent sur un certain D(s; R[\{s}.

Proposition 5.3. Soit f une fonction holomorphe a singularités isolées sur ), d’ensemble
de singularités isolées S, et s € §. Il existe R > 0 tel que, pour tous 0 < p; < ps < R, on
a la formule de Cauchy (5.2). La fonction f est la somme, sur D(s; R[\{s}, de la série de
Laurent ), ., a,(2—s)" en s dont les coefficients sont donnés par (5.1), pour tout p €]0; R].
En particulier, par la proposition 5.2, f ne peut étre la somme d’une autre série de Laurent.
On appelle la série de Laurent ), a,(z — s)" le DSL de f en s.

Démonstration. Comme S est discret, il existe un R > 0 tel que D(s; R[NS = {s}. Soit
0<p1<py<Retze A(s;p1;p2). On note par d(z) la différence a droite de 1’égalité dans
(5.2). Par la proposition 2.9, on a
1 1
Q) g - oy w L[ IG)

um W -z um W — z
Vsipa Vs;p1
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Donc, par la proposition 1.19, on a

dz) = 1(2) _227T/ fw—z( 227?/ fw—z<)w' (53)

Soit g : D(s; R[— C donnée par g(z) := f'(2) et, pour w # z,
fw) ~ 1)

w — z

g(w) =

D’apres la preuve du théoréme 4.7, g est holomorphe. Comme D(s; R| est étoilé et les
chemins ., et 7., sont fermés, on a, par le théoreme 4.3,

1 1
% - gw)dw = 0 = 5 - g(w) dw.
En reportant dans (5.3), on obtient d(z) = f(z), c’est-a-dire (5.2).

En écrivant, pour w € C(s;p2), w—z=w —s+s—z,0n a

/ % dw = / u{(iU)s ] _12_3 dw .

S;p2 5502 w—s

Comme, pour w € C(s;p2), [(z —s)/(w —s)| < |z —s|/p2 < 1, on a la convergence normale
sur C(s; pg) de la série géométrique ) (2 —s)"/(w — s)", donc

RN T I Sy (1 CET
2ir ), w — z 2 ), w — s (w — s)»
S;p2 5502 n=0

= N Z—s"L —f(w) w
_Z( ) in/v w—s)"“d

= Z an (z — s)" (5.4)

en définissant a,, pour n > 0, par (5.1). En particulier, la série entiere ) ., a,w™ converge
pour |w| < p;. Par le corollaire 2.1, son rayon de convergence est > po, pour tout 0 < py < R,
donc est > R. On note par g sa somme sur D(0; R].

Par ailleurs, on a, en utilisant la convergence normale sur C(s; p;) de la série géométrique

ano(w —s)"/(z = s)",

1 1 1
2im ), w — z 2w J,, s —z 1 - &=
s;p1 s5P1

2ir S, s — 2= (z — 5"
S 1 f(w)
= — (z —s) "1 — / — dw
; 2im )y, (w — s)~n=1+1
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ou les a_,, pour p > 1, sont donnés par (5.1). En particulier, la série entiere > -, a_,uw”
converge pour tout 1/|w| > p; donc pour tout |w| < 1/p;. Par le corollaire 2.1, son rayon de
convergence est > 1/p;, pour tout 0 < pp, donc est infini. On note par h sa somme sur C.
Pour z € D(s; R[\{s}, on a donc, d’apres (5.2), (5.4) et (5.5),

7 = gz~ 5) + h(——)

zZ — S

donc la fonction f est bien la somme de la série de Laurent ), a,(z —s)" sur A(s;0; R) =
D(s; R\{s}. O

5.2 Théoréme des résidus.

On établit ici un résultat tres utile pour calculer des intégrales (cf. paragraphe 5.6).

Définition 5.4. Dans le cadre de la proposition 5.3, pour chaque s € S, le coefficient a_;
(i.e. W'(0)) est appelé résidu de f en s, noté Res(f;s).

Théoréme 5.1. [Théoréme des résidus.] Soit Q un ouvert étoilé de C et f une fonction
holomorphe a singularités isolées sur ), d’ensemble de singularités isolées S. On considere
v la;b] — Q\ S un chemin fermé. Alors

L/Vf(w)dw = ZRes(f;s)Ind(fy;s), (5.6)

2
la somme étant finie car Uensemble {s € S; Ind(vy;s) # 0} [est.

Remarque 5.1. Comme dans la partie 4.1, on peut remplacer I’hypothése ouvert étoilé par
I’hypothése ouvert simplement connexe, voir la remarque /.9. On ne peut cependant pas se
passer d’une hypothése sur 2.

Dans le cas ou, pour un zy € Q, f est donnée par f(z) = g(2)/(z— z0) avec g holomorphe sur
Q, la formule (5.6) redonne la formule de Cauchy (4.12) pour g. En effet, S = {zy} et le DSL
de fen 2z est ) oy ap(z — 2)P avec a_y = g(z0) et, pour p >0, a, = g"~'(20)/((p — 1)!)
(puisque g est DSE en zy, cf. théoréme 4.4), donc le résidu de f en zo est g(zp).

Démonstration. On commence par le

Lemme 5.1. I existe un ouvert étoilé borné Q tel que Q N S est un ensemble fini et
y([a;b]) € © c O c Q.

Démonstration. Voir TD. O

Soit ) satisfaisant les conditions du lemme 5.1. On remplace f par sa restriction a Q, que
I’on note encore par f, et son ensemble de singularités isolées est Q@ N S = {s;1 <j<p}
avec, pour 1 < j # k < p, s; # s,. Par la proposition 5.3, pour tout 1 < j < p, il existe
R; > 0 tel que f est DSL en s; sur D(s;; R;j[\{s;} :

f(z) = gi(z — s5) +hj< ! ),

Z—Sj
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o C\{s;} > h;(1/(2—s;)) est holomorphe et g; est holomorphe sur D(s;; R;[. On considere
g:Q\ S — C donnée par

o) = 10 - 2 2)

7j=1

Par la proposition 1.25, ¢g est holomorphe. Pour 1 < j < pet z € D(s;; R;[\{s;}, on a
g(z) = gj(z — s;) et, comme g; est DSE en 0 sur D(0; R;[, g se prolonge en une fonction
holomorphe sur D(0; R;[. Donc g admet un prolongement holomorphe, encore noté par g, a
Q. Comme € est étoilé, g admet une primitive sur Q (cf. théoreme 4.3) et, comme =y est un
chemin fermé, on a

0=[yg(w)dw:/< Zh(w_sj)>dw

— Lf(w)dw — i th(w — Sj)dw' (57)

par la proposition 1.19. Pour 1 < j < p, on a, en utilisant encore une convergence normale,
pour des coefficients complexes a'

Jk pour k£ € N*|
w — Sj .

a¥) (w — sj)_kdw = Z aY) /(w — sj)_kdw
k 1 k=1 v

=a 1227r1nd(7, s;) = 2imRes(f;s;)Ind(v;s;)

puisque, pour k # 1, C\ {s;} 2 w +— (w — s;)~F admet une primitive et v est fermé (cf.
proposition 1.26). En reportant dans (5.7), on obtient

/f(w)dw = um Z Res(f; s) Ind(~;s) . (5.8)
v se(ins)

Soit s € (S'\ Q). Donc s € (C\ ). Comme C\ Q est le complémentaire de I'ensemble
borné €, il est non borné et connexe par arcs. Comme v([a;b]) C 2, C\ Q est inclus dans
C\ v([a; b]). Par la proposition 4.1, Ind, est nulle sur C \ Q et Ind(v;s) = 0. Donc

ZRGS s)Ind(v;s) = Z Res(f; s) Ind(7; s)

seS se(QnS)

ce qui, avec (5.8), donne (5.6). O

5.3 Classification des singularités.

Pour une fonction holomorphe a singularités isolées, on distingue différents types de singularité.

Définition 5.5. Soit Q) un ouvert non vide de C et f une holomorphe a singularités isolées
sur §), d’ensemble de singularités isolées S. Soit s € S et Y, _,an,(z —s)" le DSL de f en
S.

nEZ
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1. Si, pour tout n < 0, a, =0 (i.e. h =0), on dit que s est une singularité artificielle
(ou rétractable) de f.

2. Sil’ensemble Cs :== {n € N*; a_,, # 0} est non vide et fini, on dit que s est un pole de
f d’ordre ng, ot ng = maxCs (i.e. h est un polynome de degré ng).

3. Si 'ensemble C est infini, on dit que s est une singularité essentielle de f.
4. On dit que f est méromorphe sur € si elle n’a pas de singularité essentielle.

On peut repérer le type d’une singularité sans connaitre le DSL en cette singularité, comme
le montre le

Théoréme 5.2. Soit Q) un ouvert non vide de C, f une holomorphe a singularités isolées
sur €2, d’ensemble de singularités isolées S et s € S.

1. Soit s := {n € N; lim, ,,(z — 5)"f(2) existe}. Alors I, est vide ou bien il existe
no € N tel que T, = [ng; +oo[ NN.

2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

Py. s est une singularité artificielle de f.

Py. 1l eziste un v > 0 tel que la restriction de f a D(s;r[\{s} se prolonge en une
application holomorphe sur D(s;r].

Ps. limg f existe dans C.
Py. limg |f| existe dans RT.

Ps. I existe r > 0 tel que la restriction de f a D(s;r] \ {s} est bornée.
3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

Q1. s est un pole de f.
Qo. limg f n’existe pas dans C et il existe n € N* tel que lim,_,s(z — s)" f(z) existe.

Q3. limg f n'existe pas dans C et il existe n € N* et r > 0 tels que s est une singularité
artificielle de D(s;r[\{s} 2 z — (z — )" f(2).

Q4. limg |f| existe et vaut +oco.
4. s est une singularité essentielle de f si et seulement silimg |f| n’eziste pas.

5. 51 s est une singularité artificielle de f alors T, = N. Si s est un pole de [ alors son
ordre est le minimum de Ls. Si s est une singularité essentielle de f alors I est vide.

6. Soit zg € €) tel zyp ne soit pas une singularité essentielle de f. Alors il existe v > 0,
p € Z et une fonction holomorphe g : D(zo;r[— C ne s’annulant pas tels que

Vz € D(zo;r[\{20}, f(2) = (z — 20)Pg(2). (5.9)
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Démonstration. Supposons n € Z,. Pour p > n, on a, sur un D(s;r[\{s}, (z — s)?f(z) =
(z —s)P~™(z — s)"f(2), qui tend vers 0, quand z — s. Donc p € Z; et [n; +00[NN C Z;. En
posant ng = minZ;, on a donc Z, = [ng; +oo[NN.

P, = P, : Par hypothese, il existe r > 0 telle que f(2) = g(z —s) + h(1/(z — s)) sur
D(s;r[\{s} avec g holomorphe sur D(0;r[ et h nulle. Donc f se prolonge en la fonction
holomorphe D(s;7[3 z +— g(z — s).

Py, = P3 : Le prolongement g de f sur D(s;r[ est holomorphe donc continu en s. Donc
limg f = g(s).

Py = P, : Comme lim, f existe et le module est continu et positif, lim, | f| existe dans RT.
P, = P;5 : Par hypothese, il existe > 0 tel que, sur D(s;r[\{s}, |f| < 1+ lim,|f|. La
restriction de f a D(s;r[\{s} est donc bornée.

P; = P, : Il existe R > 0 tel que, pour z € D(s; R[\{s}, f(z) = g(z —s) + h(1/(z — s)).
Comme g est holomorphe sur D(0; R, elle y est continue. D’apreés I'hypothese, il existe
r €]0; R[ tel que f est bornée sur D(s;r| \ {s} et, comme r < R, g(- — s) est bornée sur
D(s;r]\ {s}. Donc D(s;r]\{s} 2 z — h(1/(z — s)) est aussi bornée. Comme la fonction
1/(- —s) envoie D(s;r|\ {s} sur C\ D(0;1/r[, h est bornée sur C\ D(0;1/r[. Comme h est
holomorphe sur C, elle est continue donc bornée sur D(0;1/r]. Donc h est bornée. Par le
théoreme de Liouville (cf. théoréme 3.4), h est constante et, comme h(0) = 0, h est nulle.
Donc s est une singularité artificielle de f.

D’apres 1'équivalence Py <= P, , on a l'équivalence Q)9 <= @Q)s.

Q1 = @2 : D’apres P, <= P5, lim, f n’existe pas. Il existe R > 0 tel que, pour z €
D(s; R\\{s}, f(z2) = g(z — s) + h(1/(z — s)). D’apres I'hypothese, h est un polynéme non
nul

h(w) = Z by, w”
k=0

oun € N* est le degré de h. Pour z € D(s; R[\{s}, on a donc

(= () = (== 8)'glz = 9) + D b — 5"~
k=0

qui tend vers b,,, quand z — s.

Qs = Q4 : Dapres Qy <= Q3 et P, <= P,, il existe r > 0 tel que la fonction
D(s;r[\{z} 2 z — (2 — s)"f(z) se prolonge en une fonction holomorphe F' sur D(s;r].
Quitte a réduire r, on peut supposer que le DSE Zp>0 a,(z — s)P? de F en s converge sur
D(s;r[. On a donc, pour z € D(s;r[\{z},

F(Z) +o0 ,
Fe) = —2 =S aga(z - 9)

CRTE
et c’est le DSL de f en s (par unicité de ce dernier). Siles a,4,,, pour ¢ < 0, étaient tous nuls
alors f aurait une limite en s. Cela contredit I'hypothese. Soit gg < 0 le plus petit indice ¢

tel que ag4n # 0. On a donc, pour z € D(s;r[\{z},

+oo

[) = (2= 9% Y agen(z — 8%,

4=4q0
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ou la somme précédente tend vers a,, # 0, quand z — s. Donc limg | f| = 400 car a4 # 0 et
lim, s |z — s]% = 40c0.

Qs = Q1 : Il existe R > 0 tel que, pour z € D(s; R[\{s}, f(z) =g(z —s) + h(1/(z — s)).
Comme g est holomorphe sur D(0; R[, lim, g(- — s) = ¢(0). Pour z € D(s; R[\{s},

(—==)| = 1) = lot= = ) = oo

zZ — S

quand z — s, et, par le théoreme des gendarmes,

W(m25)] = v

Comme limjy| 400 5 + 1/w = s, on en déduit que, par composition de limites, on en déduit
que limjy| 400 [R(w)| = +00. Par le théoreme 3.7, on en déduit que h est une fonction
polynome. Donc s est un pole de f.

D’apres les équivalences P, <= P, et (1 <= ()4, on a I’équivalence du point 3.

Si s est une singularité artificielle de f alors 0 € Z, par P3 donc, par 1, Z, = N.

Soit s un pole de f. Alors Z, # 0 et 0 € Z,, par Q3. Soit ny = minZ; et ng > 0 'ordre de
s. D’apres la preuve de ()1 = )2, ng € Zs donc, par 1, ng > ny. Toujours par la preuve de
Q1 = @2, on a, pour z € D(s;r[\{z},

lim
zZ—>S

(z—8)"f(2) = (z—98)"g(z —s) + Z b (2 — 8)"7F 4 (z — 5)m 7m0 Z b (z — s)"F
k=0

k=n1

Les trois premiers termes ont une limite quand z — s donc le dernier aussi. Comme la
derniere somme tend vers b,, # 0, z — (z — )™ " est bornée donc ny; = ny.

Soit s une singularité essentielle de f. Supposons qu’on ait un n € Z,. Si n = 0 alors, d’apres
P, <= Pj5, s est une singularité artificielle. Contradiction. Si n > 0 et 0 € Z, alors, d’apres
Q1 <= )2, s est un pole de f. Contradiction. Donc Z; est vide.

Soit zp € 2\ S. Si f(z0) # 0, f ne s’annule pas sur un petit disque D(zo;7[C (2\ S), par
continuité, donc on a la propriété souhaitée avec p = 0, g = f. Si zp est un zéro d’ordre
n € N* de f, soit R > 0 tel que D(z9.R[C (2 \ S). Alors on a la propriété souhaitée avec
p = n d’apres la preuve du théoreme des zéros isolés appliquée a la restriction de f au disque
D(zy.R[ (cf. théoreme 3.1).

Soit zp € § une singularité artificielle de f. D’apres 2, f se prolonge en une fonction
holomorphe f sur un D(zp; 7| et on est ramené au cas précédent avec f remplacée par f.
Soit zp € S un pole de f d’ordre n. D’apres 3, zy est une singularité artificielle d’une fonction
f: D(zp;7[— C, pour un r > 0, donnée par f(z) = (z — z9)" f(z). D’apreés le cas précédent,
il existe rg €]0;7], po € N et g : D(29; ro[— C holomorphe ne s’annulant pas tels que

Vze D(zo;roMa), (2= 20)" f(2) = (2 = 20)" 9(2),

ce qui donne la propriété souhaitée pour p = pg — n. 0

Exemple 5.2. Quelques exemples.

1. Soit f : C* — C donnée par f(z) = sin(z)/z. Comme sin est C-dérivable en 0 de
nombre C-dérivé 1, limg f existe et vaut 1. Par le théoréeme 5.2, 0 est une singularité

artificielle de f.
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2. Soit g : C\ {0;1;2} — C la fonction holomorphe donnée par

23 — 322 +32 -2 23 — 322 4+32—2

9(z) = 2 (2% — 422 4+ 52 — 2) N 2(z -1 (2 - 2)

On utilise le théoréeme 5.2. On voit que limg g et limy g n’existent pas donc 0 et 1 ne
sont pas des singularités artificielles de g. En revanche, on remarque que z°> — 32% +
32—2=(2—-2)(22—2z+1), donc limy g exziste et vaut 3/2. Donc 2 est une singularité
artificielle de g. En particulier, le résidu de g en 2 est nul. Comme lim,_,o zg(z) eziste
et limg g n’existe pas, 0 est un pole d’ordre 1 de g. Comme lim,_,5 g(z) n’existe pas,
lim, ,o(2 — 2)g(z) n'existe pas et lim, (2 — 2)?g(z2) emiste, 2 est un pole d’ordre 2 de
g. Puisque g n’a pas de singularité essentielle, g est une fonction méromorphe sur C.
On déterminera plus loin les résidus de g en 0 et 1.

3. Soit h : C* — C donnée par h(z) = exp(1/z). Par composition, elle est holomorphe.
Par définition de l’exponentielle, on a, pour tout z € C*,

+<>01

h(z) = Z az*".

n=0

Par unicité, il s’agit du DSL de h en 0. Comme le coefficient de chaque puissance
négative est non nul, 0 est une singularité essentielle de h (cf. définition 5.5). Par le
théoréme 5.2, pour tout n € N, les fonctions C* 3 z — 2"h(z) n'ont pas de limite en 0
et |h| n’a pas de limite en 0. De plus, pour tout r > 0 et tout n € N, la restriction de
C* 3z z"h(2) a D(0;r] \ {0} nest pas bornée. Grace au développement précédent,
le résidu de h en 0 est 1/(1!) = 1.

4. On reprend le 2 de Uezemple 5.1. Soit s € Z(g) et n Uordre de s comme zéro de g.
D’apres la preuve du théoréeme 5.1,

—

(2)
2)

existe donc, par le théoreme 5.2, s est soit une singularité artificielle soit un pole de
f/g. Donc f/g est une fonction méromorphe.

lim (z — s)"
Z—S

i
—

5.4 Opérations.

Dans cette partie, on vérifie que I'ensemble des fonctions holomorphes a singularités isolées
sur un ouvert est stable par certaines opérations.
Par commodité, on introduit la

Définition 5.6. Soit Q0 un ouvert non vide de C. L’ensemble des fonctions holomorphes a
singularités isolées sur S est noté Hy; ().

Proposition 5.4. Soit Q un ouvert non vide de C. Soit f1 € He(Q), f2 € Hsi(Q) et A € C.
Alors fi+ fo € Hu(Q), fife € Ha(Q), M1 € Ha(2) et fi € Hau(R).
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Démonstration. Soit S; (resp. Sy) 'ensemble des singularités isolées de fi (resp. fa).

Comme Af; et f] sont holomorphes sur €\ S; (cf. proposition 1.25, théoreme 4.4 et
définition 3.2), Af; € H«(2) et fi € Hs (). Soit S =81 U Sy D’apres la proposition 5.1,
S est discret et fermé dans €. Par la proposition 1.25, f; 4+ f5 et fi fo sont holomorphes sur
Q \ S. Donc fl + f2 € HSZ(Q) et flfg € Hsz(Q) O

Proposition 5.5. Soit Q un domaine de C. Soit f1 € H(Q) et fo € Hyi(Y), la fonction fo
étant non nulle. Soit Sy (resp. Sa) l’ensemble des singularités isolées de fi (resp. fa). Soit
Z(f1) Uensemble des zéros de fy et Z := Z(fa) l'ensemble des zéros de fo.

1.

2.

L’ensemble Z des zéros de fo est un ensemble discret et fermé dans Q\ Ss.
Sis€ ((Z\ Z) N Q) alors s est une singularité essentielle de f,.
fi/fo € Hsi(Q) et son ensemble de singularités isolées est S; U Sy U Z.

Soit s une singularité essentielle de fi. Alors, si s n’est pas une singularité essentielle
de fo, s est aussi une singularité essentielle de f1/ fo.

Soit s une singularité essentielle de fo. Alors, si s nest pas une singularité essentielle
de fi1, s est aussi une singularité essentielle de f1/ fo.

Démonstration. Par hypothese, S; et S; sont discrets et fermés dans 2 donc SSNQ=§
et S N Q =8, Par la proposition 5.1, '\ Sy est un domaine.

1.

Comme fy est holomorphe sur le domaine 2\ Sy, Z est un ensemble discret, par le
théoreme des zéros isolés (cf. théoréme 3.1). Soit (2,), € Z" une suite tendant vers
un z € (2\Sy). Comme fy est continue en z, fo(2) = lim fa(z,) = 0 donc z € Z. Donc
Z est fermé dans 2\ Sy, par la proposition 5.1.

. Par hypothese, il existe une suite (z,), € Z" tendant vers s. Comme on suppose que

s€7Z,s¢(Q\Sy), par le 1. Or s € Q par hypothese, donc s € Ss.

Supposons que s soit un pole de fy. Par le théoreme 5.2, lim, | fo| = +00. Donc, par
composition de limites, +00 = lim |f5(z,)|. Contradiction puisque la suite (f2(25))n
est nulle.

Supposons que s soit une singularité artificielle de f,. Par le théoreme 5.2, il existe
r > 0 tel que la restriction de fo & D(s;7r[\{s} se prolonge en une fonction holomorphe
g sur D(s;r[. 1l existe N € N tel que, pour n > N, z, € D(s;r[\{s}. Pour n > N,
9(zn) = fa(zn) = 0 et, comme g est continue en s, ¢g(s) = lim fo(z,) = 0. Le point s est
donc un point d’accumulation de Z(g). Par le théoreme des zéros isolés sur le domaine
D(s;r] (cf. théoreme 3.1), g est nulle. Donc fy est nulle sur D(s;7r[\{s}. Comme
2\ S, est un domaine, le théoréeme des zéros isolés (cf. théoreme 3.1) impose que fo
soit nulle. Contradiction avec I'hypothese sur f.

Conclusion : s est forcément une singularité essentielle de fs.

Le quotient fi(2)/f2(z) n’est définie que si z € Q et z & (S; U Sy U Z). De plus, par
la proposition 1.25, fi/fa est holomorphe sur 2\ (S§; U S U Z).
Par la proposition 5.1 et le point 1, 'ensemble §; U S; U Z est discret et fermé dans

Q. On a montré que f1/f2 € Hi(9).
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4. Comme s n’est pas une singularité essentielle de fs, il existe, d’apres le 6 du théoreme 5.2,
ro >0, pg € Z et gy : D(s;r9[— C holomorphe ne s’annulant pas tels que

Vze D(sira[\{s}, fol2) = (2 — 20)” ga2(2).

Supposons que s n’est pas une singularité essentielle de fi/fs. Alors, par le 6 du
théoreme 5.2, il existe r €]0;7q], p € Z et g : D(s;r[—> C holomorphe ne s’annulant
pas tels que

fi

E (2) = (2 — 20)"9(2).

Donc, sur D(s;r[\{s}, fi1(2) = (z—$)P**2g(2)ga2(z) et, comme limg ggo = g(s)ga(s) # 0,
limg | f1| existe. D’apres le 4 du théoreme 5.2, cela contredit ’hypothese selon laquelle
s est une singularité essentielle de f;. Donc s est bien une singularité essentielle de

fi/ fa.

5. Supposons que s n’est pas une singularité essentielle de f;/f,. Comme au 4, il existe
r >0, (p;p1) € Z% g,91 : D(s;7[— C holomorphes et ne s’annulant pas tels que

h
f2
Donc, sur D(s;r[\{s}, fa(z) = (z=5)"" "Pg1(2)/9(2) et, commelim, g1/g = g1(s)/g(s) #

0, limy | fo| existe. D’apres le 4 du théoreme 5.2, cela contredit I'hypothese selon laquelle
s est une singularité essentielle de f;. Donc s est bien une singularité essentielle de

fi/ fa. O

Vze D(s;r[\{s},

Vze D(sir\{s}, +(2) = (z = 20)"9(2) et fiz) = (z = 20)" 9(2).

Remarque 5.2. La situation du 2 de cette proposition 5.5 se produit dans [’exemple suivant.
Soit f : C* — C donnée par f(z) = cos(1/z) et Q = C. Par composition, f est holomorphe
sur C*. Donc f € Hs(C). On vérifie (cf. TD) que

1

1)
/2 + nm’ ne

z2(f) = {
Le point 0 est point d’accumulation de Z(f), puisque la suite (1/(7/2 4+ nw)), tend vers 0,
et 0 ¢ Z(f), puisque Z(f) C C*. Donc 0 € (Z(f)\Z(f)) N Q).
Le 2 de la proposition 5.5 montre que 0 est une singularité essentielle de f ce que 'on peut
retrouver en utilisant le DSE de cosinus sur C.

5.5 Fonctions méromorphes.

Parmi les fonctions holomorphes a singularités isolées, on se concentre ici sur les fonctions
méromorphes qui ont été définies dans la définition 5.5.

Définition 5.7. Soit Q) un ouvert non vide de C. L’ensemble des fonctions méromorphes
sur € est noté M(2).

Proposition 5.6. Soit 2 un ouvert non vide de C. Soit f; € M(Q), fo € M(2) et A € C.
Alors fi + fo € M(QY), fifa € M(Q), A\f1 € M(Q) et f| € M(Q2).
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Démonstration. Par la preuve de la proposition 5.4, fi + fo € Hu(QQ), fife € Hs(Q),
A1 € Hai(Q) et f1 € Hyi(2), densemble de singularités isolées S := S; U Ss, S, 81 et Sy,
respectivement.

Soit s € §;. Comme s n’est pas une singularité essentielle de f;, puisque f; est méromorphe,
limg | f1| existe (cf. le 4 du théoreme 5.2) donc limg | fi| existe.

Soit s € §. Comme f; et fy sont méromorphes, s n’est ni une singularité essentielle pour
f1 ni pour fo. Par le 6 du théoréme 5.2, il existe r > 0, (p1;p2) € Z? et des fonctions
holomorphes g1, g2 : D(s;r[—> C ne s’annulant pas tels que

Vze D(s;ir\{s}, fi(2) = (z = s)"qu(2) et falz) = (2 = )" q(z).  (510)

Donc limg | f1 fo| existe.
Sur D(s;r[\{s}, on peut écrire, si p; > pa,

filz) + fo(2) = (2 = s (91(2) + (2 = 577 ga(2))
et, si p1 < po,

filz2) + fo(2) = (2 = ) ((z = 9" ™ g1(2) + ga(2)).

Lorsque p; = py = p, on peut écrire sur D(s;r[\{s}, d’apres la preuve du théoreme des zéros
isolés pour g; + g2 sur le domaine D(s;r[ si g1(s) + ga(s) = 0,

fiz) + fa2) = (2 = 5)" (2 = 5)"g(2)

avec n € N et g holomorphe ne s’annulant pas en s. Dans tous les cas, lim; |f; + fo| existe.
Soit s € §;. D’apres (5.10), on a, sur D(s;r[\{s},

filz) = pi(z = )" gi(z) + (2 = )" gi(z) = (2 — "7 (maa(2) + (2 — 5) g1(2))

donc limy | f{] existe.

Par le 4 du théoreme 5.2, s € §; n’est pas une singularité essentielle de f{ nide A\f; et s € S
n’est pas une singularité essentielle de f; + fo ni de fif5. Les fonctions fi, Afi1, fi + f2 et
f1f2 sont donc méromorphes. O

Que peut-on dire d’un quotient de fonctions méromorphes 7

Proposition 5.7. Soit Q un domaine de C. Soit f € M(Q) et g € M(Q), la fonction g
étant non nulle. Soit Py (resp. Py) Uensemble des poles de f (resp. g).

1. f/g € M(Q).

2. Sise (Pr\(Z(g) UP,)) et sing estl’ordre de s comme pole de f, alors s est un péle
de f/g d’ordre ny.

3. Sis € (PrNP,), ns est lordre de s comme pole de f, n, est l'ordre de s comme péle
de g, alors, siny > ng, s est un pole de f/g d’ordre ny —n, et, siny < ng,, s est une
singularité artificielle de f/g.

4. Sise (Pr N Z(g)), ng est Uordre de s comme poéle de f, N, est lordre de s comme
zéro de g, alors s est un pole de f/g d’ordre ny+ N,.
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Sis e (Z(g)\ (Z(f) U Py)) et si Ny est l'ordre de s comme zéro de g, alors s est un
pole de f/g d’ordre N,.

6. Sise(Z(g) N Z(f)), N, est Uordre de s comme zéro de g, Ny est l'ordre de s comme

zéro de f, alors, si Ny > Ny, s est une singularité artificielle de f/g et, si Ny < N,
s est un pole de f/g d’ordre Ny — Ny.

Démonstration. On note par Sy (resp. S;) I'ensemble des singularités isolées de f (resp. g).
Par le 3 de la proposition 5.5, f/g € H4(€2), d’ensemble de singularités isolées Sy US, U Z(g).
Soit zg € €2. Comme f et g sont méromorphes, il existe, d’apres le 6 du théoreme 5.2, r > 0,
(p;q) € Z* et f1,g1 : D(20;r[— C holomorphes ne s’annulant pas tels que

Vze D(zo;r[\Mzo}, [fl2) = (2= 20)"fiz) et g(z) = (2 = 20)'0:1(2).  (5.11)
1.

Il reste a vérifier que f/g n’a pas de singularité essentielle. Soit zp € (Sy U S, U Z(g)).
D’apres (5.11), lim,, |f/g| existe donc, par le 4 du théoreme 5.2, zp n’est pas une
singularité essentielle de f/g.

Par hypothese et la preuve du 6 du théoreme 5.2, on a (5.11) avec zyp = s, p = —ns < 0
et ¢ = 0. On en déduit que, pour n € N avec n < ny, lim,_,s(z — 5)"(f/g)(2) n’existe
pas tandis que lim,_,s(z — )" (f/g)(z) existe. Par les points 3 et 5 du théoreme 5.2,
s est un pole de f/g d’ordre ny.

Par hypothese et la preuve du 6 du théoreme 5.2, on a (5.11) avec zyp = s, p = —ny < 0
et ¢ = —ng < 0. On en déduit que, si ny < n,, lim,(f/g) existe donc, par le 2
du théoreme 5.2, s est une singulartité artificielle de f/g. On déduit de (5.11) que,
si ng > ng, lim, ,s(z — $)"(f/g)(2) n'existe pas pour n < ny — n, et existe pour
n = ny —n,. Par les points 3 et 5 du théoreme 5.2, s est un pole de f/g d’ordre
Ny — Ng.

Par hypothese et la preuve du 6 du théoreme 5.2, on a (5.11) avec zyp = s, p = —ns < 0
et ¢ = N, > 0. On en déduit que lim,_,,(z —5)"(f/g)(z) n’existe pas pour n < ng+ N,
et existe pour n = ny+ N,. Par les points 3 et 5 du théoreme 5.2, s est un pole de f/g
d’ordre ny + Nj.

. Par hypothese et la preuve du 6 du théoreme 5.2, on a (5.11) avec zg = s, p = 0 et

¢ = Ny > 0. On en déduit que lim, ,,(z — s)"(f/g)(z) n'existe pas pour n < N, et
existe pour n = N,. Par les points 3 et 5 du théoreme 5.2, s est un pole de f/g d’ordre
N,

g-

. Par hypothese et la preuve du 6 du théoreme 5.2, on a (5.11) avec zg = s, p = Ny > 0

et ¢ = Ny, > 0. On en déduit que, si Ny > N,, limy(f/g) existe donc, par le 2
du théoreme 5.2, s est une singulartité artificielle de f/g. On déduit de (5.11) que,
si Ny < Ny, lim, (2 — $)"(f/g)(2) n’existe pas pour n < N, — Ny et existe pour
n = N, — Ny. Par les points 3 et 5 du théoreme 5.2, s est un pole de f/g d’ordre
N, — Ny. O

Dans le 4 de 'exemple 5.2, on a vu qu'un quotient de fonctions holomorphes sur un domaine
Q) est une fonction méromorphe. On va maintenant montrer que, “localement”, une fonction
méromorphe est un quotient de fonctions holomorphes.
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Théoreme 5.3. Soit 2 un ouvert non vide de C et f une fonction définie dans €2. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

1. La fonction f est méromorphe sur €.

2. Il existe un ensemble S, discret et fermé dans 2, tel que f est holomorphe sur Q\ S
et, pour tout z € Q, il existe r > 0 et deux fonctions holomorphes f1, fo : D(z;r[— C
tels que fo est non nulle, Z(fi) N Z(f2) =0 et f = fi/fs sur D(z;r[\{z}.

3. Il existe un ensemble S, discret et fermé dans 2, tel que f est holomorphe sur Q\S et tel
que, pour tout s € S, il existe r > 0 et deux fonctions holomorphes fi, fo : D(s;r[— C

tels que fo est non nulle, Z(f1) N Z(fa) =0 et f = f1/fa sur D(s;r[\{s}.

4. 1l existe un ensemble S, discret et fermé dans €, tel que f est holomorphe sur Q\S et tel
que, pour tout s € S, il exister > 0, p € Z et une fonction holomorphe g : D(s;r[— C
ne s’annulant pas tels que, sur D(s;r[\{s}, f(z) = (z — s)Pg(2).

Démonstration. On procede par implications successives.

1 = 2 : Soit S 'ensemble de singularités isolées de f. On sait que S est discret et fermé
dans Q et que 2\ S est ouvert. Soit z € (.

Casou z€ Q\S : Il existe r > 0 tel que D(z;r[C Q\ S et f = fi/fe sur D(z;r[, pour
f1 = f et fo constante égale a 1. On a Z(fy) = () donc Z(f1) N Z(f2) = 0.

Casou z =5 € S et s est un pole de f : Par la preuve du 6 du théoreme 5.2, il existe r > 0,
il existe p € Z avec p < 0 et il existe une fonction holomorphe g : D(s;r[— C ne s’annulant
pas tels que (5.9) soit vraie. On a le résultat souhaité pour f; = ¢ ne s’annulant pas et f,
donnée par fo(z) = (z — s)7P.

Cas ol z =5 € S et s est une singularité artificielle de f: Parla preuve du 6 du théoreme 5.2,
il existe r > 0, il existe p € N et il existe une fonction holomorphe g : D(s;r[— C
ne s’annulant pas tels que (5.9) soit vraie. On a le résultat souhaité pour f; donnée par
fi(z) = (z — s)P et fo = 1/g ne s’annulant pas.

2 = 3 : Cest clair.

3 =4 : On prend 'ensemble S de I'hypothese. Soit s € S.

Cas ou fy(s) #0 : Par continuité de fo, il existe ' €]0;7] tel que fo ne s’annule pas
sur D(s;r’[. Par la preuve du 6 du théoreme 5.2, il existe r > 0, il existe p € N et il
existe une fonction holomorphe g; : D(s;r[— C ne s’annulant pas tels que, sur D(s;7],
fi(2) = (2 — s)Pg1(2). On a le résultat souhaité avec g = g/ fo ne s’annulant pas.

Cas ou fa(s) = 0: Soit n > 0 'ordre de s comme zéro de fo. Par la preuve du théoreme des
zéros isolés (cf. théoreme 3.1), il existe 7 > 0 et une fonction holomorphe go : D(s;r[— C
ne s’annulant pas tels que, sur D(s;7], f2(2) = (2 — 5)"g2(2). Par hypothese, fi(s) # 0 donc,
par continuité de fi, il existe ' €]0;7] tel que fi; ne s’annule pas sur D(s;7’[. On a donc le
résultat souhaité sur D(s;7'[\{s} avec g = f1/g2 et p = —n.

4 = 1 : Par hypothese, f € H(Q2) d’ensemble de singularités isolées S. Soit s € S.
D’apres la factorisation de f, limy | f] existe donc, par le 4 du théoréeme 5.2, s n’est pas une
singularité essentielle de f. Donc f est bien méromorphe (cf. définition 5.5). U

On termine ce paragraphe en donnant des méthodes de calcul de résidu pour les fonctions
méromorphes.

Proposition 5.8. Soit 2 un ouvert, f méromorphe sur Q et s une singularité isolée (donc
non essentielle) de f.
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1. Si s est un pole simple de f alors Res(f;s) = lim,,s(z — s)f(2).

2. Si s est un pole d’ordre n > 1 de f alors il existe r > 0 tel que (D(s;r[\{s}) > 2z~
(z —s)"f(z) se prolonge en une fonction holomorphe f sur D(s;r]| et

()
Res(f;s) = hin =) = TEIR

3. S’il existe r > 0 tel que la restriction de f a D(s;r[\{s} soit f1/fa, ot fi1, fo : D(s;r]—
C sont holomorphes et s est un zéro d’ordre 1 de fy. Alors Res(f;s) = fi(s)/f5(s).

Démonstration. Par la proposition 5.3, le DSL de f en s est de la forme, pour un » > 0
etunn > 1,

VzeD(s;r[\{s}), f(z) = g(z —s)+ > ar(z— 9" (5.12)

et a_; = Res(f;s).
1. Il s’agit d’'un cas particulier du 2, le cas n = 1.

2. On a (5.12) pour l'ordre n du pole s. Donc, pour tout z € D(s;r[\{s}, on a
(2= 9)"f(z) = (z = 9)"g(z =) + Y ay(z—s)""
k=1
qui se prolonge en une fonction holomorphe f sur D(s;r]. De plus

. <40 n-1
Vze D(s;r[, f(z) = Z ) (z — s)"™F + Z arn(z — )t

k=0 ’ =0
n—1

=m0
= ag_n(z—s)z+zgk—'()(z—s)e.
{=n )

Par unicité du DSE de f en s et par (3.1), on a

fr (s

m = a1 = Res(f;s).

3. Par le théoreme 4.4, f; sont DSE en s donc il existe 1o € ]0;7] tel que, en utilisant le
fait que s est un zéro simple de f,, pour tout z € D(s; o],

fa(z) = 0+ fi(s)(z = ) + (2 = 5) g2(2)

avec f5(s) # 0 et go(s) = 0. Par continuité de go en s, il existe r; €]0;7¢] tel que,
pour z € D(s;r1], |92(2)] < |f5(s)|/2. Donc la fonction holomorphe D(s;ri[> z +—
15(s) 4+ g2(2) ne s’annule pas. Par la proposition 1.25, son inverse § est holomorphe
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sur D(s;ri[ et f1g Dest aussi. Par le théoreme 4.4, f1g est DSE en s donc il existe
r9 €]0;71] tel que, pour tout z € D(s;rs,

oo )% (g < 19) P (s
ﬁ(z): 1 Z(flg) ()(Z_s>kzz(f9) ()(z_s)p.

fo B et k! = (p+ 1)
Par unicité, il s’agit du DSL de f1/f> en s et le résidu de fi1/fs en s est le coefficient
de (z — s)7! clest-a-dire (f19)(s) = f1(s)/f4(s). O

Remarque 5.3. On revient sur des fonctions considérées dans [’exemple 5.2.

La fonction [ a une singularité artificielle en 0 donc elle admet un prolongement holomorphe
sur un disque ouvert centré en 0 (cf. théoréeme 5.2). Par la proposition 5.3, son résidu en
0 est nul. De méme, le résidu de la fonction g en 2 est nul, puisque 2 est une singularité
artificielle de g.

Comme g admet un pole simple en 0, on a, d’apres la proposition 5.8,

Res(g;0) = lim zg(z) = 1.
z—0

Comme g admet un pole double en 1, on sait, par la proposition 5.8, qu’il existe un r > 0 tel
que D(1;7[\{1} 3 2z — (2 —1)?g(2) se prolonge en une application holomorphe g : D(1;7r[—>
C et que le résidu de g en 1 est §'(1). Pour |z — 1| <7, on a

22— 322 + 32 — 2
z(z — 2)

g(z) =

donc

(322 =62+ 3)2(z —2) — (2* =322+ 32— 2)(z — 2 + 2)

§,<Z) = 22(z — 2)2 ’

On a donc Res(g;1) = §'(1) = 0.
Sur le DSL en 0 de la fonction h , on lit que son résidu en 0 est 1/(1!) = 1.

5.6 Applications du théoreme des résidus.

Commencons par une application directe du théoreme des résidus (cf. théoreme 5.1). On

veut calculer
eZz
I = —dz,
. zsin(z)

ot v : [0;27] — C est donné par y(t) = 4e”. Les fonctions g : C 3 z — exp(2z) et
h :C > z + zsin(z) sont holomorphes sur C. D’apres le 2 de I’'exemple 5.1 sur le domaine
C, le quotient f de g par h est holomorphe a singularités isolées sur C. L’ensemble des
singularités isolées est mZ (I'ensemble des zéros de h), qui est disjoint de I'image de +.
Comme C est étoilé, on peut appliquer & f le théoreme des résidus (cf. théoreme 5.1), ce
qui donne (5.6). Comme prévu par ce théoreme, il n’y a qu'un nombre fini d’éléments de
w7 dont l'indice par rapport a 7 est non nul. En l'occurence, il y en a 3, tous d’indice 1, a
savoir —m, 0 et m. Donc

I = 2im (Res(f;—m) + Res(f;0) + Res(f;m)).
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Il reste a déterminer ces résidus.

On a h/(z) = sin(z) + zcos(z) donc h'(—7m) = —mwcos(—n) = m = —mwcos(pi) = —h/(m).
Donc, comme l'exponentielle ne s’annule pas, —m et 7 sont des poles simples de f (cf
proposition 5.7). Par le 1 de la proposition 5.8,

9(
Res(f; —m) = = t  Res(f;7) = = ——.
GS(f, 7T) h/(—ﬂ') T € eS(f, 7T) h/(ﬂ') T
Comme h"(z) = 2cos(z) — zsin(z), h(0) = h'(0) = 0 # R"(0). Donc 0 est un zéro double de
h et, comme ’exponentielle ne s’annule pas, c¢’est un pole double de f (cf. proposition 5.7).
On utilise le 2 de la proposition 5.8 pour déterminer le résidu. Pour z # 0, on a z2f(z) =

zexp(2z)/sin(z), qui se prolonge en une fonction entiére f. Pour z # 0, on a, d’apres la
définition 2.4,

. (exp(2z) 4+ 2zexp(2z)) sin(z) — zexp(2z) cos(z)

/ p—
/') sin?(z)
exp(2z) ,
S2(2) (( z) sin(z) — z cos(z))
5 (2 ) > exp 22 + n 2n+1 (_1)n22n
= 2exp(2z -z
P sin(z) sin? 2n + 1)! (2n)!
2exp(22) z exp 2z Z2ntl (—1)mz?n
= Zexp(2z - %
P sin(z) sin? — 2n +1)! (2n)!
z 22 exp 2z) o= on-1
= 2exp(22) sin(z) sin? Z (2n —|— 1)! (=2n) 77

n=1

Comme lim,_,osin(z)/z = sin’(0) = cos(0) = 1 # 0, on voit que limy f =2 — 0 = 2. Par le 2
de la proposition 5.8, Res(f;0) = 2. On en déduit que

—2m 2

I = 2m(e v e—) — 4ir — 4ish(27).
T T

Le théoreme des résidus (cf. théoreme 5.1) est tres utile pour déterminer la valeur d’intégrales
usuelles. On a déja calculé une telle intégrale dans le paragraphe 4.3 en utilisant la formule
de Cauchy générale, qui est un cas particulier du théoreme des résidus (cf. remarque 5.1).
On donne ici deux autres exemples.

On souhaite calculer I'intégrale

27
At
o 2+sin(?)

Notons tout de suite que la fonction [0;27] 5 ¢ — 1/(2 + sin(¢)) est bien définie et continue,
puisque, pour ¢ € [0; 27, |sin(¢)] < 1. En écrivant sin(¢) comme la partie imaginaire de e’

on a 9 9 "
T 2 T 26l
I = / 2 at = / 2 dt
0 44 + ezt _ e—zt 0 ez2t + 4Zezt -1
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On interprete I comme 'intégrale le long du chemin fermé ~ : [0;27] > ¢ +— €%, qui est de
classe C1 (cf. corollaire 2.4), de la fonction f, définie dans C, par f(z) = 2/(2% + 4iz — 1).
Comme, pour z € C,

2t diz—1 = (2422 +3 = (2+ 2 +iV3) (2 + 2 —iV3),

et comme z_ 1= —2i —i\/3 et 2z, := —2i + i1/3 n’appartiennent pas a C(0;1) = ~([0; 27]),
la fonction f est bien continue sur v([0; 27]) et on a bien

2 ) i B 2 / B
'= /o 2 | djeit — 10 dt = /0 fly@) ') dt = [yf(z)dz.

Par quotient (cf. proposition 1.25), f est holomorphe a singularités isolées sur C, qui est
étoilé, d’ensemble de singularités isolées S = {z_; 2z, }, qui est discret et fermé dans C. On
peut donc appliquer le théoreme des résidus (cf. théoreme 5.1) pour calculer I.

Comme |z_| = 2++/3 > let |2.| = 2—+/3 < 1, on a, d’apres la proposition 2.9, Ind(y; z_) =
0 et Ind(v; z4) = 1. (On aurait pu calculer ces indices avec la méthode pratique vue en TD).

Y

C(0;1)

Z_

Il reste a calculer le résidu de f en z,. D’apres la factorisation précédente du dénominateur,
z, en est un zéro simple. On applique le point 1 (ou le 3) de la proposition 5.8. On a donc

2 1
Res(f;ZJr) = Zy — 2 = Z\/g

D'ott I = 2im x 1/(iv/3) = (21)/+/3, qui est un réel positif, ce qui est normal puisque I est
une intégrale usuelle d’une fonction réelle et positive.

Remarque 5.4. Avec le méme type de raisonnement, on peut calculer des intégrales du type

T P(cos(t); sin(t))
o Q(cos(t); sin(t))

ou P,Q) sont des polynomes de deux variables. Vous avez vu en L1 qu’on pouvait calculer
ce type d’intégrale avec un changement de variables de la forme u = tan(t/2), u = cos(t),
u = sin(t) ou u = tan(t) (regles de Bioche). FEssayez d’appliquer cette méthode ici et
comparez avec le calcul effectué ci-dessus.

dt,
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On termine par le calcul, pour n € N* un entier pair, de

]n _ /+00 dx .
oo LA™

Comme n est pair, le dénominateur ne s’annule pas donc la fonction a intégrer est continue.
De plus, pour |z| > 1, 0n a (1+2")"! = O(272) et les intégrales de Riemann

/‘1 dt . /*‘” dt
R e —
o 12 L2

convergent. Donc [ est absolument convergente, par comparaison.

La encore, on voit une méthode en L1 qui permet de calculer ce type d’intégrales. La fonction
f(z) = 1/(142™) est une fraction rationnelle. 11 “suffit” donc de factoriser 1+ ™ en produit
de facteurs irréductibles et de décomposer f en éléments simples. Pour n assez petit, disons
2 ou 4, ca se fait assez bien mais si n = 14, par exemple, ce n’est plus aussi simple. C’est
surtout tres fastidieux.

On contourne ici cette difficulté en utilisant le théoreme des résidus (cf. théoreme 5.1).
Comme l'intégrale a lieu sur un intervalle non borné, on doit ’approcher par des intégrales
sur un segment afin de pouvoir utiliser le théoreme des résidus. Puisque I'intégrale I converge,

I =limg_, . [r avec
R
d
IR = / T .
R 1 + "

Soit f la fonction définie dans C par f(z) = (1 + 2")~!. Par quotient (cf. proposition 1.25),
f est holomorphe a singularités isolées sur C, qui est étoilé, d’ensemble de singularités isolées
S égal a 'ensemble des racines niemes de —1 : & = {z; 0 <k <n — 1} avec

z, = exp(im/n + 2ikm/n).

En particulier, S C U et S N R = (), puisque ’équation, d’inconnue x € R, donnée par
™ = —1, n’a pas de solution. De plus, pour tout k, z; est un pole simple de f car z
n’annule pas la dérivée du dénominateur de f. Pour R > 1, soit 'z la concaténation des
chemins C*! Y_pr ety (05T Dt — Re®. On fait le dessin de la situation dans le cas
n = 6.

Y
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On a
. f(z)dz = [ZJ&R f(z)dz + /WR f(z)dz = Ig + /m f(z)dz. (5.13)

Pour z € §, on a Ind(T'g;2) = 0, si Im(z) < 0, et Ind(T'g;2) = 1, si Im(z) > 0 (cf. la
méthode de calcul d’indice du TD). Par le théoreme des résidus (cf. théoreme 5.1), on a
(5.6) qui se réduit a
(n/2)-1
f(2)dz = > Res(f; z).

I'r k=0

Pour 0 < k < (n/2) — 1, on applique le point 3 de la proposition 5.8 pour obtenir

1 efnﬁﬁ:ﬂgﬁiﬂr (_Jj2k+1ewq2k+1vn eim(2k+1)/n
nzk

n n n

Donc, puisque 2im/n # 1,

/ f(2)ds = 24T (n/i)_l pim (k1) /m 247 ei™/m (n/i)_l (62i7r/n)k
Tr [L—— n k=0
o 2iwem™n 1 — (eXm/mynz dipe™/m —27 2i
T 1 —e2n/n  —  p(1 — edn/n)  p(e-in/n — ein/n)
B 2m
~ nsin(n/n)’

qui est indépendant de R. Par ailleurs, on a, pour R > 1,

™ Rie' ™ R R
d — __dt| < [ —————dt < ———.
/m f(z)dz /0 1 + Rreint ‘ = /0 1+ Rre| = R — 1

Pour la derniere inégalité, on a utilisé : pour tout ¢ € [0; 7], R* = |R"e™| < |1 + R"e™|+1
donc |1 + R™e™| > R" —1 > 0. Comme n > 1, le membre de droite de la derniere inégalité
tend vers 0, quand R — +00, donc

R—+o00

lim / f(z)dz = 0,
TR

par le théoreme des gendarmes. En passant a la limite R — +oo dans (5.13), on obtient

21

nsin(r/n) I
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