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Ensembles de nombres.

Exercice 1. : Résoudre dans N les équations d’inconnues n données par

1. n4+3=>5;

2. n+5=3;
3. n+a=>b,ou a et bsont des entiers naturels fixés;
4. n—3=05.

Exercice 2. : A-t-on, pour tout n € N,
26" = (2%)" 7

Et pour tout n € N* 7 Justifier toute réponse.
Exercice 3. : Montrer les propriétés suivantes en n’utilisant seulement les résultats du
cours jusqu’au Théoreme 3 inclu.

1. Pour tout (p;q;7) e N3, (p+r=q+71) = (p=q).

2. Pour tout (p;q) € N, (p+q¢=0) = (p=0).

3. Pour tout (p;q) € N?, (p+q¢=0)= (p=0 et ¢=0).

Exercice 4. : Pour (m;n) € N2, montrer, en n’utilisant que les propriétés de N, que
(mn =1) < ((m=1)et (n=1)).
Exercice 5. : On rappelle que la suite “factorielle n”, notée (n!),ecn, est la suite récurrente

donnée par 0! =1 et, pour tout n € N, (n+ 1)! = (n!) x (n + 1). Soit p € N*.

1. On suppose qu’il existe ng € N tel que ng > p et ng! > p". Montrer que, pour
n > ng, n! > p".

2. Vérifier que, si ng = pP*?, alors ng! > p™. En déduire que, pour n > pP*t, n! > p.

3. On suppose p > 2. Montrer que, pour tout n € N, p" > n.

Exercice 6. : Résoudre dans Z les équations d’inconnues n données par
1. n+3=-5;
2. 2n —5=3;
3. 2n—4 = 3;

4. an = b, ou a et b sont des entiers relatifs fixés.

Exercice 7. : Pour n € Z, on définit la valeur absolue |n| de n par |n| = max(—n;n) € N.

1. Montrer que, pour tout (m;n) € Z?, |mn| = |m| x |n|.
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2. Montrer que les seuls éléments inversibles de Z sont —1 et 1.

Exercice 8. : Vrai ou faux ? Justifier toute réponse.

1. Tout entier naturel est différent de son successeur.

2. 1l existe une suite strictement décroissante d’entiers naturels.
3. 1l existe une suite décroissante d’entiers naturels.
4

. Pour (a;b) € N x N*| a/b est bien défini dans N si et seulement si le reste de la
division euclidienne de a par b est 0.

5. La suite récurrente u : N — N donné par u(0) = 16 et, pour tout n € N,
u(n + 1) = \/u(n), est bien définie.

Exercice 9. : Avec les notations du cours, montrer que Z = J(N)U (—J(N*)) et J(N)N
(—J(N*)) = 0. On a posé :

(-J(N*) = {-a;a e J(N")}.
Exercice 10. : Montrer les propriétés suivantes.

V(a;b;c) €Z°, (a+c<b4c < a<b).
V(a;b;c) € Z° x J(N*), (ac <bc < a <b).
V(a;b) € 2%, (a<b <= —b< —a).

Exercice 11. : Soit (z;y) € Z?. Montrer que |z + y| < |z| + |y|. Montrer que |z + y| =
|z + |y| si et seulement si

((;p e J(N)) et (ye J(N))) ou <(x e —J(N)) et (ye —J(N))) .

Exercice 12. : Résoudre dans Q les équations d’inconnues n données par
1. 2n —5=3;
2. 2n -4 =3.

Exercice 13. : Soit u = (u,)nen la suite de rationnels donnée par uy = 3/2 et, pour tout
n €N, 1 = (1/2)(uy + 2/uy). Soit f: QF — Q définie par f(z) = (1/2)(z + 2/x).
Dans tout ’exercice, les intervalles sont des intervalles de Q.

1. Montrer que f([1;2]) C [1;2]. En déduire que, pour tout n € N, u, est bien défini
et que u, € [1;2].

2. Vérifier que f n’a pas de point fixe.

3. Montrer que, pour (z;y) € [1;2]?, |1 —2(zy)~!| < 1. En déduire que, pour (x;y) €
(122 [ f(2) = fy)l < 27z —yl.

4. Montrer que, pour tout (n;p) € N2 |u, 1, — u,| < 27" u, — ugl.

5. En déduire que u est une suite de Cauchy dans Q. (On pourra utiliser 'exercice 5.)



Remarque : En définissant la limite d’'une suite de rationnels comme dans R, on mon-
trerait que, si u avait une limite ¢ € Q alors, nécessairement, on aurait f(¢) = ¢. Donc,
par 2., u n’a pas de limite dans Q.

Exercice 14. : Soit v = (v, )en la suite de rationnels donnée par vy = 4/3 et, pour tout
n €N, v,41 = (2/3)(uy,+uy,t). Soit g : Q% — Q définie par g(z) = (2/3)(z+1/x). Dans
tout I'exercice, les intervalles sont des intervalles de Q.

1. Montrer que ¢([4/3;3/2]) C [4/3;3/2]. En déduire que, pour tout n € N, v, est
bien défini et que v, € [4/3;3/2].

2. Vérifier que g n’a pas de point fixe.

3. Montrer que, pour (z;y) € [4/3;3/2]%, g(z) — g(y) est du signe de x —y. En déduire
que g est croissante sur [4/3;3/2].

4. Montrer que la suite v est croissante.

Remarque : Soit V = {v,;n € N}. Par 1., V C [4/3;3/2]. Si V admettait une borne
supérieure £ € Q alors on pourrait montrer que /¢ serait en fait la limite de v et, d’apres la
relation de récurrence, que g(¢) = ¢. Par 2., V n’admet pas de borne supérieure dans Q.

Exercice 15. : Montrer, en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, que I'équa-
tion, d’inconnue x € R, donnée par 22 = 2, a une unique solution positive. Cette solution
est notée /2. Montrer que 1 < V2 < 2.

Exercice 16. : Montrer que les suites u et v des exercices 13 et 14 convergent dans R
vers un réel ¢ > (0 vérifiant ¢2 = 2.
Remarque : par exercice 15, £ = /2.
Exercice 17. : Résoudre dans R les équations d’inconnue x € R données par
1. 72 +3=0;
2. 2% = -3,
3. (22 —4x+3)(x — 1) =42 —6;
4. (22 =4z +3)(z— 1)t = -z + 1.

Exercice 18. : On désigne par | - | la valeur absolue sur R. Montrer 1'équivalence des
propositions suivantes :

P = (V(a;b) eR?, la+b| < |a] + \b|) et

Q = (Y@iy) B2, [lz] — yl| <z —yl).
Ceci est-il encore vrai sur C lorsque | - | désigne le module ?

Exercice 19. : Une partie non vide I de R est un intervalle si la proposition suivante est
vérifiée par la partie [ :

V(zy)e I <y, [zy] € 1.



Ici [z;y] = {2z € R;x < z < y}. On note par sup I (resp. inf I') la borne supérieure (resp.
inférieure) de . On rappelle que sup I € RU{+o0} (resp. inf I € RU{—o0}). Par conven-
tion, on décide que, pour a € R, a < 400 et —0o < a (en fait a < 400 et —o0 < a). On
convient aussi que —oo < 400 (en fait —oo < +00).

On va montrer que, nécessairement, I est d'un des types suivants : | inf I; sup I[, [inf I; sup I[,
|inf I; sup 1], [inf I;sup I].

1. Vérifier que, pour (a;b) € (RU {—o0; +00})? avec a < b. |a;b], |a; b], [a; b] et [a; b]
sont des intervalles (quand ils sont non vides).

2. Soit I un intervalle tel que, pour tout = € I, la proposition (inf I < x < sup I) soit
fausse. Montrer que I a un seul élément. On dit que I est un singleton.

3. Soit I un intervalle ayant au moins deux éléments. Montrer qu’il existe x € I tel
que inf I < x < supI. Montrer qu’il existe (y;2) € I* tel que y < = < 2. En
déduire |inf I;sup I[C I.

4. Conclure que I vaut |inf I;sup I[ ou [inf [;sup I[ ou | inf I;sup I] ou [inf I;sup I].
Exercice 20. : Soit b € N avec b > 2 (la base) et C, = {0;1;---;b — 1} (I'ensemble des
chiffres). Soit Sy I'ensemble des suites a = (a,)nen telles que, pour tout n € N, a,, € C,

et il existe V € N tel que a, = 0 pour n > N. Pour N € N, soit S}V le sous-ensemble de
Sy constitué des suites a telles que ay # 0 et a,, = 0 pour n > N. On a donc

Sy = {oyu [J sy,

NeN

Soit d : Sy — N définie, pour a € Sy, par la somme finie

o0

d(a) = Zanbn.

n=0
1. Vérifier que la suite (b"),en est strictement croissante. Montrer par récurrence que,
pour tout n € N, 0" > nb.

2. Soit N € N et a une suite a valeurs dans Cj, telle que ay # 0. Montrer que

N
Vo< Zanb" <NVt

n=0

3. En déduire que, pour tout N € N, 'application dy : S}V — [6Y; BN donnée
par dy(a) = d(a) est bien définie.

4. Montrer par récurrence sur N que dy est injective pour tout N € N.

5. Montrer par récurrence sur N que dy est surjective pour tout N € N.

6. En déduire que d est bijective.

Tout entier naturel n s’écrit donc d(a) pour une et une seule suite de chiffres a € Sy. d(a)
est son développement en base b.



