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Suites réelles.

Exercice 26. : Déterminer la limite supérieure et la limite inférieure des suites (un)nen,
(vn)nENa (wn)neN, (-'L'n)neN, (yn)neN et (Zn)neN, définies par

(="
n+1

Up = (1), v, = (=1)"n,w, = y Zn = coS(NT/4), Yn = Un+2Tn, 2n = Up+Wy.

Que valent lim sup z9,41 et liminf 9,4, 7
Exercice 27. : Déterminer I’ensemble des valeurs d’adhérence des suites de 'exercice 26.

Exercice 28. : Soit (un)nen €t (Vn)nen deux suites réelles équivalentes. Cela signifie qu’il
existe une suite (k,)nen tendant vers 1 telle que, pour tout n € N, u, = k,v,. Montrer
que (%n)neN €t (Un)nen ont les mémes valeurs d’adhérence.

Exercice 29. : Soit (up)nen une suite réelle telle que (ug,)nen converge vers un certain
£ et (Ugn+1)nen vers un certain £. Montrer que V.A(u) = {¢; £'}. Que peut-on dire de plus
lorsque £ = ¢'7

Exercice 30. : Pour une suite réelle (ay, )nen, on note par V. A(a,) ’ensemble de ses valeurs
d’adhérence. Soit I un segment de R, (u,)nen une suite réelle telle que VA(u,) C I et
f : I — R une fonction continue. Montrer que VA(f(un)) = f(VA(un)).

Exercice 31. : Soit (up)nen €t (Vn)nen des suites réelles.

1. Donner un choix des suites (¢ )nen €t (Un)nen tel que lim sup u,, < +00, lim sup v, <
+00 et limsup(u, + v,) < (limsup u,) + (lim sup v,).

2. Donner un choix des suites (un )nen €t (Un)nen tel que, pour tout n, u, > 0 et v, > 0,
lim sup u, < +00, limsup v, < +00 et limsup(upv,) < (lithsupu,) - (lim sup v,).

3. Donner un choix des suites (up)nen €t (Vp)nen tel que, pour tout n, u, > 0 et
Up > 0, lim sup u, = 400, lim sup v, < +00 et limsup(u,v,) < +00.

4. Donner un choix des suites (up)nen €t (vn)nGiN tel que, pour tout n, u, > 0 et
vp 2 0, limsup u, = +00, limsup v, = +00 et lim sup(u,v,) < +00.

5. Donner un choix de la suite (u,)nen tel que —00 < inf u, < liminf u, < lim sup u, <
sup u, < +00.

Exercice 32. : Soit (un)nen €t (Un)nen des suites réelles.
1. Montrer que lim inf(—wu,) = — lim sup u,.
2. Montrer que
liminfu, +limsupv, < limsup(u, + v,). (6)

(Indication : on pourra extraire des.sous-suites appropriées).




3. Donner un choix des suites (t )nen €t (vn)nen tel que 'inégalité dans (6) soit stricte.
4. On suppose que les deux suites sont positives. Montrer que

(liminfuy) - (limsupv,) < limsup(u, - va)- (7)
5. Donner un choix des suites (up )nen €6 (v )nen tel que Vinégalité dans (7) soit stricte.

Exercice 33. : Soit b > a > 0. Déterminer la limite supérieure des suites (up)nen,
('Un)nEN, (wn)neN, (xn)nENa (yn)neN et (zn)n€N7 définies par

2+(_1)n _ n 2 n - I n+1
ntl ’U"_V3+n+1+(“—1) 7'“_Jn“\/‘a' |a
ro = YT T 0], 40 = VTP, 20 = .

Exercice 34. : Soit I un intervalle de R et f : I — R continue et croissante. Soit
(un)nen une suite réelle telle que a :=liminfu, € I et b:= limsupu, € 1 (en particulier
—00 < a £ b < 400). Montrer que

liminf f(u,) = f(a) et limsup f(u.) = f(b).

Application : déterminer lim sup e*+*(-1" et lim inf 3+2(-1)",

n

Exercice 35. : Soit (un)nen+ une suite réelle bornée. On définit une suite (vn)nen«, sa
moyenne de Césaro, par

1 n
Up = .’I_L Z Uy - (8)
k=1

Montrer que
liminfu, < liminfv, < limsupv, < limsupuy,.

En choisissant u, = (—=1)"*, pour n > 1, vérifier que (¢n)nen+ diverge tandis que (vn)nen-
converge vers 0.

Exercice 36. : Soit (up)nen+ une suite réelle telle que (ugn)nen~ converge vers £ € R et
(tgn+1)nen converge vers £ € R. On considére sa moyenne de Césaro c’est-a-dire la suite
(Un)nen+ donnée par (8) dans ’exercice 35.

1. Soit (@n)nen+ une suite convergente et (b, )nen- sa moyenne de Césaro. Montrer que
(bp)nen- converge vers lim a,. (Indication : on pourra utiliser I’exercice 35).

2. Montrer que, pour tout n € N*,
1 n
Ugn = on Z(uzk + uzk—1) )

k=1

3. Montrer que la suite (vzn — (£ + £')/2)nen- est la moyenne de Césaro d’une suite
convergeant vers 0. En déduire que (vq, )nen+ converge et déterminer sa limite.

4. Montrer que, pour tout n € N*, vaa41 = 2n(2n + 1) " van + (20 + 1) ugnia.




5. En déduire que (vn)nen+ converge. (Indication : on pourra utiliser I’exercice 29.)

‘Exercice 37. : Soit f : R — R définie par f(z) = 1 — 22. On considére la suite
récurrente u = (un)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, up; = f(u,). On note
par VA(u) 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u = (uy )pen-

1. Vérifier que les points fixes de f sont p_ = (=1 —+/5)/2 et p, = (=1 +/5)/2.
2. Montrer que |f/(p1)| > L et |f'(p-)| > 1.

3. Calculer VA(u) lorsque uq = 0 et lorsque ug = 1.

4

. Soit g = fo f.
a. Vérifier que p, et p_ sont des points fixes de g.
b. Vérifier que, pour tout z € R, g(z) = z%(2 — z?). Montrer que ’ensemble des
points fixes de g est {p_;0;p;;1}.
¢. Montrer que, pour |z| < 1/8 ou |z — 1] < 1/30, |¢'(z)| < 1/2.
d. En déduire que g(A) C A pour A=[-1/8;1/8] et A =[1—1/30;1+ 1/30].
e. Vérifier que (ugn)nen €t (Uant1)nen sont des suites récurrentes associées & g.

5. On choisit ug tel que |uo| < 1/8. Vérifier que u; € [1 — 1/30; 1 + 1/30].
6. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, |ug,| < 272" et |ugpyy — 1] < 272071,

7. En déduire que lim ug, = 0 et limugn1 = 1. Donc VA(u) = {0;1} d’aprés I’exer-
cice 29.

On pourra comparer cet exercice avec certains exercices de L1 sur les suites récurrentes.

Exercice 38. : Pour une partie non vide A de R et z € R, on pose
d(z;A) = inf{lz — y|; y€ A} (> 0).
Soit u = (un)nen une suite réelle bornée. Soit € > 0. Montrer par I’absurde que ’ensemble
{n e N; d(un; VA(w)) > €}

est fini.




