Université de Cergy-Pontoise

Approfondissements, S4.

Topologie de R.

Exercice 41. : Vrai ou faux ? Justifier toute réponse.

1.

A

R est un voisinage de 7.

] — 00; 0] est un voisinage de 7.

] — 2; 8] est un voisinage ouvert de 7.

| — 2; 8] est un voisinage de 7.

] — 2;7] est un voisinage de 7.

L’ensemble A donné par

est un voisinage de 7.

L’ensemble B donné par

est un voisinage de 7.

Exercice 42. : Pour chacune des parties de R

2016-2017

A1 :]271[7 A2 = {0} ) A3 :]273[7 A4 - [273[7 A5 :]27+OO[7 AG = [2,+OO[, A7 - Z’a

répondre aux questions suivantes :

Agz{n_l;nGN*},A9:{$+y;ZE6A7 etyEAg},A10:A4U]3;4[,

1. La partie est-elle ouverte 7 fermée ?

2. Quelle est son adhérence? Quel est son intérieur 7 Quelle est sa frontiere ?

3. Quels sont ses points isolés ? Quels sont ses points d’accumulation ?

Exercice 43. :

On considere les parties A, B, C' de R suivantes :

A = {—6—%;7161\1*} U {1—%;7161\1*} U2}, C = {—%;neN*} U 12,

1 1 1
B = {—6——;nEN*} U {——;nGN*} U {2——;nEN*}.
n n

n



1. Calculer A, B, ANB, ANB, ANB, AN B et AN B. Vérifier que A, B, A, B,
ANB,ANB, ANB, AN B et AN B sont deux & deux différents.

2. Calculer C, é, 6 Vérifier que C, C, U et 6 sont deux a deux différents.
3. Trouver une partie D de R telle que D, lo), D, 5, E sont deux a deux différents.

Exercice 44. : Pour n € N* soit O,, =] —n~!;n7![ et F, = {n~'}. Vérifier que, pour
tout n € N*, O,, est ouvert et F,, est fermé. L’intersection de tous les O,, est-elle ouverte ?
La réunion de tous les F,, est-elle fermée ?

Exercice 45. : Soit A une partie de R et B son complémentaire dans R. Montrer que
B =R\ A. On rappelle que 'extérieur de A est B et que Q et R\ Q sont denses dans R.
Quel est I'intérieur de Q7?7 Quelle est la frontiere de Q7 Quel est 'extérieur de Q7

Exercice 46. : Soit {2 un ouvert non vide inclus dans ]0; 4o00].

1. On suppose qu’il existe A > 0 tel que, pour tout A > A,
AQ = {dz; e} CO. 9)

Montrer qu’il existe M > 0 tel que [M; +oo[C Q.

2. On suppose qu'il existe B > 0 tel que, pour tout A €]0; B], on ait (9). Montrer
qu'’il existe m > 0 tel que |0;m| C €.

Exercice 47. : Soit I un intervalle de R (cf. exercice 23). Si I appartient a la collection
C, définie dans le cours, I est un ouvert, par définition. On montre ici qu’'un intervalle de
R qui est aussi un ouvert de R appartient forcément a la collection C.

Soit I un intervalle de R qui est un ouvert dans R. Comme R est dans C, on peut se limiter
au cas ou I # R. D’apres la forme des éléments de C et I'exercice 23, il suffit de montrer
que si [ a une extrémité finie (i.e. dans R) alors I ne la contient pas. Les extémités de [
sont inf I et sup I. Il suffit donc de montrer les propositions (inf / € R = inf I & I) et
(sup/ e R=supl & 1I).

Dans cet exercice on montre seulement la seconde par 1’absurde. On peut traiter la pre-
miere de maniere similaire.

On suppose que b = sup € R. Si b = sup! € I, montrer qu’alors, pour tout 6 > 0, il
existe y € R tel que |y —b| < 0 et y & I. En déduire une contradiction avec le fait que I
est ouvert.

Exercice 48. : Soit U une partie de R. On montre que U est ouvert si et seulement si la
proposition suivante est vraie :

P = (VxGU,E|5>O; e — 02+ 6] C U).

1. On suppose P vraie. Donc, pour tout x € U, il existe d, > 0 tel que |z —0,; x4 0,[C
U. Montrer que

U = U]x—5$;x+5$[.

zeU

En déduire que U est ouvert.



2. On suppose maintenant que U est ouvert. Il existe donc une famille (1;)pep d’in-
tervalles de C (collection définie dans le cours) telle que

U:U[b

beB

Soit « € U. 1l existe donc b € B tel que = € I,. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que
|z — ;2 + §[C I,. En déduire que P est vraie.

Exercice 49. : L’objectif de cet exercice est de montrer que () et R sont les seules parties
de R qui sont a la fois ouvertes et fermées.
1. Vérifier que () et R sont ouverts et fermés.

2. On suppose que U est une partie ouverte et fermée de R telle que U # 0 et U # R.
On note par V' le complémentaire de U dans R. Vérifier que V' est une partie
ouverte et fermée de R telle que V # () et V # R.

3. Soita e Uetbe V.Onaa#b. Onsuppose que a < b. Montrer que Fy; = UN|a; b]
et Fiy =V N|a;b] sont des fermés bornés de R.

4. Soit ¢ = sup Fy (on a ¢ € [a;b]). Montrer que ¢ € Fy. En déduire que ¢ & Fy et
que ¢ < b.

5. Montrer que |¢;b] C Fy.
6. Montrer que c appartient & I, 'adhérence de Fy .
7. Trouver une contradiction.

Exercice 50. : On dit qu'une partie B de R a la propriété de Borel-Lebesgue si, pour
toute collection (Uy,)aea d’ouverts U, de R telle que

Bc .. (10)

acA

on peut trouver un sous-ensemble fini ' de A tel que

Bc |Ju.. (11)

ack
L’objectif de I’exercice est de montrer qu’une partie B ayant la propriété de Borel-Lebesgue
est forcément fermée et bornée. On considere donc une telle partie B.

1. Montrer que

B C U]—n;n[.

En déduire qu'il existe N € N tel que B C] — N; N| et que B est bornée.

2. On suppose que B n’est pas fermée. Donc A = R\ B n’est pas ouvert. Montrer
qu’il existe un a € A tel que

VnEN*,]a——;aJrg[gZA. (12)



3. Montrer que
1 1
B CR - o= st -]
V) = U R\ o 2ra L
neN*
4. En déduire qu'il existe N € N tel que BC R\ [a— N"';a+ N1

5. En déduire une contradiction avec (12).

Exercice 51. : Topologie induite.

Soit A une partie non vide de R. On dit qu’une partie B incluse dans A est ouverte dans
A ¢'1l existe un ouvert U de R tel que B = U N A. On dit qu'une partie C' incluse dans A
est fermée dans A s'il existe un fermé F' de R tel que C' = F N A.

1. Vérifier que () et A sont ouverts dans A et fermés dans A.

2. Soit (B;)er une famille de parties de A qui sont ouvertes dans A. Montrer que la
réunion de ces parties est aussi ouverte dans A.

3. Soit (C;)ie; une famille de parties de A qui sont fermées dans A. Montrer que
I'intersection de ces parties est aussi fermée dans A.

4. Soit B une partie ouverte dans A. Vérifier que A\ B est fermée dans A.
5. Soit C' une partie fermée dans A. Vérifier que A\ C' est ouverte dans A.

6. Soit A =]0;2], V =]0;1], W =]0; 1], X = [1;2[. La partie V est-elle ouverte dans
A7 Est-elle fermée dans A? Mémes questions pour W et X.

7. Soit A =]0;2] U [3;4[. Montrer que V' = [3;4[ est ouverte et fermée dans A.



