Rappels de calcul différentiel et topologie
Thierry Jecko - Paul Boureau

1. FONCTIONS DE R? DANS R (DERIVATION PARTIELLE)
1.1. Rappel sur R2.
Proposition 1.1. L’espace R? = {(z,y) | z,y € R} muni de I’addition
) R? x R? — R2
'{«Lwﬂfww =t a2y +y)
et du produit

(. [ XE —R
@y, @ y) e gy

est un espace euclidien.
Corollaire 1.2. L’application
JR? —R
11k {(:c,y) o (), (@0) = VTR
est une norme sur R2.

1.2. Rappels sur la dérivation.

Définition 1.3. Soient I un intervalle d’intérieur non vide de R, f : I — R une

application et a un point intérieur a I. On dit que f est dérivable en a si la fonction

définie au voisinage de a par = — W a une limite finie en a, dans ce cas on

note f'(a) = lim,_,q W
Proposition 1.4. — Si f est dérivable en a alors il existe une fonction € qui

tend vers 0 en a et telle que

f(@) = fa) + f'(a)(z — a) + (x — a)e(x)

— Si il existe une fonction € qui tend vers 0 en a et un réel o tels que
f(x) = fla) + oz —a) + (z — a)e(x)

alors f est dérivable en a et f'(a) = a.
1.3. Dérivées partielles.
Définition 1.5. Soient € une partie de R? et
JQ — R
/ {<x,y> o 1@y)
une application.
Cette fonction induit, pour tout b € R, la fonction réelle partielle
&z f(x,b).

Si fgl est dérivable en a € R, on dit que f posséde une dérivée partielle par rapport
a la premiére variable en (a,b) et on note

o (a,0) = (1) (a).

De méme, pour tout a € R, on considére

I8y fla,y).
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Si fg est dérivable en b € R, on dit que f posséde une dérivée partielle par rapport
a la seconde variable en (a,b) et on note

of o
By (@0 = 0).

Exercice 1.6. Soit f: R? — R définie par

fz,y) = 2y + 3xy”.
(1) Calculer la dérivée partielle de f par rapport & « en un point (a, b) en utilisant
fil(x) = f(x,b).
(2) Calculer la dérivée partielle de f par rapport & y en un point (a, b) en utilisant
fi(y) = f(a,y).
Solution. (1) OnfixebeR:
fl(x) = f(z,b) = 22b + 3xb°.
fgi est polynomiale donc dérivable et pour tout z,
(f8)' () = 220 + 307,
et 5
L (0,0) = () (a) = 2ab + 30"
(2) On fixea e R :
fiy) = f(a,y) = a®y + 3ay*.
f§ est polynomiale donc dérivable et pour tout z,
(f2) (y) = a® + 6ay,
et
of

a—y(a,b) = (f9)(b) = a* + 6ab.

Exercice 1.7. Soit f : R? — R définie par
22y ,
fay = Zre SE@VE00)

0 si (x,y) = (0,0).
of o d
(1) Pour (x,y) # (0,0), calculer a(x,y) a laide de fg.

(2) Pour (z,y) # (0,0), calculer of (x,y) a laide de f9.

dy
of of X . : .
(3) Calculer 6—(0, 0) et 6—(0,0) a partir des fonctions partielles.
£ Y
Solution. (1) Fixons b € R et considérons, pour = # 0 ou b # 0,
2
drn oz
fb(x) —f(.l?,b) - xz_’_bg'

C’est une fonction d’une variable dérivable, et par la régle du quotient

/ 2xb)(z? + b?) — (22b)(2x 2xb3
(fl;i) (m)=< L (Iz _,_)bz)g X ): (22 + 02)2




Donc, pour (z,y) # (0,0),

of

_ 2z 13
81‘ (l',y) -

(22 + 22
(2) Fixons a € R et considérons, pour y # 0 ou a # 0,

fiy) = fla,y)
On dérive (quotient) :
. 2002 + 42) — (a24)(2 4_ 2,9 2,2 _ 2
Ainsi, pour (x,y) # (0,0),

Z—J;u,y) -

_a%y
a2 4y?

22(2% — y?)

(22 +y2)2

(3) Au point (0,0), on utilise strictement les fonctions partielles. Pour la dérivée
partielle en x, on fige b= 10 :

0 a0
fi(@) = f(z,0) = 22+0 ’
0 six =0,
donc f¢ est identiquement nulle et dérivable en 0 avec ( fg)/(()) = 0. Par
définition,
of N
+-(0,0) = 0)=0.
9 0.00= ()0

De méme, pour la dérivée partielle en y, on fige a =0 :

f8(y) = f(0,y) =0 donc (f§)'(0)=0,
d’ou
af

eTy(O’O) = 0.

1.4. Fonction de classe C'.

Définition 1.8. Soit U un ouvert de R? et f : U — R2, on dit que f est de classe
C! sur U si f posséde des dérivées partielles par rapport a toutes les variables, en
tout point de U, et que ces dérivées partielles sont continues sur U.

Proposition 1.9. Les projections
R2 —R
pi:
(r1,22) = @5
sont de classe C* sur R2.

Démonstration. La dérivée par rapport a la i—éme variable de p; est égale a
1, c’est une fonction continue sur R?. La dérivée de p; par rapport a une l'autre
variable est égale & 0 qui est aussi continue. O

Proposition 1.10. Soit U un ouvert de R?. Soient ¢, : U — R des applications
de classe C* alors o + 1 et pip sont de classe Ct. Si p(U) C I, et que f: 1 — R
est de classe C*, alors f o ¢ est de classe CL.



Exercice 1.11. Montrer que 'application
' {R2 SR

3+ y
(‘T7y) — %
est C! sur R2.

Solution. D’aprés le cours, les projections

R? —R
pi:
(Zl,l'g) = I

sont de classe C' sur R2. Les applications = ~— 2% est C! car polynomiale et

il en découle (par composition dans la proposition précédente) que application
(x,y) = 23 est C' sur R2. L’application y — e¥ est C' sur R donc par le méme
raisonnement, (x,y) — e¥ est C! sur R2. Par produit et somme (dans la proposition
précédente et comme une fonction constante est C'), application (z,y) + 1 + 2

est de classe C! & valeurs strictement positives. L’application ¢ % est C' sur
H-%' Enfin comme 'application

t — cos(t) est C* sur R, par composition et produit, ¢ est bien C! sur R2. O

R* donc par composition, I'application (x,y) —

2. APPLICATIONS LINEAIRES

Proposition 2.1. Soient (E, ||-||g) et (F,||-||r) deuz R—espaces vectoriels normés.
Si E est de dimension finie alors toute application linéaire de E dans F est continue.

Démonstration. Soit f: E — F une application linéaire et (eq,...,e,) une base
de F. Si

n

x = Z x;e; alors ||z|| = max |x;| définit une norme sur E, et puisque F est de dimension
i=1

finie elle est équivalente & || - || g. Soit ¢ > 0 tel que ||z|| < ¢||z||g pour tout x € E.

On a alors

n n
IF @)l <D lealllfellr < llz) YN e)llr < Clelle
i=1 i=1
avec C := 3" | || f(e;)|lF, ce qui prouve que f est continue (car lipschitzienne).

]

Proposition 2.2. Soient (E, ||-||g) et (F,||-||r) deuaR—espaces vectoriels normés.
Soit f € L(E, F), alors on a

sup  [|f(@)|lr=sup [[f(@)|lFr= sup o
2€E,||z| p=1 2€E, |l p<1 w€Ez#0 |

et ces quantités sont finies si et seulement si f est continue (ce qui est vrai quand
E est de dimension finies). Dans ce cas, on note ||| f ||| cette quantité.

Pour deux R—espaces vectoriels E et F', on note L(E, F') I'espace des applications
linéaires de F dans F'.

Proposition 2.3. Soient (E, ||-||g) et (F,||-||r) deuz R—espaces vectoriels normés.
Si E est de dimension finie alors lapplication

L(E,F) —R
f =1

est une norme sur L(E, F).



3. DIFFERENTIABILITE

Définition 3.1. Soient U un ouvert de R?, F un R—espace vectoriel normé, f :
U — FetageU.Ondit que f est différentiable en zg s’il existe L € L(E, F) telle
que

Ve>0,30>0,Vhe E, |h|<d = | f(zo+h)— f(zo) — L(h)||F < el|lh]].
De fagon équivalente, f est différentiable en xq s'il existe L € L(E, F) telle que
. 1
Lim m(f(ﬂﬁo +h) = f(z0) — L(h)) = 0,
ou encore telle que
f(@o + h) = f(zo) + L(h) + o(h).

Proposition 3.2. Soit f : U — F et xg € U. Si f est différentiable en xq alors
Uapplication L est unique. Elle est appelée différentielle de f en xqy et est notée
Df(xo), ou encore df (xo), dyof ou Dy, f.

Exercice 3.3. Soit f : R? — R différentiable sur R2. Calculer sa différentielle en
tout point de R? en fonction de ses dérivées partielles.

Solution. Soit a € R%en prenant h = (h1,0) on en déduit d’abord que f admet
une dérivée partielle par rapport a la premiére variable en a, avec

of |

92, (@) = Df(a)(e1)
ou e; = (1,0). En faisant la méme chose avec h = (0, hz), on a

L o) = Drt@e)

ot es = (0,1) Comme Df(a) est linéaire, on en déduit que pour tout h = (hy, ha)
on a

Di@m =3 5@,
O

Exercice 3.4. Soit L : R?> — F une application linéaire. Calculer sa différentielle
en tout point a € R?.

Solution. Soit a € RZ et h # 0, on a
L(a+ h) = L(a) + L(h).

Il en découle que DL(a) = f. Clest ici le cas le plus évident ou il n’y a pas de
termes correctifs et donc L est sa propre différentielle en tout points. (I

Exercice 3.5. Soit Q : R? — R une forme quadratique. Calculer sa différentielle
en tout point a € R?.

Solution. Il existe B une application bilinéaire symétrique sur R? (sa forme po-
laire) telle que Q(x) = B(z, ). Il en découle que pour a € R? et h # 0,
Q(a+h)=B(a+h,a+h)
= B(a,a) 4+ 2B(a,h) + B(h,h)
= Q(a) +2B(a,h) + B(h,h).
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Or B(h,h) = Z bij hih; ou (b; ;) est la matrice de B dans la base canonique,
1<i<j<2
d’ou

B(h,h)[ < [ Y Ibis| | lIR]>.
i

Par suite B(h,h) = O(||h]|?), a fortiori B(h,h) = o(||h||). I en résulte que f est
différentiable en a et que
Df(a)h = 2B(a,h).
g

Remarque 3.6. L’exercice précédent permet de calculer en tout point de R2?, la
différentielle de I'application z + ||z]|?> = (x,2) qui est une forme quadratique.

Proposition 3.7. Soient U un ouvert de R? et f: U — R?, définie par
f(@) = (fr(2), f2(x)) € R X R.

Alors [ est différentiable en xo € U si et seulement si toutes les f; sont différen-
tiables en xg et on a

D f(x0)(h) = (D f1(x0)(h), D fa(zo)(h)).

Dans ce cas, on a déja vu que alors pour tout h = (hy,hy) € R? eti=1,2 on a

3f i
Dfix Z 8333

La différentielle D f(z) est une applzcatwn linéaire de R? dans R? et sa matrice
dans la base canonique de R? est donc la matrice

ofi
s = (@) .
i) iss

appelée matrice jacobienne de f au point x.

Exercice 3.8. On considére lapplication f : R? — R? définie par

f(@,y) = (z,—y).
(1) Vérifier que f est différentiable en tout point de R2.
(2)
3)
(4)

Calculer la différentielle D f(x,y) en un point (z,y) € R2.

Donner la matrice jacobienne de f dans les bases canoniques de R2.
Interpréter géométriquement ’application linéaire associée.

Solution. (1) La fonction f est polynomiale en les variables (x,y), donc elle est
C> sur R? en particulier différentiable en tout point.

(2) Df(x,y) est I'application linéaire de R? dans R? donnée par

D)) = (G2 et + S aha, G2 i + G2 il )
(3) On a
hzy) ==z, falz,y) = -y
9f df1 0fs Of2

e R

Ainsi :



Donc la matrice jacobienne est

sren=(y %)

(4) Cette matrice correspond a une symétrie orthogonale par rapport a l'axe
(Ox) : f laisse la premiére coordonnée inchangée et change le signe de la

seconde.
O
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