Interrogation B02 du 13 février 2007 (35 min.).

Les documents et calculettes sont interdits. On rappelle que, dans un exercice, on peut
répondre a une question en utilisant les résultats précédents meéme si ceux-ci n’ont pas été
démontrés. On rappelle aussi que toute réponse doit étre justifiée, sauf mention contraire
explicite.

Interrogation notée sur 10. Bareme indicatif : 4 pts, 2 pts, 2 pts, 2,5 pts.

Avertissement : On pourra utiliser sans démonstration le fait que la fonction logarithme
népérien In est dérivable en 1 de dérivée 1, c’est-a-dire que
In(1+h)—Inl
Jig 20 FA) ZInl
h—0 h

(A1)
et le fait que

lim (Inz)/x = 0. (A2)

T—+00

Exercice 1. :

Questions de cours. Les énoncés suivants sont-ils des résultats directement impliqués par
un résultat du cours. Répondre par oui ou par non, sans justification.

1- Toute suite convergente est majorée.

2- Soit (U )nen et (v, )nen deux suites a valeurs dans R telles que, pour tout n, u,, < v,.

On a alors : limu,, <limuv,,.

&

Soit (uy,)nen une suite réelle dont tous les termes sont non nuls et telle que lim u,, = 0.
Alors la suite (1/u,)nen est bien définie et tend vers +oo.

4

Soit (ty)nen €t (Vn)nen deux suites a valeurs dans R telles que lim u,, = 4 et limv,, =
+oo. Alors la suite (u,v,)nen tend vers 4o00.

Exercice 2. : Vrai ou faux ? Justifier toute réponse.
1- Le produit (u,v,)nen d'une suite bornée (uy,),en par une suite convergente (vy,)nen
est une suite convergente.

2- Soit (up)nen définie par

exp(S (K — 13k + 1))
tn = n3 4+ 8n2 + 1 ’

ou exp désigne la fonction exponentielle. La suite (u,)nen converge vers —1.

Tourner SVP.



Exercice 3. : Soit (u,),en+ une suite complexe telle que, pour tout n > 0, |u,| = (Inn)/n.
Soit 6 € R tel que 0 & 27Z, ou

217 = {2rk; k€ Z} .

1- Montrer que la suite (¢™),cy n’a pas de limite.
2- Montrer que la suite (|uy,|)nen+ tend vers 0.

ind) en+ est-elle convergente ?

3- La suite (uy,e

Exercice 4. : Soit a € R. Soit (uy,),en+ définie par, pour tout n, u, = (1 + a/n)".

1- Montrer qu’il existe N € N* tel que, pour tout n > N, u,, > 0.

2- Montrer qu’elle converge vers e®.



Correction de l'interrogation B02 du 13 février 2007.

Exercice 1 (4 pts) :

1- Oui.
2- Non.
3- Non.
4- Oui.

Exercice 2 (2 pts) :

1-. Faux. La suite ((—1)"),, est bornée mais n’a pas de limite (cf. cours). La suite (1),
converge vers 1. Mais la suite produit (1-(—1)"), n’a pas de limite.

Remarque : le produit d'une suite bornée par une suite convergeant vers 0 est une suite
convergeant vers 0.

2-. Faux. La suite (uy,), est a termes positifs. Si elle converge, alors sa limite ¢ est positive,
par passage a la limite dans les inégalités précédentes. Donc £ ne peut étre égale a —1.
Remarque : on a pu répondre a la question sans savoir si la suite converge. On peut
montrer que (u,), tend vers +oo.

Exercice 3 (2 pts) :

1-. Soit k = E(8/(27)) et 6y = 6 — 2kw. On a 6, € [0; 2| et, pour tout n € N, ¥ = ¢inbo,
Dans le cours, on a vu que (e%),cy n’a pas de limite.

On peut aussi redémontrer le résultat du cours. Supposons que (e),,cy ait une limite /.
Comme la suite est bornée, ¢ € C. Pour tout n,

ei(n+1)9 _ ein@ . eie
Comme la sous-suite (e/" %),y de (e™),,cy tend aussi vers £, on a, par produit, £ = £-¢?.
Dot £ = 0 car § ¢ 27Z. Comme ||e™| — |¢]| < |e™ — ¢| — 0, |¢| = 1, contradiction.
2-. Comme lim,, ., n = 400, on déduit de (A2), par le cours, que lim, ., (Inn)/n = 0.
3- On montre que la suite (u,e™),en- tend vers 0. On a, pour tout n € N*,
in9‘

’une = |uy|,

qui tend vers 0 par le 2. Par le cours, (unei”(’)neN* tend vers 0.

Exercice 4 (2,5 pts) :
1- Comme lim 1/n = 0, lima/n = 0 donc il existe N € N* tel que, pour n > N, |a/n| < 1.



Donc, pour n > N, a/n > —1 soit 1 +a/n > 0 et u, > 0.
2- On suppose a # 0. Soit n > N. On a

w, — exp(nln(1+a/n)> — oxp <ln(1+a/n)—ln1> ‘

1/n
Comme lima/n = 0, on déduit de (A1), par le cours, que

In(l1+a/n) —Inl

li 1.
b a/n
Donc
In(l14+a/n)—In1l . In(l1+a/n)—Inl
1/n B a/n

tend vers a, lorsque n tend vers I'infini. Comme la fonction exponentielle est continue en
a, on en déduit, par le cours, que lim,,_., u, existe et vaut exp(a).
Lorsque a = 0, la suite (u,),en+ est constante égale a 1 donc converge vers 1 = exp(0) =

exp(a).



Interrogation B02 du 17 avril 2007 (35 min.).

Les documents et calculettes sont interdits. On rappelle que, dans un exercice, on peut
répondre a une question en utilisant les résultats précédents meéme si ceux-ci n’ont pas été
démontrés. On rappelle aussi que toute réponse doit étre justifiée, sauf mention contraire
explicite.

Interrogation notée sur 10. Bareme indicatif : 4 pts, 1,5 pts, 2,5 pts, 2,5 pts.

Exercice 1. :

Questions de cours.

1— Donner la définition de la phrase : ”La suite réelle (u,)nen est de Cauchy.”.

2— Les énoncés suivants sont-ils des résultats directement impliqués par un résultat du
cours. Répondre par oui ou par non, sans justification.

a- Toute suite bornée est convergente.

b

Il existe une constante K telle que, pour tout x € R,

/x exp(t?)dt = exp(z?) + K,

ol exp désigne la fonction exponentielle.

c- Soit I un intervalle de R et f : I — [ continue. La suite récurrence (uy,)nen
définie par uy € I et, pour tout n € N, u,1 = f(u,), est bien définie. Si le réel
¢ € I est la limite de (uy)nen, alors f(¢) = £.

Exercice 2. : Vrai ou faux 7 Justifier toute réponse.

1- Soit f,g: R\ {0} — R dérivables telles que, pour tout = # 0, f'(z) = ¢'(x). Alors
il existe une constante K € R telle que, pour tout z # 0, f(z) = g(z) + K.

2- 11 existe une constante K telle que, pour tout = €] — co; —2],

[ g = gn(i) < K

Tourner SVP.



Exercice 3. : On rappelle que les fonctions ch et sh sont définies sur R par

v+ e 7 et — e
hy = — t hg = ————
cnx 5 e snx 5

1- Montrer que, pour tout t € R, 1 +cht > 0.
En particulier, les primitives

z  ght gt z  cht
1+ cht 1+ cht

sont bien définies sur R.

2- Déterminer les primitives précédentes.
Indication : écrire

l+cht  1+cht ~  1+cht’

cht cht+1-1 1 1

Exercice 4. : Soit (u,)nen une suite réelle bornée. Pour tout n € N, on pose

Up = SUP Uy = sup{u,; meN, m>n}.
m>n

1- Montrer que la suite (v, )nen est décroissante. En déduire qu’elle converge.
Sa limite est par définition la limite supérieure de (uy,)nen, notée limsup,, . .

2- Que vaut limsup,,_, . (—1)" ? Que vaut limsup,,_, . (—1)"/(n+1) ?



Correction de l'interrogation B02 du 17 avril 2007.

Exercice 1 (4 pts) :

Pour la premiere question, voir le cours.
2-a. Non.

2-b. Non.

2-c. Oui.

Exercice 2 (1,5 pts) :

1 Faux. Soit f la fonction nulle et g définie par g(z) = —1 si x < 0 et par g(z) = 1 si
x > 0. Pour x # 0, on a bien ¢'(x) = 0 = f'(x). S'il existait une constante K telle
que, pour tout x # 0, f(z) = g(x)+ K, on aurait 0 = f(—1) = g(—1)+ K = -1+ K
soit K =1et 0= f(1) =¢g(1) + K =1+ K soit K = —1. Contradiction.

2 Vrai.
Premiere justification : Il existe deux réels a, b tels que, pour tout t € R\ {—2; 1},
on ait ] b
a
() = -

(t—1)(t+2) t—1  t+2’

par décomposition en élément simple. On sait que a = lim; (¢t — 1)f(t) et b =
limy ., o(t+2)f(t). Ona (t—1)f(t) =1/(t+2) — 1/3 quand t — L et (t+2)f(t) =
1/(t—1) — —1/3 quand t — —2. Donc a = 1/3 et b = —1/3. Il existe une constante
K telle que, pour z €] — o0; —2],

& 1 T T

— = dt = Init—-1 biln |t + 2

/(t—l)(t+2) afnft - 1" + et e+ 2]
1 1

= fln\x—1|—§ln]$—|—2|—|—[(

3
1 r—1
) o
3nx+2 *
car vt —1 <0etz+2<0donc (z+1)/(x+2)>0.

Deuxieéme justification : Pour z €] — o0;—=2[, x — 1 < 0 et x +2 < 0 donc (x +
1)/(x +2) > 0. La fonction f :] — 0o; —2[— R définie par

o) = (5




est bien définie, dérivable et

, ol 242 1-(z+2)—(z—1)-1
fla) = 3= (x +2)?
11 3
T 3 2—1 z+2
B 1
(- D(@x+2)

Donc le résultat annoncé est vrai.
Exercice 3 (2,5 pts) :

1- Pour tout t € R, €' >0, e7* > 0 donc cht = (¢! +e7')/2 > 0 et 1+ cht > 0.

2- Soit ¢ : R — R définie par ¢(t) = cht. Elle est dérivable, ¢'(t) = sht et sa dérivée
est continue. On a

x x / (z)
sht gt = / o' (t) g = /%0 du ’
1+ cht 1+ (%) 1+u

d’apres la formule de changement de variable (et on integre la ou u > 0). Il existe
donc une constante K telle que, pour tout x € R,

z  ght
1+ cht

at = [in(1+u)]™ = (14 cha) + K.

D’apres I'indication, on a, pour tout t € R,

cht _ g 1 _ 1 2
1+ cht 1+ (et +e7t)/2 2+et et

g2 2

e?t 4 2¢et + 1 (et +1)2°

Par la formule de changement de variable (u = e'),

z  cht e 1
it = —2/ -4
1+ cht v (w+12™

1
- x_Q[_u—l—l] -

K
61"—1—1+ ’

pour une certaine constante K.



Exercice 4 (2,5 pts) :

1-

Soit n € N. Par définition de v, v, majore 'ensemble {u,,; m € N, m > n} donc
aussi 'ensemble {u,, ; m € N, m > n+ 1} qui est inclu dans le précédent. Comme
Un41 est par définition le plus petit majorant de {u,, ; m € N, m > n+1}, v,41 < vy,.
Ceci étant vrai pour tout n, la suite (v,), est décroissante.

Par hypothese sur (u,)nen, il existe M > 0 tel que, pour tout n, —M < w, < M.
Soit n € N. Par définition de v,, v, > u,. Donc v, > —M. La suite (v,), est donc
minorée. Par le cours, elle converge puisqu’elle est décroissante.

Soit u, = (—1)", pour tout n. Soit n € N. On a {u,,; m € N, m >n} = {-1;1}.
Comme 1 est un majorant de cet ensemble et 1 appartient a cet ensemble, c¢’est la
borne supérieure. Donc v,, = 1. La suite (v,,), est constante égale a 1 donc converge
vers 1. D’ou lim sup,,_, . (—1)" = 1.

Soit u, = (—1)"/(n + 1), pour tout n. Soit n € N. Pour m > n et m impair,
Um < 0 < 1/(n+1). Pour m > n et m pair, u,, = 1/(m+1) < 1/(n +1).
Donc 1/(n + 1) majore 'ensemble {u,,; m € N, m > n} et, par définition de v,
v, < 1/(n+ 1). D’autre part, v, > 0 car {u,,; m € N, m > n} contient toujours
un nombre positif (qui est donc majoré par v,). Comme (1/n),en+ tend vers 0, sa
sous-suite (1/(n + 1)),en aussi et, par le théoreme des gendarmes, (v,), converge
vers 0. D’ou limsup,,_,.(—1)"/(n+ 1) = 0.



Deux preuves du cours B02.

Proposition 1. : Associativité. Si (1,,)men est une suite croissante d’entiers telle que
no = 0 et de limite 400, les séries positives de terme général a,, > 0 et o, = Zzgiﬂ‘l an,
ont méme somme :

[e’s) 00 Nm+1—1
Z ap = Z ( Z an) in EJ (an > 0) .
n=0

m=0

Preuve : Pour tout N € N,

N nyy1—1
2 0m = D,
m=0 n=0

Comme limy_oo(nyy1 — 1) = 00 et

p o)
lim Z Ap = Z ay,
n=0 n=0

p—00

on a le résultat cherché par composition de limite. O
Proposition 2. : Commutativité. Si p est une bijection de N sur N (permutation de N),

alors les séries positives de terme général a,, > 0 et a,,) ont méme somme.

Preuve : Soit p est une permutation de N. Il existe deux applications M : N — N et
L : N — N telle que, pour tout N € N,

{p(n),0 <n <N} C{0,.... M(N)} C {p(n),0 <n < L(N)}

avec limy_,oo M(N) = +o0 et limy_,o L(N) = +00. On a alors

N M(N) (V)
Do) < D an < D Ay -
n=0 n=0 n=0

Par composition de limite, le terme de droite tend vers 272 5 a,,) et le terme du centre
tend vers 3°7° ; a,, quand N — oo. Comme le terme de gauche tend vers >27° j a(,), on a
I’égalité cherchée par le théoreme des gendarmes. O



Examen B02 du 9 mai (2h).

Les documents et calculettes sont interdits. On rappelle que, dans un exercice, on peut
répondre a une question en utilisant les résultats précédents meéme si ceux-ci n’ont pas été
démontrés. On rappelle aussi que toute réponse doit étre justifiée, sauf mention contraire
explicite.

Bareme indicatif : 2 pts, 3,5 pts, 6,5 pts, 8 pts, 2 pts.

Exercice 1. : Questions de cours.

1— Donner la définition de la phrase : ”La suite réelle (u,),en converge vers le réel £.”.

2— Soit f, F : R — R deux fonctions. Donner la définition de la phrase : 7 F' est une
primitive de f.”.

Exercice 2. : Soit a un réel strictement positif et (u,)nen définie par u, = (a +n) 2.

1- Montrer que
z 1
1= dim [t
z—+o0 Jo (a+t)?
existe et vaut 1/a. (Ind. : calculer la primitive).

2- Montrer que la série Y¥,enu, converge et que sa somme S appartient a l'intervalle
[1/a; 1/a+1/a?].

Exercice 3. : Pour tout y > 0, on pose f(y) = fy F(t)dt ot

1+yt
(t+y)(1+1t2)°

Ve [0;1], F(t) = (1)

La fonction f est bien définie car le dénominateur de F' ne s’annule pas pour ¢ € [0; 1].

1- Soit y > 0 fixé. La décomposition en élément simple de F' est, pour certains réels
a7 a? 67

t

) = S+ S ©)
t+y 1+
a) Montrer quea:%,a:ﬁ_yi etﬁzliyyz,.
b) Montrer que
1 In2 s

= ——((1—=9yHn(1+1 2 1)—= ) 3
F0) = (-9 m 41/ + 07 - D7+ o (3)

On pourra utiliser le fait que Arctanl = 7/4.

1



2- Montrer que la suite (f(n))nen+ converge et déterminer sa limite.

3- Calculer l'intégrale
Lt
J = ——dt.
o 1+1¢2

4- A-t-on

1 1
lim Ltnt 4 / (lim L+ nt )dt
n—o Jo (t+mn)(1+1t2) 0 \n—oo (t4+n)(1+12)

Exercice 4. : Pour tout n € N, soit

/2
I, = / (sint)"dt .

0

On pourra aussi noter (sin¢)™ par sin” t.

? (5)

1)- En effectuant des intégrations par parties en partant de I, o, établir une relation

de récurrence entre I, et I,.
2)- Montrer que Iy =7/2 et I} = 1.

3)- Montrer par récurrence les formules

L Q:12k—1z _ (2p—1)-(2p—3)---5-3-1
P P2k 2 (2p)-(2p—2)---4-2
v 1 2k+1 2p+1)-(2p—1)---5-3-1

valables pour tout p € N.

4)- Montrer que la suite (I,),en est décroissante et a termes strictement positifs.

(Ind. : utiliser (6)).

5)- En déduire que lim,, .o I,,41/1, = 1.

6)- Montrer que, pour tout n € N, (n + 1)1,11,, = /2. (Ind. : utiliser (7) et (8)).

7)- Montrer que lim,, ., I,1/2n/7m = 1. (On pourra utiliser le fait que la fonction racine

carrée /- est continue sur R*).

Exercice 5. : Montrer que, pour tout a € R, la suite (a"/(n!))nen tend vers 0.



Correction de I'examen B02 du 9 mai 2007.

Exercice 1 (2 pts) :

1-.

2-.

(1 pt)
Ve>0,§|NEN;VnEN,<n2N:> |un—€|<e>.

(1 pt) La fonction F est dérivable sur R et sa dérivée est f.

Exercice 2 (3,5 pts) :

1-.

(1 pt) Pour tout > 0, on a

z dt —-17* 1 1
F(z) ::/7: {} - - _ _
0 (a+1t)? at+tlo a a+z

Comme lim,_, ;o (x 4+ a) = 400, on en déduit, par les opérations sur les limites, que
lim, ., F(x) existe et vaut 1/a.

. (2,5 pts) Soit f : [0;4+o0o[— R définie par f(t) = (a + t)~2. La fonction f est

dérivable et f'(t) = —2(a+t) < 0. Donc elle est continue et décroissante. De plus,
pour tout ¢ > 0, f(t) > 0 et pour tout n € N, f(n) = w,. Donc, par le cours, la
suite des sommes partielles de Y- u,, a une limite dans R* U {+o0} et

o0 o0
Z u, < I < Z Uy, -
n=1 n=0

D’apres 1)-, I est finie donc I'inégalité de gauche montre que 3" u,, converge. De plus,
onalS—uy<I<S, cestadire l/fa=1<S<T+u=1I1+1/a*=1/a+1/a*
Remarque : On peut aussi montrer directement que f est décroissante en montrant
que f(t) — f(s) >0sit>s>0.

Exercice 3 (6,5 pts) :

1-a).

(1,5 pts) Comme on ’a vu dans le cours,
a = lim (t+y)F(t) et ail+f = Pm(l +tHF(t),
——y —1

ce qui se retrouve en utilisant la formule (2) de I’énoncé. Par la formule (1) de
I’énoncé et les opérations sur les limites,
1—y- 141
a = it A et ar+ 0 = ,+ v,
1+y? Lty




1-b).

On a donc ‘ . oy
A+ ly—i) _ 2y+i(y” —1)
li + y|? 1492

al + 3 =

Y

: _ P 2y
soit a = {77 et 6= el
Remarque : On peut procéder différemment. On sait que les coefficients a, a et 3
sont uniques. Il suffit donc de vérifier 1’égalité (2) de 1’énoncé pour les valeurs de

a,a et B données dans I’énoncé. On a

a at+3 1 (1—y2 N (yz—l)t+2y)
t+y  14+t2 142\ t+y 1+¢2
1 1
= - L=+ + (t+ 2o 1)t42
T T r (L) ) - D+ 2)
1 1
= : 1—y? + 2yt +y(y> — 1)t +2
I (Hy)(lHQ)( Y+ 2yt +y(y® — )t +2y))
1 1
= : L+y* +yt+y°t
1+ y2 (t+y)(1+t2)( vty
1 1
= - (14 yt) (1 + 4>
1+ 42 (t+y)(1+t2)( y)(1+y)
1+yt
(t+y)(1+t2) ®)
(2 pts) On a
Lot L tdt Lot
U a/o t+y +a/0 1+ 2 +h 0o 14127
On calcule les trois intégrales. On a
Lo dt 1
/0 y = {ln(t—ky)]o = In(l4+y) —lny = In(1+1/y),
ot tdt 1 gt 2tdt 1/1 ¢ (t)dt
o T+t 2Jo 1+82  2Jo o(t) '
olt p(t) =1+ 12 > 0. Donc
1 1 1 In2
J = 5[111@(15)}0 = i(hup(l) — lngo(O)) =5
Enfin,
L dt
/ = [Arctant}1 = Arctanl — 0 = T
0o 1+1¢2 0 4
En regroupant, on obtient
In2
fly) = am(+1/y) +a- -+ 87
1 In2 s
= —— (1 -y -In(1+1 2—1-2-)
(0 ma ) @ty 2 ).

c’est-a-~dire la formule (3) de 1'énoncé.



2-.

(1 pt) On a

1 —n? 1—1/n? n 1 1

R+l 1+1n2 O w241 n 1+1l/n?

Comme (1/n)pen+ tend vers 0, (1/n?),en+ aussi par produit et (In(1 + 1/n)),en
aussi car In est continue en 1. De plus, par les opérations sur les limites,

. 1—n i n
im ey = bt m s = 0

On en déduit par (3) que (f(n))nen+ converge vers —1-0+1-(In2)/2+0 = (In2)/2.

. (1 pt) L'intégrale a été calculée en 1-b) et vaut (In2)/2.

. (1 pt) Le terme de gauche dans la formule (5) est

i 1) = 75

d’apres 2-. Pour ¢ € [0, 1] fixé, on a, pour tout n € N*,

1 +nt 1 t+1/n

(t+n)(1+82) 1+ 1+t/n’

Comme (1/n)pen+ tend vers 0, on en déduit, par les opérations sur les limites, que

1+nt tond t
ena vers
(t+n)(1+¢?) 14 t2

quand n — oo .

Donc le terme de droite dans la formule (5) est J, qui vaut (In 2)/2 par 3-. La formule
(5) est donc vraie.

Exercice 4 (8 pts) :

1)-

(1 pt) Par intégration par parties, on a

w/2
I = / (—cost) - (sint)" ™ dt
0

w/2

/2
—cost - (sin 15)”“}0 — / (—cost)-(n+1)sin™t- costdt
0

w/2 /2
= (n+1)/ sin"t-cos’tdt = (n+1)/ sin”t - (1 —sin®t) dt
0 0
(n+ DI, — (n+1)I,s.

Donc (n+ 1)1, = (n + 2)I,42.



2)-

3)-

(1 pt) On a

/2 /2
Iy = / ldt = (% = n/2, I, = / sintdt = [—cost]l/? = 1.
0 0

(1,5 pts) Par convention,

M 2k—1 = m P 2k
0 - - = = = [0 s 7}7 . = 1 = []_ .
M2k 2 2 P ok + 1
Supposons les formules (7) et (8) vraies au rang p € N. Par 1)- pour n = 2p, on a
Lol 2l IR 2%k -1 T 2k —1 =
T op 2 T 2p 42 b2k 2 ok 27

d’apres I'hypothese de récurrence. Par 1)- pour n = 2p + 1 et 'hypothese de
récurrence, on a

% + 2 +2 I, 2 IR 2k

I = — T = . . = = .
2p+3 2p+3 2p+1 2p+3 HZ:I 2% + 1 Hzii 2% + 1

Les formules (7) et (8) sont héréditaires. Par le théoreme de récurrence, elles sont
vraies pour tout p € N.

(1,5 pts) Pour t € [0;7/2],0 < sint < 1 donc, pour tout n € N, 0 < sin"** ¢ < sin™ ¢.
La fonction ¢ — sin™ ¢ — sin™*! ¢ étant positive sur [0; 7/2], son intégrale sur [0; /2]
est positive et donc [,,,1 < I,,. Comme la fonction ¢ — sin” ¢ est positive et continue
sur [0;7/2] et n’est pas la fonction nulle, son intégrale sur [0;7/2] est strictement
positive par le cours. Donc, I,, > 0, pour tout n.

(1 pt) Comme (I,,),en est décroissante, on a, pour tout n € N, I,,10 < I,,41 < I,,.
Comme les termes sont strictement positifs et en utilisant 1)-, on a donc

n+1 _ Lo < Ly <1
n+2 L, — I, —

Comme (n+1)/(n+2) = (1+1/n)(14+2/n)~", ce terme tend vers 1 quand n — co.
Par le théoreme de gendarmes, lim,, . I,,41/1, existe et vaut 1.

(1 pt) Pour n = 2p, on a, par (7),

P2k P 2k—1 7

O, I, = (2 1) - k=1 L1 . 12k=l D
(n+ Dl A T ok 2
=120 +1 T o7

= (2p+1)- ——— == .
2p+ DL 2k+1 2 2

De méme, pour n = 2p + 1, on a, par (8),

POk —1 7 b2k

nt Dal, = (2p+2)- I :
ot Dl = G2 o 2 2k

ro| 3



7)- (1 pt) Pour tout n € N, on a

2 2 I, I
Ry PATELY S L S
™ T n+1 In+1 n+1 ]n+1

Y

d’apres 6)-. Comme n/(n+ 1) = / 1+ 1/n) tend vers 1, comme 1,,/I,,+1 tend vers 1
par 5)-, on en déduit que (I,1/2n/m)? tend vers 1. Comme la fonction racine carrée

est continue en 1, lim,, o I,

Exercice 5 (2 pts) :
Soit (tp)nen = (a"/(n!))nen. Pour a = 0, (uy)nen tend vers 0. Supposons maintenant que
la| > 0. Comme

[Uns1| _ al

[t n+1

tend vers 0 < 1, le test de D’Alembert permet d’affirmer que la série > u, converge
absolument (c’est la série de I'exponentielle vue en cours !). Par le cours, Y u,, converge
aussi et donc son terme général doit tendre vers 0. On a montré que (un)neN tend vers 0.
Remarque : On peut procéder autrement dans le cas a # 0.

Soit (Up)nen = ([tn|)nen. Soit N = E(a) + 1 (ou E(t) désigne la partie entiere du réel ¢).
Pour n > N, on a (n+ 1) > |a| donc

Un+1 _ |un+1| _ |Cl| <1
Un || n+1 =

La suite (v, )nen est done décroissante a partir du rang N. Comme elle est positive, elle

est minorée. Par le cours, elle converge vers un certain réel . Comme la suite (vp41)nen
|a]
n+1"

est extraite de (v, )nen, elle converge aussi vers ¢. Or, pour tout n > 0, v,11 = vy, -
En passant a la limite dans ces égalités, on trouve que £ = ¢ - 0. Donc ¢ = 0.



Examen B02 S4 du 14 juin 2007 (2h).

Les documents, téléphones et calculettes sont interdits. On rappelle que, dans un exercice,
on peut répondre a une question en utilisant les résultats précédents méme si ceux-ci n’ont
pas été démontrés. On rappelle aussi que toute réponse doit étre justifiée, sauf mention
contraire explicite.

Bareme indicatif : 5 pts, 5,5 pts, 4 pts, 6,5 pts.

Exercice 1. : Questions de cours.

1— Donner la définition d’une suite réelle (uy,)nen-

2

2— Donner la définition de la phrase : ”La suite réelle (u,)nen diverge vers —oo.”.
3— Donner la définition de la phrase : ”La série réelle >, .y u,, converge absolument.”.

4— Montrer que, si >,y Uy, €st une série a termes positifs, alors la suite de ses sommes
partielles (Sy)y a une limite dans R.
On rappelle que, pour tout N € N,

N
SN = Z Up, -
n=0
5— Donner une primitive sur | — 0o;0[ de la fonction f :] — co;0[— R, définie par
f@) =1/
Exercice 2. : On considere les fonctions Fy, Fy :| — 00; 2[— R définies par

1 2
Rly) = et Fy(y) = .

(y —2)(1+y?) (y—2)(1+y?)
Les décompositions en éléments simples de I} et F5 sont, pour certains réels ay, aq, 81, as, s, B,

ap oy + B
F = A =
) = U+ WD o R

a2 oy + Fs
y—2 1+y%
1- Montrer que a; = 1/5, ay = —1/5 et §; = —2/5.
2- Montrer que ay = 4/5, ag = 1/5 et f = 2/5.

(Ind. : remarquer que F; + F; est un élément simple).
3- Soit f: R — R définie par

cos t

1 = (sint — 2)(sin®t + 1)

(On rappelle que cos®t = (cost)? et sin®t = (sint)?).

1



3-a) Montrer que f admet des primitives sur R.

3-b) En utilisant un changement de variable approprié, montrer que
vwer, [ f@a = [ (RE)-FRe)d. 1)

3-c¢) En déduire une expression de [* f(t)dt

Exercice 3. : Etudier la convergence des séries de termes général donnés par, pour n € N,

In(n?+3) + (2 +sinn)n Inn T n
3n—+/n+1 ) Un = — wnzef(TH‘Q)

u, = (=1)"- oy

Exercice 4. : Soit a < b deux réels et f : [a;b] — R une fonction de classe C* (f est
donc deux fois dérivable sur [a; ] et sa dérivée seconde y est continue). En particulier, il
existe m, M € R tel que

Vr € [a;b], m < f"(x) < M. (2)

1- Soit «,  deux réels tels que a < a < [ < b. Montrer que

[T rwae = P2 () 1) + 5 [ - 0@ - nde. @)

(Ind. : on pourra intégrer par parties la derniere intégrale).

2- En déduire 'encadrement

O < P rna - O ()4 59) < m @

*

Soit n € N*. Pour k € {0;1;2;--- ;n}, on pose zx = a + k(b — a)/n. Montrer qu’il
existe une constante C' > 0 telle que, pour tout n € N*,

/abf(t)dt _ b—@"i fxr) + f(zria)

([ 2

< ¢ (5)

n

4

Montrer que lim, o (3 7=y = ) existe et vaut Arctanl, c’est-a-dire /4.



Correction de 'examen B02 S4 du 14 juin 2007.

La correction proposée est tres détaillée afin que le lecteur puisse se faire une idée précise
des arguments utilisés. Lors de la correction des copies, les points ont souvent été mis
pour des réponses moins complétes.

Exercice 1 (5 pts) :

1- (1 pt). Une suite réelle (u,)nen est une application v : N — R qui a tout n € N
associe le réel wu,,.

2- (1 pt).
VM >0,INeN;VneN, (n> N = u, < —M).

3- (1 pt). La série réelle 3, oy u,, converge absolument si la série Y, oy |u,| converge.

4- (1 pt). Pour tout N, Syi11 — Sy = un41 > 0, puisque la série est a termes positifs.
Donc la suite (Sx)nen est croissante. Par le cours sur les suites, elle admet un limite
dans R.

5- (1 pt). La fonction F :] —o0; 0]— R définie par F'(z) = In(—z) est dérivable comme
composée des fonctions dérivables

fir ]—=00;0] — ]0;400] ot for 0400 — R
r = =X r +— In(x)

et, pour tout < 0, F'(x) = f}(fi(x))fi(z) = (1/fi(x))(—1) = 1/x. F est donc une
primitive de f sur | — oo;0].

Exercice 2 (6,5 pts) :

1- (1 pt). D’apres le cours,

a = lim(y—2)F(y) et amitf = gg(uy?)ﬂ(y).
Comme (y — 2)Fi(y) = 1/(1 + y*) — 1/5 quand y — 2, a; = 1/5. Comme (1 +
v )Fi(y) =1/(y —2) — 1/(i — 2) quand y — 4,

1 —1—2 —1—2

mith =5 = 77m T T




donc oy = —1/5 et By = —2/5.
Autre méthode : On sait que la décomposition en éléments simples est unique donc
il suffit de vérifier que, pour y < 2,

a_ oy + b1

F =

lorsque a; = 1/5, a3 = —1/5 et B; = —2/5. Pour y < 2, on a

ay ay + B _ et a1y’ + ony® + Py — 200y — 264
y—2 14y (y —2)(1+9?)

(CLl + Oél>y2 + (ﬁl — 2061)y -+ a; — 2ﬁ1
(y—2)1 +9?)

1/5 + 4/5
= / / N = Fi(y) .
(y—2)1+¢?)
2- (0,5 pt). Soit y < 2. Comme F(y) + Fy(y) =1/(y — 2), on a
1 a oy + 4/5 1/5)y +(2/5
Fy(y) = _m_y 251: /+(/)yg/)'
y—2 y—2 1+y y—2 1+y

Par unicité, c¢’est la décomposition en éléments simples de F5.

3-a) (1 pt). Comme, pour tout t € R, |sint| < 1, sint — 2 < 0. Le dénominateur de f
ne s’annule donc jamais. Comme sinus et cosinus sont contines, f 1'est aussi. Elle
admet donc des primitives.

3-b) (1 pt). Soit ¢ : R — [—1; 1] définie par ¢(t) = sint. ¢ est dérivable et ¢'(t) = cost.
De plus, cos?t = 1 — (t)%. On a donc, pour tout x € R,
v * 1 - Sp(t>2 /
Flt)dt = / St dt .
/ (o(t) = 2)(1 +(t)?)
Par la formule de changement de variable,

[ rwa = [ [T (R - R do.

3-¢) (3 pts). On a, pour tout = € R,

T B sin dy (051 _ &2> sinx dey /sin:r: dy
/ f(&)dt = (al—az)/ y—2+ 5 / 1+y2+(ﬁl—ﬁ2) Tl

On calcule maintenant les trois primitives de droite. Il existe des constantes k1, ko, k3 telles
que, pour tout x € R,

sin x d )
/ y_yQ = [In2—y)™* = In(2 —sinz) + ki,
sin x 2 d )
/ 1 3_52 = [In(1+4*)P"* = In(1+sin’t) + ks,
sin x d .
/ 1 _|_y 5 = [Arctan(1+ y?)F* = Arctan (1 +sin®t) + k.
Yy



Exercice 3 (4 pts) :

Pour tout n # 0,
1/n)In(n* +3) + 2+ sinn

2—/1/n+1/n?
Comme +/* est continue et lim1/n =0, lim/1/n 4+ 1/n? = 0. Comme

uy = (|

In(n*+3) 1n<n2(1+3/n2)) _ Inn? N In(1+3/n?) 2lnn N In(1 + 3/n?)

n n n n n n

Comme In est continue en 1 et lim3/n? = 0, lim(1/n) In(1 + 3/n?) = 0. Comme (Inn)/n
tend vers 0, lim(1/n) In(n? + 3) = 0. Dong, il existe N € N tel que, pour n > N, on ait :

V1/n+1/n?2 <1et|(1/n)In(n*+3)| <1/2. Donc, pour n > N, 2—/1/n+1/n? > 1 et

sinn > —1 donc
-1/2+2 -1 1

n| = = —-—>>0.
un| = N 5

Donc (|un|)nen ne tend pas vers 0. Il en est de méme de (uy),. Donc la série de terme
général u,, diverge grossierement. (1 pt).

(Un)nen+ est une suite a termes positifs. On utilise le critere de D’Alembert. On a, pour
n>1,

Upy1  In(n+1) n!  In(n(l+1/n) 1 N In(1+1/n)

ve  (n+1)! Inn (n+1)lnn n+l  (n+1)lnn’

Comme In est continue en 1, In(1+ 1/n) tend vers 0. Comme 1/(n+1) et 1/Inn tendent
aussi vers 0, v,41/v, tend vers 0 < 1. Par le critere de D’Alembert, la série Y- v, converge.
(1,5 pts).

(wn)nen+ est une suite a termes positifs. On utilise le critére de Cauchy. On a, pour n > 0,

wim = VYR (n 4 2) .

Comme +/* est continue et lim1/n = 0, 1/y/n tend vers 0. Comme 'exponentielle est
continue en 0, e~"/v™ tend vers €” = 1. Comme (n + 2) tend vers +oco, w"/™ tend vers
+00. Par le critere de Cauchy, > w, diverge. (1,5 pts).

Rq. : on peut montrer ce dernier résultat autrement. On a, pour n > 0,

w, = exp(nln(n—i— 2) — \/ﬁ) = e exp(ln(n—i— 2) — 1/\/ﬁ> .

Comme précédemment, on montre que 1/4/n tend vers 0, In(n+2) tend vers +o0o. Comme
I’exponentielle tend vers +o0o en +o00, on en déduit que w, tend +oo. La série diverge
donc grossierement.

Exercice 4 (6,5 pts) :



1- On a, en faisant deux intégrations par parties successives,

S @G0 = 5 [ (@) a6 -
-l (t)(a—t)(ﬁ—w}j o [ (@@ -n) d
_0- ;/a F(6)(—a — 3+ 2t) dt
1

. i L
= 5 (F@B-a) - f@)a=-8) + [ ft)d
= G- (B + @) + [ fwyar,

ce qui donne bien la formule (3). (2 pts).

2- La formule (4) est incorrecte. Il faut remplacer les 6 par des 12. Ce change-
ment n’affecte pas la suite de I’exercice.
Soit t € [a;f]. En particulier, ¢ € [a;b] donc m < f’(t) < M par (2). Comme
(v —t)(6—t) <0, on en déduit que
M 1 m
Sa=0E-1) < S/ Oa—E-1) < Ta-1E-1).

Ceci étant vrai pour tout ¢t € [«; 5], on a, par le cours

A;/j(a—t)( —t)dt < 7/ ) (a=t)(B—t)dt < Tg/j(a—t)(ﬁ—t)dt,

Or, en intégrant par parties,

[a-n@-na - [(a__;)Q(ﬁ—t)K— [ Cyar
—0- ;/Q( )2 dt _;[W_—;)T _ (a—66)3

En reportant ceci dans I'inégalité précédente et en utilisant (3), on obtient (4). (2
pts).



3-

Remarque : on peut aussi faire le dernier calcul de la fagon suivante :
B B 9
/ (a=t)(B—-t)dt = / (aﬁ—(a+5)t+t )dt

a st - e 2] 2]

« o

= af(B—-a) - ;(a%—ﬁ)(ﬁQ —a?) + 1(63 —a?)

3
= = (60 — 3(a+ 57 + 25 + b+ o)
_ (BgO‘)(_gQ + 2Ba — 042)
_ (B-w 2 _ (o=
= — 6 (ﬁ_ ) 6

Soit k € {0;---;n — 1}. On applique la formule (4) pour o = xy et f = x41. On
remarque que (x, — rx11)> = (b — a)®/n?. On somme ces inégalités sur k (il y en a
n) et on obtient

M (b—a)® " rmen flay) + f (Tgy1) m (b—a)®
o < < —— . _
PR kz::o/xk Z_: = TR e

En utilisant la relation de Chasles, on voit que

n—1

S [ = [ s

k=0

En prenant C' > max(|M|(b—a)?/12; |m|(b—a)?/12), 'inégalité précédente implique
I'inégalité (5) cherchée. (1,5 pts).
(1 pt). Soit (Sy,)nen- la suite définie par

n—1 n

S= % e

Soit f : R — R définie par f(t) = 1/(1 + ?). On sait qu’elle est de classe C? sur
R. On peut donc appliquer les résultats précédents pour a = 0 et b = 1. Il existe
donc une constante C' > 0 telle que, pour tout n € N*,

‘/ fOd — 17 1f(ZL‘k) +2f(l’k+1) < ; (6)
k: 0
On a )
/0 f(t)dt = {Arctant]; = Arctanl = % (7)




D’autre part,

1 nzl .T]g + f l‘k+1)

1 n—1 1 n—1 1

2 (3 e &

2n L+k2/n? 1+ (k+1)2/n?

1 "z_:l n

2 n2 + k2 n? (k4 1)?

1 n n

2( n2+/<:2 Zn2+€2>

1 n n 1
5 S + 5n 2+02+n2+n2> _Sn_ﬁ'

Comme lim 1/n? = 0, 'estimation (6) et le théoréme des gendarmes impliquent que
la suite (S, — 1/(4n))nen+ converge vers /4, d’apres (7). Comme lim1/4n = 0,

lim S,, = m/4, par somme.



