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Avertissement.

Le cours qui suit est une introduction élémentaire a la topologie usuelle de R, considérée comme un cours
de mathématiques de niveau L1. Il présente une formulation mathématiquement rigoureuse des notions de
limite et de continuité. Cette formulation est basée sur le calcul propositionnel, qui est considéré comme
un prérequis a la lecture de ce cours. La construction de R, avec les propriétés qui la caractérisent,
est également un prérequis admis. Le cours utilise la notion de voisinage, préparant ainsi I’étude de la
topologie des espaces normés (et éventuellement la topologie générale), qui sera faite dans les niveaux
supérieurs. La présente version de ce cours comprends des compléments supplémentaires (de niveau L1)
par rapport a celles donnée aux étudiants de L1.

A la différence de nombreux livres sur le sujet, ce cours s’efforce de démontrer en détails tous ses résultats,
I'objectif étant de donner au lecteur un acces trés précis aux arguments des preuves, au prix certes d’une
certaine lourdeur dans la rédaction. L’auteur considere que 'effort fait dans ce cours pour décortiquer
I’argumentation des résultats est nécessaire a une compréhension durable et profonde du sujet et a une
utilisation fructueuse des résultats et des idées de ce cours dans les cours des niveaux supérieurs. Au lieu
de laisser cette tache au lecteur, il s’en est chargé.

Le présent cours sert de base a un cours réellement donné en amphi au niveau L1 en 2022-2023. Ne serait-ce
que pour des questions de temps, ’ensemble du présent texte ne sera pas couvert lors des séances en salle.
Par ailleurs, on peut légitimement considérer certains résultats du cours comme secondaires. L’auteur a
cependant estimé utile de fournir un assez grand nombre de “compléments” a un cours “minimal” sur le
sujet pour les raisons suivantes :

- Certains compléments ne sont jamais traités en détails pour des questions de temps mais sont quand
méme importants. C’est le cas d’une construction de I’exponentielle complexe, par exemple, et de ses
conséquences sur ’exponentielle réelle et les logarithmes.

- La partie 8 fournit une contruction et une étude de plusieurs fonctions “usuelles”. On peut considérer
certaines de ces fonctions comme superflues. L’auteur a jugé utile de les inclure comme illustration de
I’application de résultats de la partie 7.

- Certains résultats basiques (sur I’ensemble N notamment) sont souvent considérés comme admis (ou
pire, comme “évidents”). Méme si 'on ne prouve pas de tels résultats dans un cours en amphi, 'auteur a
estimé utile, pour le lecteur soucieux de bien les comprendre, d’en fournir une preuve (cf. paragraphes 3.2.2
et 9.1, par exemple).

- Outre le fait de donner une introduction rigoureuse a la topologie normée de R, 'objectif de ce texte est
aussi de préparer et sensibiliser le lecteur a des notions, idées, méthodes, etc... qui sont employées dans des
cours de mathématiques de niveaux supérieurs. Par exemple, la construction de ’exponentielle complexe
met en avant le fait que cette application est un morphisme de groupe, sans le dire (cf. paragraphes 8.1
et 9.7). Par exemple, la notion de suite de Cauchy, qui est essentielle dans ’étude des séries, normalement
traitée en L2, est introduite au paragraphe 3.8 et exploitée pour définir 'exponentielle complexe (cf.
paragraphes 8.1 et 9.7).

- Enfin, auteur espeére que ce texte s’avere utile aux étudiants préparant le CAPES ou I’Agrégation
de mathématiques en leur fournissant une présentation rigoureuse de notions topologiques simples (ou
simplifiées) dont ils ont vu ensuite des généralisations.

La matiere de ce cours est indispensable a la poursuite d’études en mathématiques en L2, L3 et M1. Les
étudiants souhaitant suivre ce parcours ont intérét a bien comprendre ce cours et, si possible, & profiter
des compléments qu’il contient. Les étudiants attirés par les sciences expérimentales pourraient considérer
que les notions difficiles de mathématiques de ce cours ne sont pas vitales pour eux. Certes, c’est peut-étre
vral mais, en les négligeant, ils renoncent a un entrainement de qualité de gymnastique intellectuelle, de
rigueur scientifique et d’appréhension de la complexité, entrainement qui ne peut étre que bénéfique a
tout scientifique.

Comme les mathématiques sont une espece de jeu de construction, on ne peut pas se permettre de négliger
les bases si ’on veut monter dans les étages. C’est pourquoi ’oubli de connaissances accumulées dans les
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cours de mathématiques précédant celui-ci ne peut étre que nuisible a la compréhension de ce cours. Plus
précisément, on aura surtout besoin des prérequis suivants :

- Calcul ensembliste ;

- Calcul propositionnel ;

- Propriétés des ensembles de nombres et des opérations sur les nombres, notamment sur les nombres
réels et sur les nombres complexes ;

- Notion d’espace vectoriel.

Venons-en a l’organisation du cours. De maniere quasi systématique, les notions et les résultats de ce cours
sont placés dans des environnements textuels spéciaux, écrits en italique, portant en gras les noms de
“Définition, Proposition, Corollaire, Théoréme” tandis que les preuves (ou démonstrations) sont encadrées
par le mot en gras “Preuve” et par le symbole [J. Le reste est du commentaire dont la fonction est d’essayer
d’expliquer intuitivement les notions et les résultats. Dans chaque partie, on numérote chaque définition,
proposition, lemme, théoreme, corollaire, remarque, selon son ordre d’apparition dans ladite partie. Une
table des matieres est disponible a la fin du texte.

Le chapitre 1 est dévolu a la presentation de propriétés de base (pour la plupart déja vues dans des cours
antérieurs) qui seront utiles pour la suite du cours. Le chapitre 2 présente la notion de voisinage qui sera au
coeur de la définition des limites de suites et de fonctions. Le chapitre 3 traite de I’étude des suites réelles
et complexes et de la notion de limite pour ces objets. Il contient aussi d’utiles résultats sur les sommes
et les produits finis qui sont souvent considérés comme connus mais rarement justifiés. Le chapitre 4 est
dévolu aux notions de limite et de continuité pour les fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles ou
complexes. Dans le chapitre 5, on donne des propriétés sur les fonctions a valeurs réelles continues sur
un intervalle. Le chapitre 6 traite de la dérivabilité des fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles ou
complexes. Dans le chapitre 7 on traite des bijections continues et on étudie leur bijection réciproque.
Le chapitre 8 présente les fonctions usuelles et leurs propriétés. Il contient aussi des constructions de
fonctions “plates”, qui peuvent sembler exotique a premiere vue mais sont indispensables a la théorie des
distributions (une importante théorie en analyse). Enfin, le chapitre 9 regroupe de nombreux résultats
utiles pour les chapitres précédents. Certains sont des résultats basiques directement utilisés dans des
preuves des chapitres précédents, d’autres sont des résultats proches des themes abordés dans les autres
chapitres. En particulier, on y traite de la notion de contruction par récurrence d’une suite et d’une
construction rigoureuse de la fonction exponentielle complexe.

Terminons par des conseils aux étudiants de L1 suivant ce cours. Rappelons tout d’abord que I’examen vise
a mesurer la compréhension et la maitrise du cours par des étudiants. Cette mesure se fait en évaluant la
résolution d’exercices. Les exercices des examen et des TDs sont constitués de questions ou d’injonctions
auxquelles on doit répondre par une démonstration. Il est donc indispensable d’apprendre a faire des
démonstrations et, pour ce faire, rien ne remplace I’expérience personnelle! Il faut donc apprendre a
résoudre tout seul des questions d’exercice. Cela se passe toujours comme cela : on analyse le résultat a
démontrer et on comprend pourquoi il est vrai (tout ceci est au brouillon), puis on élabore une preuve
(éventuellement au brouillon puis au propre). Le plus souvent, le cours s’avere indispensable dans la
démarche précédente, pour la phase de recherche comme pour celle de rédaction de la démonstration.
Pour bien utiliser cette boite & outils qu’est le cours, il faut connaitre les outils et avoir compris a quoi ils
servent. C’est ce qu’on fait pour comprendre le cours. Les exercices basiques des TDs servent justement
a tester si 'on a bien compris tel ou tel outil. Ils sont résolus en appliquant directement un outil vu dans
le cours. Enfin le cours fournit aussi des exemples de démonstration. Il est utile de les analyser en détail
(en commengant par les plus courtes). Cela peut s’avérer étre un travail de fourmi mais cela “paye”. Les
exercices des TDs constituent un entrainement permanent a I’examen. Les étudiants ont donc intérét a
faire le plus possible de résolutions de question par eux-mémes, puisqu’ils seront seuls a I’examen devant
la méme situation.
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1 Préliminaires et notations.

Dans cette partie, on rappelle des notions et résultats basiques plus ou moins connus. On introduit aussi
des notations. En particulier, on utilise les notations “a := b” ou “b =: a” pour dire que a est défini
par b. Au niveau du calcul logique, on utilise les signes = (resp. <=>) pour désigner une implication
(resp. une équivalence). Ces signes n’apparaissent que placés entre deux propositions dans des formules
mathématiques. On évitera de les utiliser dans du texte.

1.1 Ensembles et applications.

Dans ce cours, on se base sur une notion intuitive d’ensemble. On dira qu’un élément z d’un ensemble
E appartient & F et on notera “z € E”. On utilisera les notions d’inclusion, de réunion et d’intersection
d’ensembles. Etant donnés deux ensembles E et F , Vintersection ENF de E et F est 'ensemble {z;z €
Eetx € F}. La réunion EUF de E et F est Uensemble {z;2 € Fouz € F}. On note par () I'ensemble
vide c’est-a-dire ’ensemble sans élément. On dit que F est inclu dans F, on note £ C F, si tous les
éléments de E sont des éléments de F'.

On rappelle que deux ensembles sont égaux si et seulement si ils ont les mémes éléments et si et seulement
si I'un est inclu dans 'autre et 'autre est inclu dans le premier. On a donc, pour deux ensembles E et F',
les équivalences :

(E=F) < (Vz, (z€E) < (z€F))< (ECF) e (FCE).

Si un ensemble A est inclu dans un ensemble E, on dit que A est une partie de E. On note par P(FE)
I’ensemble des parties de E.

On note par N, Z, Q, R et C, les ensembles de nombres entiers naturels, de nombres entiers relatifs, de
nombres rationnels, de nombres réels et de nombres complexes, respectivement. On rappelle que 'on a
NCcZcQcRcC

Etant donnés deux ensembles E et F , on note par E x F' le produit cartésien de E par F' c’est-a-dire
I'ensemble des couples (x;y) ot x € E et y € F. Lorsque E = F, on note E x F par E2. De méme, le
produit E x E x E est noté E3. Plus généralement, le produit de n copies de E (olt n est un entier naturel
non nul) est noté E™ (avec la convention E! = E).

Une application f de E dans F est la donnée pour chaque € F d’un unique élément de F' que I'on note
f(z). On note alors f : E — F. Cela revient & se donner une partie G de ensemble E x F qui vérifie
la propriété :

VeeE, Y(yy)eF?, (((a:;y)eG) et ((x;y’)EG)) = (y=1).

On note par Idg ’'application de F dans FE qui, a x € E, associe x.
Soit f : E — F. Pour une partie A de F, 'image f(A) de A par f est la partie de F' définie par

f(A) = {f(z), v € A}.
Pour une partie B de F, I'image réciproque f~!(B) de B par f est la partie de E définie par
JUB) = {z€F; f(x) € BY.

Lorsqu’on a une application f : E — F' et une application g : ' — G, on définit la composée de g par
f comme étant l'application (go f) : E — G qui, & x € F, associe g(f(z)).
On rappelle qu'une application f d’un ensemble F dans un ensemble F' est dite injective si

V(z;a') € B2, ((f(z) = f(a) = (z = 2")).
On dit qu’'une telle application est surjective si

VyeF, JzeE; y= f(x).
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On remarque que cette derniére proposition est équivalente a (f(E) = F).
Une telle application f : E — F' est dite bijective si elle est injective et surjective. Cette propriété est

équivalente a
VyeF, JaxecE; y= f(x).

Lorsque f : E — F est injective, on dit qu’elle est bijective de F sur son image f(F) car application
f1: E — f(E) donnée par fi(z) = f(x) est bijective.

Prenons une application bijective f : E — F. L’application g : F — FE qui, & tout y € F, associe
l'unique solution de 'équation, d’inconnue z € E, donnée par f(x) =y, est bijective et on a fog=1Idp
et gof=1Idg. Si h: F — FE vérifie foh =1dp et ho f = Idg, alors h = g. On appelle g la bijection
réciproque de f et on la note f{=1).

On rappelle que la composée de deux applications injectives est injective, que la composée de deux
applications surjectives est surjective. En particulier, la composée de deux applications bijectives est
bijective.

Ces propriétés sont justifiées dans le paragraphe 9.1.1.

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application * : (E x E) — E. Pour (z;y) € E?,
on note 'image *((z;y)) de (x;y) par * aussi par x(z;y) et par x * y.
On dit qu’une telle loi * est commutative si

V(z;y) € E?, zxy = y*zx.
On dit qu’une telle loi * est associative si

V(zy;2) €E®, zx (yxz2) = (xxy)* 2.

On dit qu'un élément e de F est un élément neutre pour la loi * si

VeeE, xzxe =¢exx = T.

Si * admet deux éléments neutres e et e’ alors on a e x ¢/ = €', car e est un élément neutre, et e x e’ = e,
car € est un élément neutre. Donc e = €.

On dit qu'un élément & € F a un symétrique pour la loi * d’élément neutre e s’il existe y € E tel que
THxY=e= y*x.

L’ensemble N est muni d’une loi de composition interne + (I’addition), qui est commutative et associative
et qui a 0 pour élément neutre. 0 est le seul élément ayant un symétrique pour ’addition. L’ensemble N
est aussi muni d’une loi de composition interne x (la multiplication), qui est commutative et associative
et qui a 1 pour élément neutre. 1 est le seul élément ayant un symétrique pour la multiplication.

On définit la relation d’ordre “<” sur N.

Définition 1.1. Soit (m;n) € N2. On dit que m est inférieur a n, on note m < n, s’il existe d € N tel
que n = m + d. On dit que m est strictement inférieur a n, on note m < n, s’il eviste d € N* tel que
n=m+d.

On remarque que 'on utilise les mémes symboles “<” et “<” que pour la relation d’ordre dans R, ce qui
ne pose pas de probleme puisque l'on peut voir la relation d’ordre sur N comme la restriction a N de la
relation d’ordre sur R.

On introduit une notation pour les intervalles de N.
Définition 1.2. Soit (a;b) € N2. On définit les notations suivantes :
[a;0] == {neN; a<mnetn <b}, [a;0] = {neN; a<netn < b},

Ja;b) == {neN; a<netn <b} e Jasb] .= {neN; a <netn < b}.
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On définit aussi
la;+oo[:= {neN; a <n}, Ja;4+oo] := {neN; a < n}.

Toute ces parties de N sont les intervalles de N.

On précise les notions d’ensemble fini et de cardinal.

Définition 1.3. Soit E un ensemble. On dit que E est un ensemble fini s’il existe p € N* et des éléments
ai;---;ap de E, deuz a deuz distincts, tels que E = {a;;j € [1;p]}. Dans ce cas, p est unique et s’appelle
le cardinal de E. Si E n’est pas fini, on dit qu’il est infini.

On décide que l’ensemble vide, noté 0, est fini de cardinal 0.

On admet maintenant le théoréme de récurrence suivant.

Théoréme 1.4. Théoréme de récurrence.
Soit ng € N et, pour n € [ng; +oo[, on considére une proposition P(n), dépendant de n. On a Uimplication
sutvante :

((P(no) est vraie) et (Vn € [no; +oo[, (P(n) = P(n+ 1))))

= (Vn € [no; +oo[, P(n) est vraie) .

Voyons un exemple d’application de ce théoreme. On veut montrer :
VneN, 2" >n + 1.

Pour n € N, soir P(n) = (2® > n +1). Comme 2° =1 > 0+ 1, P(0) est vraie. Supposons que, pour un
n € N, P(n) soit vraie. On a donc 2" > n+1. Donc 2-2" > 2n+2 soit 2" 7! > 2(n+1) > n+2 = (n+1)+1.
Donc P(n + 1) est vraie.

On a donc montré que le membre de gauche de I'implication dans le théoréeme 1.4 est vrai pour ng = 0.
Dong, le théoreme nous donne la validité du membre de droite de cette implication et c’est exactement
ce que l'on voulait démontrer.

A-t-on, pour tout n € N, 2" > 2n+ 17 C’est vrai pour n = 0, faux pour n = 1 et n = 2. Cela semble vrai
pour n > 3. Montrons-le par récurrence.

Pour n > 3 soit Q(n) = (2" >2n+1). Ona 23 =8 >7=2-3+ 1. Donc Q(3) est vraie. Supposons que,
pour un n > 3, Q(n) soit vraie. On a donc 2™ > 2n + 1. Donc 2 - 2™ > 2(2n + 1). Comme, pour p € N,

22p+1) > 2(p+1)+1 < 2p >1 < p > 0,

ona, 2"t =2.2" >2(2n+1) > 2(n+1)+1, car n > 3. Donc Q(n + 1) soit vraie. Par le théoréme 1.4,
Q(n) est vraie pour tout n > 3.

On termine ce paragraphe en rappelant des propriétés basiques des ensembles de nombres Z, Q, R et
C. Ces ensembles sont munis d’une loi de composition interne + (I’addition), qui est commutative et
associative et qui a 0 pour élément neutre. En fait, chaque ensemble a sa propre addition et on devrait
les noter différemment pour les différentier. Pour chaque ensemble, tout élément admet un symétrique
pour la loi +, que 'on nomme “opposé”. En particulier, pour K € {Z; Q; R; C}, on a

V(a;bic) €K?, (a+c=b+c < a=b).

Ces ensembles sont aussi munis d’une loi de composition interne x (la multiplication, aussi notée -), qui
est commutative et associative et qui a 1 pour élément neutre. Un symétrique pour la multiplication est
appelé un “inverse”. —1 et 1 sont les seuls éléments de Z qui ont un inverse pour la multiplication dans
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Z. Dans Q, R et C, tout élément non nul a un inverse. Dans tous les cas, 0 n’a pas d’inverse. On a les
propriétés suivantes. Pour K € {Z; Q; R; C},

Y(a;b;e) €K3 Ja-(b+c) = (a-b) + (a-c).
Pour K € {Q;R;C}, en posant K* := K\ {0},
V(a;bic) € (K> xK*), (a-c=b-c < a=b).

1.2 Intervalles, bornes supérieure et inférieure dans R.

On donne ici des propriétés supplémentaires de R. Celles qui sont admises sont liées a la construction
(compliquée) de R, qui est hors programme.

On admet que R est muni d’une relation d’ordre total notée <. Pour tout (a;b) € R?, I'une (au moins)
des deux propositions suivantes

(agb) et (bga)
est vraie. Si elles sont toutes deux vraies alors, nécessairement, a = b. Lorsque (a < b) est vraie, on dit
que “a est inférieur & b” (ou bien “a est inférieur ou égal a b”). Lorsque (a < b) est vraie et a est différent
de b, on dit que “a est strictement inférieur a b” et on note “a < b”. Autrement dit, la proposition (a < b)
est, par définition, la proposition

((@<b) et (a#b)).

On rappelle que la relation d’ordre sur R vérifie les propriétés suivantes :

Y (a;b;c) € R?, ((a+c§b+c) — (aSb)), (1.1)
V(a;b) €R?,¥e >0, ((a-c§b~c) = (agb))7 (1.2)
V(@b R, ((~a < -b) = (b <a)). (1.3)

Remarque 1.5. Soit (a;b;c;d) € R*. On a les implications suivantes :
(agbgcgd Eo Ogc—bgd—a), (a<b§c§d — Ogc—b<d—a),
(a§b<c§d E O<c—b§d—a), (a§b§c<d — OSc—b<d—a).

On admet la propriété suivante, dite propriété d’Archimede : pour tout x € R, il existe un entier naturel

n plus grand que z, i.e.
VeeR, dneN; n>uz. (1.4)

On introduit maintenant les intervalles de R.
Définition 1.6. Soit (a;b) € R?. On définit les notations suivantes :
[a;0] ;= {z€R; a<zetx <b}, [a;0[:= {x€R; a < xetax <b},
Ja;b] == {zeR; a<zetx <b} et Ja;b[:= {zr€R; a<xzetzr <b}.
On introduit les symboles 400 (dit “plus infini”) et —oo (dit “moins infini”) et on définit
[a;4+00[ = {z €R; a <z}, Jaj+oo[:= {z€R; a < z},
]—ocsal == {zeR; z<a} e |—ooal:= {zeR; z < a}.

Les intervalles ]a; b, Ja; +o0o[ et | — oo; al sont dits ouverts, les intervalles [a;b], [a;+o0[ et ] — oco;a] sont
dits fermés. Les autres sont dits semi-ouverts.



Cours d’analyse, 16-06-2023 8

Les symboles +00 et —co ne sont que des notations commodes pour décrire certains intervalles. Plus loin,
on les utilisera aussi pour les notions de bornes supérieure et inférieure et de limite infinie. En tout cas,
ils ne représentent pas des nombres réels. On ne peut donc pas les considérer comme des éléments de R.

Remarque 1.7. Lorsque b < a, |a;b| est vide. Lorsque b < a, [a;b] est aussi vide. En particulier, |a; a[ est
vide. L’intervalle [a;a] a un unique élément. On dit que cet ensemble est un singleton.

Remarque 1.8. Si = appartient ¢ un intervalle ouvert I de R alors il existe (x1;12) € I? avec 11 < x <
x2. En particulier, on a x €]xy;xa| et Jx1;x2[C [x1;22] C I. On peut vérifier ce point en considérant
séparément les trois cas d’intervalle ouvert.

Définition 1.9. Soit A une partie non vide de R, i.e. A € (P(R)\ {0}). Soit m € R.
On dit que m majore A (m est un majorant de A) si

Vae A, a<m.

On dit que A est magjorée si A admet un majorant dans R, i.e. s’il existe un M € R tel que M majore A.
On dit que m minore A (m est un minorant de A) si

YVae A, a>m.

On dit que A est minorée si A admet un minorant dans R, i.e. s’il existe un M € R tel que M minore A.
On dit que m est un (le) plus grand élément (un (le) mazimum) de A si m € A et m majore A. Dans ce
cas, on note m = max A.
On dit que m est un (le) plus petit élément (un (le) mazimum) de A sim € A et m minore A. Dans ce
cas, on note m = min A.

On peut vérifier que, lorsqu’une partie A a un plus grand élément alors celui-ci est unique. Ainsi les
propositions (m est un plus grand élément de A) et (m est le plus grand élément de A) sont équivalentes.
C’est pourquoi on a inséré “(le)” dans la définition de plus grand élément. On a bien str la méme chose
avec les plus petits éléments.

Considérons quelques exemples. La partie A := [0;1] de R est majorée. En effet 2 est un majorant de A.
3 aussi. 1 aussi. Comme 1 appartient a A, c’est le plus grand élément de A.

La partie B := [0; 1] est aussi majorée. Elle est majorée par 2, 3 et 7. Mais elle n’admet pas de plus grand
élément. On peut vérifier ce fait en raisonnant par I’absurde.

Supposons que b soit le plus grand élément de B. Alors b € B et b majore B. Comme b € B, 0 < b < 1.
11 existe ¢ €]b; 1 (par exemple ¢ = (1 +b)/2). On a ¢ € B et b < ¢. Comme b majore B, b est plus grand
que chaque élément de B, donc, en particulier, b > ¢. On a donc une contradiction avec b < c.

La partie C' = [3; +00[ n’est pas majorée. Vérifions ce point.

Supposons qu’un réel m majore C. On a, en particulier, m > 3. Donc m+1 > 3 et (m+1) € C. Comme
m majore C, m est, en particulier, plus grand que m + 1. Contradiction.

De maniére similaire, on vérifie que A est minorée et que 0 est son minimum, que ]0; 7[ est minorée mais
n’a pas de minimum, que I'’ensemble Z n’est pas minoré.

Proposition 1.10. Soit A une partie non vide de R et B une partie non vide de N.
1. Si A est finie alors A admet un mazximum et un minimum.
2. B admet un minimum.
3. On a léquivalence suivante : B est finie si et seulement s’il existe ¢ € N tel que B C [0;¢].

4. On peut reformuler U’équivalence précédente sous la forme :
((B est mﬁm'e) <— (VqEN, dne B; n > q)) .

5. Une partie infinie de N n’est pas magjorée.
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Preuve : Voir la preuve de la proposition 9.4. 0

Les intervalles [a;b] avec a < b et (a;b) € N? sont finis. Les intervalles ]a; +oo[ avec a € N, sont infinis.
Les ensembles
2N = {Qn; nGN} et 2N + 1 := {2n—|— 1; nGN}

sont infinis.

Vérifions tout cela.

L’intervalle [a;b] est inclu dans [0; ], car a > 0. Par le 3 de la proposition 9.4, il est fini.

Soitge NOnag+a+1€eN g+a+1>qgetg+a+1>adoncn:=qg+a+1 estun élément de
Ja; +oo[ qui vérifie n > g. Par le 4 de la proposition 9.4, on a montré que Ja; +o0o[ est infini.

Soit ¢ € N. Pour n := ¢+ 1, on a 2n > n > ¢q. L’élément 2n de 2N vérifie 2n > ¢. Par le 4 de la
proposition 9.4, on a montré que 2N est infini.

Soit ¢ € N. Pour n:=¢q, on a 2n+1 > n = q. L’élément 2n + 1 de 2N + 1 vérifie 2n + 1 > ¢. Par le 4 de
la proposition 9.4, on a montré que 2N + 1 est infini.

Soit A un partie non vide et majorée de R. On admet que ’ensemble non vide des majorants réels de A a
un plus petit élément. Autrement dit, on admet que ensemble non vide M4 := {m € R; m majore A}
a un minimum.

De méme, pour une partie non vide et minorée A de R, on admet que ’ensemble non vide des minorants
réels de A a un plus grand élément. Autrement dit, on admet que I’ensemble non vide M4 := {m €
R; m minore A} a un maximum.

Ces deux propriétés ne sont pas valables pour les parties de Q. On peut trouver une partie non vide et
majorée A de Q telle que Uensemble M 4 := {m € R; m majore A} n’a pas de minimum dans Q. On peut
aussi trouver une partie non vide et minorée A de Q telle que l'ensemble M4 := {m € R; m minore A}
n’a pas de maximum dans Q.

L’absence de ces propriétés dans Q et leur importance pour les limites est I'une des raisons pour lesquelles
on va travailler dans R, dont la construction compliquée est admise.

Définition 1.11. Soit A une partie non vide de R, i.e. A € (P(R)\ {0}).

Lorsque A est majorée, on appelle borne supérieure de A le plus petit majorant réel de A. C’est un nombre
réel.

Lorsque A n’est pas majorée, on décide que la borne supérieure de A est 4+oo.

Dans tous les cas, on note par sup A la borne supérieure de A. C’est un élément de R U {+00}.

Lorsque A est minorée, on appelle borne inférieure de A le plus grand minorant réel de A. C’est un
nombre réel.

Lorsque A n’est pas minorée, on décide que la borne inférieure de A est —oo.

Dans tous les cas, on note par inf A la borne inférieure de A. C’est un élément de R U {—oc}.

Il est commode d’utiliser la convention suivante : on décide que 400 est supérieur a tout nombre réel et
aussi & —oo; on décide que —oo est inférieur & tout nombre réel. Pour une partie non vide A de R, +oo
en est un majorant et —oo en est un minorant. Attention : +00 est un majorant non réel de A et —oo
est un minorant non réel de A, puisque +o0o et —oo n’appartiennent pas a R.

Proposition 1.12. Soit A une partie non vide de R, i.e. A € (P(R)\ {0}).
On ainf A <sup A.
On a

((supA) € A) < (A admet un mazimum)

et, dans le cas ot l'une des propositions est vraie, on a sup A = max A.
On a
((inf A) € A) < (A admet un minimum)

et, dans le cas ot l'une des propositions est vraie, on a inf A = min A.

Preuve :
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a). Soit a € A. Par définition de inf A, inf A minore A donc inf A < a. Par définition de sup A, sup A
majore A donc a < sup A. D’ou inf A < a < sup A.

b). Preuve de la premieére équivalence :
=) : On suppose que sup A € A. Donc sup A est un réel et un majorant de A. Comme il appartient
a A, c’est le maximum de A.
<=) : On suppose que A admet un maximum m. m est un nombre réel qui majore A et qui
appartient & A. A est donc majorée. Soit m’ un majorant de A. m’ majore tous les éléments de
A, donc, en particulier, I’élément m. Donc m’ > m. m est donc le plus petit majorant de A, i.e.
m = sup A.

c). Preuve de la deuxiéme équivalence :
=) : On suppose que inf A € A. Donc inf A est un réel et un minorant de A. Comme il appartient
a A, c’est le minimum de A.
<=) : On suppose que A admet un minimum m. m est un nombre réel qui minore A et qui
appartient & A. A est donc minorée. Soit m’ un minorant de A. m’ minore tous les éléments de
A, donc, en particulier, I’élément m. Donc m’ < m. m est donc le plus grand majorant de A, i.e.
m = inf A. O

On a vu plus haut que 1 est le maximum de [0; 1]. La proposition nous permet d’affirmer que 1 = sup [0; 1].
De méme, 0 est le minimum de [0; 1] et la proposition nous donne que 0 = inf [0; 1].

On a aussi vu que 'ensemble [0; 1] n’a pas de maximum. Mais il a forcément une borne supérieure. Quelle
est-elle 7 Comme cet ensemble est majorée par 5, sup [0; 1[€ R. On devine que sup [0; 1[= 1. Vérifions-le.
Pour simplifier 1’écriture, on pose A := [0;1].

Tout d’abord, 1 est bien un majorant de A. Montrons que c’est le plus petit majorant de A. Supposons
le contraire. Il existe donc un majorant m de A tel que m < 1. Comme (1 +m)/2 €|m;1[ et m > 0,
(I1+m)/2 € [0;1]= A. Comme m majore A, m > (m + 1)/2 soit, par (1.2), 2m > m + 1 et, par (1.1),
m > 1. Contradiction avec m < 1.

On a donc montré que 1 est le plus petit majorant de [0; 1], soit sup [0; 1[= 1.

2 Voisinages dans R et C.

On introduit plusieurs notions de voisinage dans C, R et N. Celles-ci seront utiles pour la définition des
limites de suite et de fonction.

2.1 Voisinages d’un point dans C.

Dans le paragraphe 9.1.3, on donne une construction de la fonction racine carrée /- ainsi que quelques
propriétés de cette fonction. On rappelle que la fonction module est la fonction |- | : C — RT définie

par, pour z = x + iy € C,
|z| == Va2 +y? = Vz-Z, (2.1)

ou z désigne le conjugué de z. Elle possede les propriétés suivantes : le module du zéro de C est nul, le
module d’'un nombre complexe non nul est strictement positif, le module d’un produit est le produit des
modules, le module d’une somme est inférieur ou égal & la somme de modules. Autrement dit, on a :

VzeC, (]z2|=0 < 2=0), (2.2)
VzeC, |Z]=l4, (2.3)
V(s eC, |5 = |2 |2 (2.4

et
V(z2)eC?, |z+2] < |z + |2]. (2.5)
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La propriété (2.5) s’appelle I'inégalité triangulaire. Une formulation équivalente de cette proposition est
V(z2)eC?, |zl = ||| < |z — 2. (2.6)
En désignant, pour z € C, par (z) sa partie réelle et par 3(z) sa partie imaginaire, on a

veeC, ((RE)I<I2) et (SG) <) (2.7)

On note que, pour z € C, | — z| = |z|, d’apres (2.4).
Les propriétés précédentes sont démontrées dans le paragraphe 9.1.3 (cf. proposition 9.13).

Définition 2.1. Pour zy € C et r € RT, on pose
D(zo;r[:= {2 €C; |z — 2| <r} et D(zo;r] == {z€C; |z — 2| < r}.

Le premier ensemble est appelé le disque ouvert de centre zg et de rayon r tandis que le second est appelé
le disque fermé de centre zg et de rayon r.

On remarque que, pour tout zg € C, D(zp; 0[ est vide et D(zp; 0] est le singleton {zo}. Lorsque r > 0, on
peut vérifier que, pour tout zo € C, D(zp; [ et D(zo; 7] sont des ensembles infinis. En effet, ils contiennent
tous les deux ’ensemble infini

r
{ZO+—;n€N*}.
2n

On remarque aussi que la restriction & D(zo; ] de la fonction module est majorée par |zg| + r. On pourra
vérifier ce point en utilisant (2.6).

Considérons deux disques ouverts (resp. fermés), 'un de centre 29 € C et de rayon rg € RT et 'autre
de centre z; € C et de rayon r; € RT. A quelle condition les deux disques s’intersectent-ils ? A quelle
condition 'un des disques est inclu dans I'autre ? La proposition suivante répond & ces questions.

Proposition 2.2. Soit (z0;21) € C? et (ro;7r1) € (RT)2.

1. On suppose rg > 0 et ry > 0. On a l’équivalence

D(zo;ro[ND(z1;m1[# 0 <= |z0— 21| < ro+71. (2.8)
2. On a l’équivalence

D(zg;m0) N D(z15m1] # 0 <= Jzo—21| < ro+r1.
3. On suppose rg > 0. On a l’équivalence

D(zo;m0[C D(z1;1] <= |zo—21] + 10 < 11

4. On a l’équivalence

D(zo;70] C D(z1;71] = zo—z1| + 10 <1y

Preuve : A faire en td. O

Définition 2.3. Soit zo € C. On dit qu’une partie A de C est un voisinage (complexe) de zo s’il existe
r > 0 tel que le disque ouvert de centre zg et de rayon r soit inclu dans A, i.e. tel que D(zo;7r[C A. On
note par V., l'ensemble des voisinages (complexes) de zg.
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Soit zg € C. Les disques ouverts D(zg; ro[, pour 79 > 0, sont tous des voisinages de zg. Les disques fermés
D(zp; ro], pour rg > 0, sont tous aussi des voisinages de zg. Mais zo admet des voisinages qui ne sont pas
des disques. Par exemple, les ensembles

{2€C; R(z—2) € [-1;1]} et {2€C; S(z—2) €] —1;2]}

sont des voisinages de zy. En effet, on peut vérifier qu’ils contiennent tous les deux le disque ouvert
D(z0;1/2[. En revanche, ’ensemble

B = {ze(C; E‘s(z—zo)EO}

n’est pas un voisinage de zg. Vérifions ce point en raisonnant par ’absurde. Supposons que B soit un
voisinage de zq. Alors, par définition, il existe un r > 0 tel que D(zp; 7[C B. Le nombre complexe zg—ir/2
appartient au disque D(zo; [ car |(z0 —ir/2) — 29| = | —ir/2| = r/2 < r. Donc, par 'inclusion précédente,
il appartient aussi & B. On doit donc avoir I((zg —ir/2) — z9) > 0. Or ((z0 —ir/2) — 20) = S(—ir/2) =
—r/2 < 0. Contradiction. On a donc montré par 'absurde que B n’est pas un voisinage de zg.

2.2 Voisinages d’un point dans R.

On rappelle que la fonction valeur absolue est la fonction | - | : R — R* définie par |z| = max{—x;z}
(ol existence du maximum est assuré par la proposition 1.10). C’est la restriction & R de la fonction
module (cf. paragraphe 9.1.3). C’est pourquoi on utilise la méme notation pour ces deux fonctions. Les
propriétés du module se transmette a la valeur absolue. On a donc

VzeR, (Jz|=0 < z=0), (2.9)
V(x;2') € R?,  |za!| = |z|-]2|, (2.10)
V(z;z') €eR?, |z +2/| < |z| + |2 (2.11)
et
V(z;a') eR?, 2| — || < Jo — 2|, (2.12)

La propriété (2.11) est I'inégalité triangulaire sur R et la proposition (2.12) en est une utile reformulation
équivalente.

On introduit maintenant dans R une notion similaire & la notion de disque dans C.
Définition 2.4. Pour xo € R et r € RT, on pose
Izo;r[ = {z €R; |z — zo| <71} et I(zo;r] == {Z€R; |z — x| < 7}
On appelle ces ensembles l'intervalle ouvert centré en xg de rayon r et lintervalle fermé centré en xg de

rayon r, respectivement.

Le nom “intervalle” dans cette définition est justifié par la

Proposition 2.5. Pour xg € R et r € R, I(xg;r[=]zo—r;z0+7[ €t I(zo;7] = [x0—7;20+7]. Autrement
dit, pour x € R, les deux équivalences suivantes sont vraies :

(|l — 20| < 7) <= (wo—7 <z <x0+7),

(\x—x0| < r) — (gco—rgmggco—i—r).
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Preuve : Notons que la premiere équivalence est aussi (z € I(xg;r[ <= = €|xg — ;20 + 7[), la seconde
est aussi (z € I(zo;r] <= = € [xvo — r; o +r]). La validité de ces équivalences donnent donc les égalités
d’ensembles annoncées.

En utilisant (1.1) puis (1.3), on a

(zo—r <z <zo+r) &= (-r<z -z <71) = ((x—zg <r)et (—(z — m) < 7’))
et, en utilisant le fait que, pour a € R, |a] = max(—a;a), on a
((:17 —z0 < 71)et (—(z — z) < r)) = (lz — x| < 7).

On a montré la premiere équivalence. Pour montrer 'autre, on peut suivre les mémes arguments en
remplacant partout les “<” par des “<”. O

On remarque que, pour zg € Ret 7 € RT,
I(zo;r[ = D(zo;r[NR et I(xog;r] = D(zo;r] NR. (2.13)

On peut déterminer a quelle condition deux tels intervalles du méme type s’intersectent et a quelle
condition 'un est inclu dans 'autre.

Proposition 2.6. Soit (zg;x1) € R? et (ro;r1) € (RT)2.

1. On suppose rg > 0 et r1 > 0. On a ’équivalence
I(zo;ro[NI(z1;m[# 0 <= |zo—m| < ro+r.
2. On a l’équivalence
I(xo;ro) N I(z15m] # 0 <= Jwo—z1| < ro+r1.
3. On suppose 1o > 0. On a l’équivalence
I(zo;ro[C I(x1;5m] <= |wo—a1| + 10 < 11
4. On a U'équivalence

I(xzo;ro] C I(x1;7m] — Jzo—z1| + 10 <11

Preuve : 11 suffit d’appliquer la proposition 2.2 et d’utiliser (2.13). O

Définition 2.7. Soit zp € R. On dit qu’une partie A de R est un voisinage (réel) de xq s’il existe r > 0
tel que Uintervalle ouvert centré en xg et de rayon r soit inclu dans A, i.e. tel que I(xg;r[C A. On note
par Vy, Uensemble des voisinages (réels) de x.

Pour zg € R, les intervalles ouverts (resp. fermés) centrés en xq et de rayon r > 0 sont des voisinages de
Zo et sont des ensembles infinis. Le singleton {z(}, en revanche, n’est pas un voisinage de xg. En effet, il
ne peut contenir un I(xo;r|[ avec r > 0, qui est infini, puisqu’il est un ensemble fini.

Attention : Pour alléger les notations, on a noté, pour xp € R, de la méme facon V,, deux ensembles
différents : I’ensemble des voisinages réels de x( et ’ensemble des voisinages complexes du complexe xg.
L’ensemble {z € C; R(z) €] — 1;1[,3(2) = 0} peut étre vu comme une partie de R et, en tant que telle,
c’est un voisinage réel de 0. Comme partie de C, ce n’est pas un voisinage complexe de 0.

Quand on utilise le mot “voisinage” ou la notation V,,, il y a donc un risque de confusion et, dans ce cas,
on précisera “voisinage réel” ou “voisinage complexe”, “V,,” dans R ou “V,,” dans C.

La notion suivante sera aussi importante pour I’étude des limites.
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Définition 2.8. Soit xg € R et A une partie de R. On dit que x¢ est un point adhérent a A si, pour tout
r >0, I(zo;r| rencontre A, i.e. I(zo;r[NA # 0.

4 est un point adhérent & [1;7[ puisque tout voisinage de 4 rencontre [1;7[ en, au moins, 4. On peut
vérifier que 7 est aussi un point adhérent & [1;7[. Mais 0 n’est pas adhérent & [1; 7 car I'intervalle ouvert
] — 1; 1] centré en 0 ne rencontre pas [1; 7.

Voici une caractérisation importante de la propriété d’adhérence.

Proposition 2.9. Soit xg € R et A une partie de R. Le point x¢ est adhérent a A si et seulement si, pour
tout voisinage U de xo, U rencontre A, i.e. U N A # (.

Preuve : Montrons les deux implications.

=) : Soit ¢ est un point adhérent & A. Prenons un voisinage U de x. Par la définition 2.7, il existe r > 0
tel que I(zg;r[C U. L’ensemble U N A contient 'ensemble I(zo;r[N A, qui est non vide par hypothése
(cf. définition 2.8). Donc U N A est non vide.

<=) : On suppose que tout voisinage de xy rencontre a. Soit r > 0. Comme I(zg; [ est un voisinage de
A, il rencontre A donc I(zo;r[NA # 0. Ceci étant vrai pour tout r > 0, zo est un point adhérent a A
par la définition 2.8. 0

Pour I’étude des limites de fonctions, il est utile d’introduire la notion de voisinage réel dans une partie
non vide D de R.

Définition 2.10. Soit D une partie non vide de R. Soit a € R adhérent a D. On dit qu’une partie A de D
est un voisinage dans D de a si c’est la trace sur D d’un voisinage réel de a, i.e. s’il existe B € V, tel
que A =DnN B. On note par VP I’ensemble des voisinages dans D de a.

Dans la définition précédente, le fait que a soit adhérent a D assure que les voisinages dans D de a sont
non vides.

2.3 Voisinages, dans R, de +o00 et de —oc.

Pour I’étude des limites, il sera commode de disposer d’une notion de voisinage réel pour les symboles
+00 et —oo.

Définition 2.11. Soit A un partie de R.

On dit que A est un voisinage de 400 s’il existe a € R tel que Ja; +o00[C A.
On dit que A est un voisinage de —oo s’il existe a € R tel que | — oo;a[C A.
On note par Vyoo (resp. V_o) Uensemble des voisinages de +oco (resp. —oo).

Contrairement aux voisinages d’un point, qui contiennent le point en question, un voisinage de +oo (resp.
—o00) ne contient pas +o0o (resp. —oo) puisqu’il est une partie de R et 400 € R (resp. —oo € R). Pour
a € R, les intervalles Ja; +00] et [a; +00[ sont des voisinages de +o00. L’ensemble {0} U [1; +00[ n’est pas
un intervalle mais est un voisinage de +oco. En revanche, N n’est pas un voisinage de +oo.

Définition 2.12. Soit A une partie de R.
On dit que +00 est adhérent a A si tout voisinage de +0o rencontre A, i.e.

VBE€Viw, ANB # 0.
On dit que —oo est adhérent a A si tout voisinage de —oo rencontre A, i.e.

VBeV_o, ANB # 0.
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On remarque que +oo est adhérent & [1; +00|[. En utilisant la propriété d’Archimede (1.4), on peut vérifier
que 400 est adhérent a N.

Pour I’étude des limites de suites, il est utile d’introduire la notion de voisinage de +o0o dans une partie
infinie de N.

Remarquons tout d’abord que, d’apres la proposition 1.10, 400 n’est pas adhérent a une partie finie de
N mais est adhérent a une partie infinie de N.

Définition 2.13. Soit D une partie infinie de N. On dit qu’une partie A de D est un voisinage dans D de
400 si c’est la trace sur D d’un voisinage dans R de 400, i.e. s’il existe B € Vo tel que A= DN B.
On note par Vfoo l’ensemble des voisinages dans D de +oc.

Pour une partie infinie D de N, les voisinages dans D de 400 ne sont pas vides, puisque 400 est adhérent
a D (cf. proposition 1.10).

Pour I’étude des limites de fonctions, il est utile d’introduire la notion de voisinage réel de —oo (resp. de
~+00) dans une partie non vide D de R.

Définition 2.14. Soit D une partie non vide de R. Soit a € {—o0;+00} adhérent ¢ D. On dit qu’une
partie A de D est un voisinage dans D de a si c¢’est la trace sur D d’un voisinage réel de a, i.e. s’il existe
B €V, tel que A =D N B. On note par VP I’ensemble des voisinages dans D de a.

Dans la définition précédente, le fait que a soit adhérent a D assure que les voisinages dans D de a sont
non vides.

2.4 Propriétés des voisinages.

On établit ici des propriétés des différents types de voisinages vus précédemment. On donne aussi des
propriétés sur la notion d’adhérence. On rappelle que K=R ou K =C

Proposition 2.15. Dans le cas ou K = C, on considéere £ € C. Dans le cas ou K = R, on considére
¢ e (RU{—o00;+00}).

1. Sil € K, un voisinage de £ contient forcément £ comme élément, i.e.
VAeV,, (teA.
2. L’intersection de deux voisinages de € est un voisinage de £, i.e.
V(A;B)e (V)?, ANB € V.
3. Une partie de K contenant un voisinage de £ est elle-méme un voisinage de £, i.e.

VAePK), ((EIBEVg; BCA) = Aew).

Preuve :

1. On sépare le cas ot K = C du cas ou K =R.
Cas K=Cet £ €C: Pour A€ Vy, il existe r > 0 tel que D(¢;r[C A. Comme ¢ € D(¢;r], £ € A.
Cas K=Ret £ € R: Pour A €V, il existe r > 0 tel que I(¢;r[C A. Comme ¢ € I(¢;r], £ € A.

2. On sépare en quatre cas.
Cas K=Cet £ €C : Soit (A;B) € (V,)?. Par définition, il existe 74 > 0 et rg > 0 tels que
D(4;ra[C A et D(¢;rg[C B. Soit r = min(ra;rg) > 0. On a D(¢;r[C D(¢;ra[C A et D(¢;r[C
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D(¢;rg[C B donc D(¢4;7[C (AN B). AN B est bien un voisinage de £.

Cas K=Ret LR : Soit (4;B) € (V,)?. Par définition, il existe 74 > 0 et rp > 0 tels que
I(l;ra[C A et I(¢;rg[C B. Soit r = min(ra;rg) > 0. On a I(¢;r[C I(¢;ra[C A et I(¢;r[C
I(¢;rg[C B donce I(4;r[C (AN B). AN B est bien un voisinage de /.

Cas K=R et £ = 400 : Soit (A4; B) € (V4o0)?. Par définition, il existe des réels by > 0 et by > 0
tels que |ba;+o0o[C A et |bp;+oo[C B. Soit b = max(ba;bg). On a |b;+00[Clba;+oo[C A et
]b; +00[Clbp; +o0[C B donc |b; +oo[C (AN B). AN B est bien un voisinage de +o0.

Cas K=Ret { = —o00 : Soit (4; B) € (V400)?. Par définition, il existe des réels ba > 0 et bg > 0
tels que | —oo; —ba[C A et | —o00; —bp[C B. Soit b = max(ba;bg). On a]—oo0; —b[C]—o00; —bs[C A
et | — oo; —b[C] — 00; —bp[C B donc | — oo; —b[C (AN B). AN B est bien un voisinage de —oc.

3. On sépare en quatre cas.
Cas K=Cet £ € C: Soit A une partie de C contenant un voisinage B de £. Il existe donc r > 0
tel que D(¢;r[C B. Comme B C A, on a D(¢;r[C A, donc A € V,.
Cas K=R et £ € R : Soit A une partie de C contenant un voisinage B de £. 1l existe donc r > 0
tel que I(¢;7[C B. Comme B C A, on a I(¢;r[C A, donc A € V.
Cas K=R et £ =400 : Soit A une partie de C contenant un voisinage B de +o0. Il existe donc
b > 0 tel que ]b; +o00[C B. Comme B C A, on a ]b;+00[C A, donc 4 € V.
Cas K=R et £ = —c0 : Soit A une partie de C contenant un voisinage B de —oo. Il existe donc
b > 0 tel que | — 0o;b[C B. Comme B C A, on a | —oo;b[C A, donc A € V_,. O

La propriété de séparation suivante sera importante dans la suite du cours.

Proposition 2.16. Dans le cas ot K = C, on considére (¢;0') € C? avec £ # {'. Dans le cas ot K =R, on
considere ((;0") € (R U {—o0;+00})? avec £ # £'. Alors il existe un voisinage de { et un voisinage de ¢
qui ne se rencontrent pas, i.e.

H(A;B)GVgXVg/; ANB = 0.

Preuve : On sépare en deux cas.

Cas K = C : Prenons z; # zp dans C. Donc |21 — 2| > 0. Soit = |21 — 20|/2 > 0. Pour r; = ret ro = r,
le membre de droite de 1’équivalence (2.8) est faux donc celui de gauche aussi. Les disques D(zo;7| et
D(zp;r1] sont donc disjoints. Comme r > 0, le premier est un voisinage de zg et le deuxiéme un voisinage
de z1.

Cas K = R : Il suffit de montrer que, pour tout a € R, on peut trouver un voisinage de —oco, un voisinage
de a et un voisinage de 400 qui ne se rencontrent pas, deux a deux, i.e.

FAB;C) €V oo X Ve xVio; ((ANB =0)et(ANC = P)et (BNC = 0)).

Soit § > 0, A:=] —oo;a—0[, B:=I(a;0[=]a —J;a+d[ et C:=Ja+0;+00[. Ona A€ V_o, B€V, et
C€Vie. Deplus, ANB=0, ANC=0et BNC = . O

Remarque 2.17. On peut vérifier que les résultats des propositions 2.15 et 2.16 sont encore valables pour
des voisinages dans une partie infinie de N et pour des voisinages dans une partie non vide de R.

On dispose de la caractérisation suivante des voisinages d’un point dans R.

Proposition 2.18. Soit xg € R. Une partic A de R est un voisinage de xqy si et seulement s’il existe un
intervalle ouvert I qui contient xo et qui est inclu dans A. Autrement dit : A € V,, si et seulement s’il
existe un intervalle ouvert I tel que

I CA e x9g€l.

Preuve :
=) : On suppose que A est un voisinage de zg. Il existe donc r > 0 tel que I(xo;7[C A. Onaxg € I(xg;7]
et I(xo;r[ est un intervalle ouvert par la proposition 2.5.
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<=) : On suppose qu’il existe un intervalle ouvert I contenant xg et inclu dans A. On sait qu’il existe
(w15 22) € I? tel que ¢ €]w1;x2[ et |o1;22[C I (cf. remarque 1.8). Soit 7 = min(|xg — z1|; |z — 72]) > 0.
On va montrer que I(xo;r[Cla1;z2[. Six € I(zo;r[, on a, par la proposition 2.5,

1 = 29— |lwo—a1] < g —1 < x < g +71r < X0+ T —T2|] = 2.

Donc x €]x1; 22]. On a montré que I(xg; r[Clzy;za[. Or Jxy;xe[C I et I C A donc I(zo;r[C A. A est donc
un voisinage de xg. .

On dispose aussi d’une caractérisation d’un point adhérent & une partie.

Proposition 2.19. Soit A une partie de R. Tout élément de A est un point adhérent a A. De plus, pour
zo € R, on a l’équivalence :

(zo est un point adhérent ¢ A) < (R\ A) & Vy, -

Preuve : Prenons un zy € A. Pour tout r > 0, zg € I(zg;7[ donc z¢ € I(zo;T[NA et I(xo;r[NA # 0. On
a montré que a est adhérent a A.

Soit g € R et » > 0. Dire que I(zo;r[ rencontre A équivaut a dire que I(xo;r[ n’est pas inclu dans le
complémentaire de A, c’est-a-dire :

I(zo;7r[NA# D <= I(zo;r[¢ (R\A).

On a donc
(zo est un point adhérent & A) < (Vr >0, I(zo;r[NA#0)
= (Vr>0, I(zgr[Z (R\A))
< non (3r >0, I(zo;r[C (R\A))
— (R\A) ¢V, .
On obtient donc ’équivalence cherchée. O

3 Suites réelles et complexes.

L’objet de cette partie est d’introduire la notion de suite a valeurs dans R ou C et définir une notion de
limite pour de telles suites.

3.1 Définitions et premiers exemples.

On introduit ici les notions de suite réelle et de suite complexe simultanément. Pour ce faire, le symbole
K désignera soit R, pour les suites réelles, soit C, pour les suites complexes.

Définition 3.1. Une suite a valeurs dans K est une application u: D — K, ou D est une partie non vide
de N. D est le domaine de définition de la suite u. Pour n € D, la valeur de u en n, & savoir u(n), est
aussi notée par u,. C’est un élément de K. On désigne parfois u par (up)nep. Lorsque D est finie, on
dit que u est une suite finie. Lorsque D est infinie, on dit que u est une suite infinie.

L’ensemble des suites définies sur une partie non vide D de N et d valeurs dans K est noté KP.

Une suite a valeurs dans R est appelée suite réelle. Une suite a valeurs dans C est appelée suite complezxe.

On va surtout s’intéresser aux suites infinies car, pour celles-ci seulement, on aura une notion de limite.
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Considérons quelques exemples de suites réelles.

Soit w : N* — R définie par, pour n € N*; u,, = 1/n. Soit v : N — R définie par, pour n € N,
vp, = 1/(n+1). Soit D = [3; 400 et w: D — R définie par, pour n € N, w,, = 1/n. Bien que ces trois
suites se ressemblent, elles sont différentes.

Soit x : N — R définie par, pour n € N, x,, = 1 si n est pair, et x,, = —1, si n est impair. On remarque
que, pour tout n € N, on a une formule pour z,, & savoir z,, = (—1)". Donc = = ((—1)")pen-
Soit y : N* — R définie par, pour n € N*, y, = n,sin < 7, et y, = —1, si n > 7. On remarque que

y n’est pas une suite constante mais elle est constante égale a —1 a partir du rang 8, c’est-a-dire si ’on
oublie les 7 premiers termes.
Pour un entier naturel n, la formule

™m+5
n(n —3)
a un sens exactement quand n € N\ {0;3} et le résultat est un nombre réel. On peut donc définir une
suite u : D — R par D = N\ {0;3} et, pour n € D,
m+5
n(n—3)°

Uy =

On peut aussi considérer la suite v : D’ — R par D’ = [4; +o0] et, pour n € D',

™m—+5
Uy = ————— .
n(n —3)
C’est en fait la restriction de v & D’.
Pour n € N; la formule
1
sin (n%)

n’a de sens que si n & {4k; k € N} := 4N. En posant D = N\ (4N), qui est bien une partie infinie de N,
la suite u : D — R donnée par, pour n € D,

est bien définie.

Considérons maintenant des exemples de suites complexes.

Soit u : N — C définie par, pour n € N, u,, = ¢". En notant par exp ’exponentielle complexe, soit
v : N — C définie par, pour v € N, u,, = exp(inn/6). Soit w : N* — C définie par, pour n € N*,
wy, = (1/n) + (i/n?).

3.2 Suites récurrentes.

Une importante classe de suites est formée par les suites récurrentes que l'on va définir ici. On va voir
deux types de suite récurrente : les suites récurrentes associées a une fonction, d’une part, et les séries
(et produits), d’autre part. On rappelle que K désigne R ou C.

3.2.1 Suites récurrentes associées a une fonction.

On se donne une fonction f : D — K, ou le domaine de définition D de f est une partie non vide de
K. On veut construire de proche en proche une suite v : N — K en choississant ug € D, en posant
u; = f(ug), puis us = f(u1), et ainsi de suite. Est-on stir de définir ainsi une suite ? Est-on stir d’en
définir qu’une, une fois que ug a été choisi?

Un premier probléeme est le suivant : il se pourrait que, pour un certain n € N, u,, € D. Dans ce cas, nous
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serions dans l'incapacité de définir u, 41 puisque I'on ne peut appliquer f & wu,. C’est précisément ce qui
se passe dans ’exemple suivant : on prend f : [1;+oo[— R donnée par f(z) = vz —1 et ug = 2. On
a bien ug € [1;4o00[ donc u3 = f(ug) = f(2) = 1. On a bien u; € [1;+00[ donc ug = f(u1) = f(1) = 0.
Mais ug & [1;+00].

On va voir que l'on peut éviter ce probleme en imposant que 'image de la fonction f soit incluse dans
son domaine de définition.

Le second probleme est lié au fait que 'on doit définir u,, pour tout n € N. Pour un n explicite, par
exemple n = 10, on peut le faire en calculant successivement les termes uj, -« - ,ug puis définir uyg par
f(ug). Comme on doit faire cela pour tout n € N, on est confronté a une procédure infinie, sans savoir
si elle est justifiée. Par bonheur, le théoreme de récurrence va nous permettre vérifier que ’on construit
bien ainsi une suite (et une seule, une fois le premier terme choisi).

Proposition 3.2. Soit f : D — K une application dont le domaine de définition D est une partie non
vide de K. On suppose que l'image par [ de D est incluse dans D, c’est-a-dire que

f(D) = {f(x); xeD} C D.
Pour tout d € D, il existe une unique suite u : N — D wvérifiant ug = d et
VYneN, upt1 = flun). (3.1)

Remarque 3.3. Pour montrer cette proposition 3.2, on se trouve confronté a une difficulté subtile et tenace.
On renvoie au paragraphe 9.2.2 pour un éclaircissement a ce sujet.

Preuve de la proposition 3.2 : Voir dans le paragraphe 9.2.3. 0

Définition 3.4. On se place dans le cadre de la proposition 3.2. Pour d € D, la suite u est appelée
suite récurrente associée o f de premier terme d. La proposition (3.1) s’appelle la relation de récurrence
satisfaite par u.

On définit maintenant la classe des suites arithmético-géométriques, qui constituent des exemples de
suites récurrentes associées & une fonction. Soit (a;b) € K2 et f : K — K donnée par f(z) = a-x + b.
Comme l'image du domaine de f est incluse dans K, le domaine de f, on peut appliquer la proposition 3.2
a cette fonction f. Pour d € K il existe donc une unique suite v : N — K vérifiant ug = d et (3.1). Cette
derniere s’écrit aussi

YneN, U1 = a-u, + 0. (3.2)

Définition 3.5. Soit (a;b) € K2. Soit d € K. Lunique suite u : N — K de premier terme ug = d vérifiant
(3.2) est la suite arithmético-géométrique associée a (a;b) et de premier terme d.

Lorsque b =0, on dit que u est la suite géométrique de raison a et de premier terme d.

Lorsque a = 1, on dit que u est la suite arithmétique de raison b et de premier terme d.

3.2.2 Sommes et séries.

Soit u : N — K une suite. On souhaite effectuer la somme des termes de la suite u du premier terme au
nieme, pour un n € N. Lorsque n = 0, une telle somme est sy = ug. Lorsque n = 1, une telle somme est
$1 = ug + u1. Lorsque n = 2, une telle somme est so = ug + uq + us. Pour n arbitraire, on a envie d’écrire

Sp = Ug + UL+ F Up_1 + Up . (3.3)

On rencontre de nouveau une procédure essentiellement infinie puisque n n’est pas limité. Grace au
théoreme de récurrence, on va pouvoir donner un sens précis a toutes ces sommes.

Proposition 3.6. Soit ng € N, D = [ng;+oo[ et u : D — K une suite. Alors il existe une unique suite
s: D — K vérifiant s,, = un, et

VneD, Spt1 = Sp + Unt1 - (3.4)
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Remarque 3.7. Ici aussi, on fait face a la difficulté subtile mentionnée dans la remarque 3.3.

Preuve de la proposition 3.6 : Voir dans le paragraphe 9.2.3. O

Définition 3.8. Soit ng € N, D = [ng;+oo] et w : D — K une suite. La suite s construite dans la
proposition 3.0 est appelée suite des sommes partielles de la suite uw. On dit aussi que c’est la série de
terme général u,. On définit plusieurs notations pour les termes de la suite s, qui sont des sommes finies.

Pourn € D, on pose :
Z up = Z up = Z U = S, . (3.5)

k=mno k€[no;n] no<k<n

Le signe > se dit “somme” ou bien “sigma” (c’est en fait la maguscule de la lettre grecque “sigma”). Le
parameétre k dans ces notations est appelé indice de la somme. Lorsque n < ng, on pose par convention

Attention, dans la derniere notation de (3.5), il est sous-entendu que l'indice &k de la somme est un entier.
On peut changer le symbole désignant I'indice de ces sommes sans changer les sommes en question. Il n’a
pas d’existence extérieure, il ne sert qu’a décrire la somme. Il joue un roéle similaire & ’indice utilisé dans
une boucle en informatique. En particulier, il ne peut pas apparaitre en dehors de la somme.

Alors que les séries seront étudiées de maniere systématique en L2, on se limitera, dans ce cours, a quelques
exemples. En revanche, on se servira souvent des symboles introduits dans (3.5) qui permettent de décrire
des sommes finies.

Voyons maintenant quelques propriétés de ces sommes. Prenons une suite u : N* — K. Considérons le
troisieme terme sz de la suite s des sommes partielles de u. Par définition, s3 = so + ug, So = s1 + us et
s1 = uy. Donc s3 = uy + us + uz. On peut aussi écrire s3 = uz + us + u; donc

3 2
E U = Us—y¢ -
k=1

£=0

Siv:N — K est définie par v, = up41 alors s3 = uq + ua + ug est aussi vo + vi + v donc

3 2 2
E U = E Vy = E Up41 -
k=1 =0

£=0

On peut aussi écrire s3 = (u1 + us) + ug et s3 = ug + (u2 + u3z) donc

3 2 3 1 3
k=1 k=1 k=3 k=1 k=2
Soit (w1;we;ws) € K3 tel que u; = 2wy, ug = 2ws et uz = 2ws. On peut écrire s3 = uy + (2w + 2w3) =
2wy + 2(we + w3) = 2(wy + (we + w3)) = 2(wy + wa + w3). On a donc

3 3 3
Z U = Z 2wk = 2 Z Wk -
k=1 k=1

k=1

Si z : N* — K est une autre suite, on peut considérer la somme (u; + x1) + (u2 + x2) + (usz + x3) et
Pécrire (uy + us + uz) + (r1 + 22 + x3) donc

k=1
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On sent que ces propriétés sont générales, elles ne dépendent pas du nombre de termes dans la somme.
On s’attend donc a ce qu’elles soient vraies quelque soit le nombre de termes. Comme ce dernier n’est
pas majoré, on va avoir besoin du théoréme de récurrence pour les établir dans le cas général. C’est ce
que l'on fait dans la proposition suivante.

Proposition 3.9. Soit ng € N. Soit u : [ng; +oo] — K et v : [ng; +oo — K. Soit A € K. Pour n > ny,

n q n
Yq € [no;n] , Z ur = Z ur + Z ug , (3.6)

k=ng k=ng k=q+1
n n+m
VmeN, Z up = Z Up—rm (3.7)
k=ng L=no+m
Vm € [0;no] , Z up = Z Uptrm s (3.8)
k=ng {=ng—m
n n—no
Sur = > Uy (3.9)
k=ng =0
n n
Z up = Z Untno—p » (3.10)
k=ngo p=no
i Augp, = A - z": Uug (3.11)
k=no k=mno
Z (up + vg) = (Z uk> + (Z Uk> . (3.12)
k=ngo k=ng k=ng
n n
S = > w, (3.13)
k=ng k=ng
Sow <Y ual (3.14)
k=ng k=ng

Si u est constante égale a ¢ € K alors, pour tout n > ng,

Zuk:c-(n—no—i—l), (3.15)

k:no

c’est-a-dire ¢ fois le nombre d’éléments dans [no;n].

Preuve :

1. Pour n > ng, soit P(n) = ((3.6) est vraie). Pour n = ng, on a (3.6) est vraie d’apres la convention
adoptée dans la définition 3.8. Supposons que P(n) soit vraie pour un n > ng. On a, par la

définition 3.8,
n+1 n

k‘:n() k:no

ce qui est précisément la formule dans (3.6) pour n remplacé par n + 1 et ¢ = n + 1. Maintenant,
soit ¢ € [no;n]. On a, par la définition 3.8 et par 'hypotheése de récurrence,

k=ngo k=ng k=ng k=q+1 k=ng k=q+1
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Donc P(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4), P(n) est vraie pour
tout n > ng. On a donc montré (3.6).

2. Pour n > ng, soit Q(n) = ((3.7) est vraie). Pour n = ng, on a

no no+m
§ U = Uny = U(ng+m)—m = § Up—m
k=ng L=no+m

donc Q(ng) est vraie. Supposons que Q(n) soit vraie pour un n > ng. Soit m € N. On a, par la
définition 3.8 et par '’hypotheése de récurrence,

n+1 n n+m (nt1)4m
R T

k=ngo k=ngo l=no+m l=no+m

Donc Q(n + 1) soit vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4), Q(n) est vraie pour

tout n > ng. On a donc montré (3.7).

Soit m € [no; n]. On applique (3.7) avec ng remplacé par ng—m, u remplacée par w = (Ug1m)¢e[no—mi+oo[s
n remplacé par n —m :

n—m n—m (n—m)+m (n—m)+m

n
Z Uetm = Z We = Z Wer—m = Z U(er—m)+m = Z U 5

l=ng—m l=no—m l'=(ng—m)+m l'=(nog—m)+m k=ng

ce qui donne (3.8).

3. Pour n > ng, soit
n n—no
R(n) = (VwEK[”“J”OO[, Z T = Z xn_g> .
k=ny £=0

R(ng) est vraie car, pour tout z € Kot ot n = ng, ,,, = x,_o. Supposons que R(n) soit
vraie pour un n > ng. Soit z € Ko+l Pour p > ng, soit w, = z,1. On a w € Ko+l On a,
par (3.6) avec n remplacé par n + 1, u remplacé par x et ¢ = ng,

n+1 n+1 n+1 n
ka = < Z ka) + Tp, = ( Z wk_1> + xp, = (Z wk) + Tn,,

k=ng k=no+1 k=no+1 k=ng

d’apres (3.8) pour u remplacée par w et m = 1. D’apres 'hypothese de récurrence appliquée a w,

on a
n+1 n—ng n—ng n+1l—ng
E T = g Wp—¢ | + ZTp, = E Tnt1—0 | + Tpti—(nt+l-ng) = E Tn41—¢ -
k=ng {=0 £=0 £=0

Donc R(n + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4), R(n) est vraie pour
tout n > ng. On a donc montré (3.9) puisque u € Klmoitoel,

4. Pour p € [ng;n], soit yp = Uniyny—p €t, pour p > n, y, = 0. On a donc, par (3.9) appliquée a y,

n n n—no n—no n
E Un4ng—p = E Yp = E Yn—t = § Uptng = E U
p=no p=ng £=0 =0 k=ng

par (3.8) avec m = ng. On a montré (3.10).

5. Pour n > ng, soit
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Comme (Ap, + Vng) = A(Ungy) + (Vng), S(ng) est vraie. Supposons que S(n) soit vraie pour un
n > ng. On a, par la définition 3.8 et par hypothese de récurrence,

n+1 n
Z (Aug + vg) = (Z (Aug + vk)> + (Mupt1 + Vng1)

k=ng k=ng
n n
= \- (Z Uk) + (Z Uk> + AMpt1 + Unta
k=ng k=ng
n+1 n+1
(S ().
k=ngo k=ng

par la définition 3.8. Donc S(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4),
S(n) est vraie pour tout n > ng. D’aprés S(n) avec v = 0, on obtient (3.11). D’apres S(n) avec
A =1, on obtient (3.12).

6. On a, en utilisant S(n) avec A = i et, pour tout k € [ng; n], up remplacé par I(uy) et vy, remplacé
par R(uy),

Soueo= Y (Rlu) +i-S(u) = (Z %(uw) +i- (Z %k))

]i):no kZ:’I’LO k}ZTLo k}:no

(i §R(w)) —i- (i %(u@) = i (?R(uk) - i~%(uk))

k':’ﬂo ’f:no k}:no
n
= ) .
k}:no
en utilisant encore S(n) mais avec A = —i. On a montré (3.13).
7. Pour n > ng, soit T(n) = ((3.14) est vraie). T (ng) est vraie car

no no
Z Up| = |tng| < funy| = Z k] -
k=no k=ngo

Supposons que T (n) soit vraie pour un n > ng. Par la définition 3.8, I'inégalité triangulaire et
I’hypothese de récurrence, on a

n+1 n n n n+1
S - |<z ) b ] < |57 ]+ ] < (z |> ol = S .
k‘:TLO k:’no k:no k:ng k‘:no

Donc T (n + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4), T(n) est vraie pour
tout n > ng. On a donc montré (3.14).

8. Pour n > ng, soit U(n) = ((3.15) est vraie). U(ng) est vraie car u,, = ¢(ng —ng + 1). Supposons
que U(n) soit vraie pour un n > ng. Par la définition 3.8 et par hypothese de récurrence,

n+1 n
> u = (Z "k> gy =c-(n—mog+1)+c=c-(n+1-ng+1).

k:’no k:’n()

Donc U(n + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4), U(n) est vraie pour
tout n > ng. On a donc montré (3.15). O

Dans le cadre de I'étude des matrices a coefficients dans K, on rencontre des “sommes doubles” (cf. cours
d’algebre 2). Etant donnés (ng;n1) € N2, soit u : [ng;+oo[ X [n1;+00] — K une application. Pour
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(4;7) € [no; +oof x [ni1;+oo[, on note u;;; = u((4;7)). En fixant ¢ dans [ng; +oo[, on peut considérer la
suite s* des sommes partielles de la suite () jcfny;+o0[, Cest-a-dire

p
ik .
§7 = E WUisj

J=n pelni;too]

Pour p € [n;400[, les sommes partielles de la suite (s"*(p))icfng;+oo[> & savoir, pour n € [ng; +ool,

n n p

i3k —
E s (p) = E E Uisg |
i=ng i=ng \Jj=n1

sont des “sommes doubles” de u.
De méme, pour un j fixé dans [ni; +oof, on peut considérer la suite s*7 des sommes partielles de la suite
y P J ; , p p

S .
(Uisj)i€nos+oo|» Cest-a-dire
n
*5J § :
§* = Wsg; 5 .
i=ng n€[no;4oo[

Pour n € [ng; +oof, les sommes partielles de la suite (s*9j(n))j€|[m;+ooﬂ, & savoir, pour p € [ny;+ool,
P . P n
> i) = 3 (3w
j=n1 j=n1 \i=ng

sont aussi des “sommes doubles” de u.
Il se trouve que les deux constructions précédentes donnent les méme sommes doubles comme 'atteste la

Proposition 3.10. Soit u : [ng; +oo[ x [n1; +oo] — K une application qui, a (i;§) € [no; +oo x [n1; +oof,
associe u;.;. Pour tout (n;p) € [ng; +oo[ x [n1;+o00[, on a

n

Z f Uig | = i <§n: ui;j) . (3.16)

i=ng \Jj=n1 j=n1 \i=ng

Preuve : Pour p € [ny; +o0o[, soit P(p) la proposition : (pour tout n € [ng; +oo[, (3.16) est vraie).
Comme, pour tout n € [ng; +oo,

n ni n ni n
E , E , Uij | = E Uisn, = E E , Uisg | »
i=ng \j=n1 1=no j=n1 \i=ng

P(ny) est vraie.
Supposons P(p) vraie pour un p € [ny;+oo[. Soit n € [ng;+oo[. En utilisant la définition 3.8 et la
proposition 3.9, on a

n p+1 n 14 n P n
E E Upj | = E E Upj |+ Uipt1 | = E E Uij |+ E Uisp+1 -
1=ng \Jj=n1 1=no Jj=n1 1=ng \Jj=n1 1=no

D’apres ’hypothese de récurrence et la définition 3.8, on en déduit que
n p+1 p n n p+1 n
1=ng \Jj=n1 j=n1 \i=ng 1=no j=n1 \i=ng

Ceci étant vrai pour tout n € [ng; +oo[, on a montré que P(p + 1) est vraie.
Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng remplacé par nq), la proposition P(p) est vraie
pour tout p € [ng; +oof. d
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3.2.3 Produits, puissances, factorielles.

Dans le paragraphe 3.2.2, on a donné des propriétés sur les sommes finies dans K. De maniére similaire,
on peut traiter les produits finis dans K. On pourrait obtenir un pendant pour chaque propriété sur les
sommes. On se contente ici de donner une notation pour les produits finis, de justifier proprement la suite
des puissances d’un nombre et d’introduire la suite des factorielles.

Proposition 3.11. Soit ng € N, D = [ng;+oo[ et u : D — K une suite. Il existe une unique suite
m: D — K vérifiant mp, = un, et

Vn € D, Tn+l = T * Upt1 - (317)

Preuve : Il suffit de remplacer la somme + de K par le produit - de K dans la preuve de la proposition 3.6
pour obtenir une preuve de la proposition 3.11. Voir dans le paragraphe 9.2.3. O

Comme au paragraphe 3.2.2, on pourrait donner un nom a cette suite 7. On se contente de définir une
notation pour les produits finis :

Définition 3.12. Soit ng € N, D = [ng; +oof et u: D — K une suite. On consideére la suite m construite
dans la proposition 3.11. On définit plusieurs notations pour les termes de la suite w, qui sont des produits :

pour n € D, on pose :
H up = H up = H Up = T . (3.18)

k=ng ke[no;n] no<k<n

Le signe || se dit “produit” ou bien “pi” (c’est en fait la magjuscule de la lettre grecque “pi”). Le paramétre
k dans ces notations est appelé indice du produit. Lorsque n < ng, on pose par convention

n

Huk = 1.

k‘:’n(]

Comme au paragraphe 3.2.2, on peut montrer des propriétés de ces produits finis qui sont similaires a
celle des sommes finies que I'on a vues dans la proposition 3.9. On se contente de donner la définition des
notions de “puissance” et de “factorielle”.

Définition 3.13. Puissances et factorielles.
Soit a € K et u: N* — N la suite constante égale a a. On considére l'unique suite w : N* — K donnée
par la proposition 3.11 pour cette suite u. Pour n € N*, on pose a™ := m, et on prononce “a puissance
n”. On a donc, pourn > 1,
n
a” = H a.
k=1

Par convention, on pose a® = 1.

Soitv : N* — N la suite réelle donnée par, pourn € N*, v, = n. On considére l'unique suite w : N* — R
donnée par la proposition 3.11 avec u remplacée par v. Pour n € N*, on pose n! := 7, et on prononce
“factorielle n”. On a donc, pour n > 1,

Par convention, on pose 0! = 1.

On remarque, par récurrence, que la suite (1™),ecy est constante égale & 1 et que la suite (0™),en est
constante égale & 0 & partir du rang 1. Si & = ((—1)"),en alors on vérifie par récurrence que, pour tout
p €N, x9, =1 et xgp41 = —1. On peut aussi montrer par récurrence que la suite réelle (n!),en est en
fait & valeurs dans N*. On donne deux propriétés utiles des suites géométriques.
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Proposition 3.14. Soit (a;b) € C2. Pour (m;n) € N?, (a™)-(a™) = a™*™, (a™)™ = a™™ et (ab)™ = a™b™.
De plus, sia # 0, alors, pour tout n € N, a™ # 0 et, si a € R™, alors, pour tout n € N, a™ € RT*,

Preuve : Pour m € N, on pose P(m) = (Vn € N, (a") - (a™) = a™*™), Q(m) = (Vn € N, (a™)™ = a™™)
et R(m) = ((ab)™ = a™b™).

Par la premiére convention dans la définition 3.13, P(0), Q(0) et R(0) sont vraies.

Supposons P(m) vraie pour un m € N. Soit n € N. Par la définition 3.13, on a a = a™ - a donc
(@) - (a™*1) = (a™) - (a™) - a et, par 'hypothese de récurrence, (a”) - (a™*!) = a"*™ - a. Donc, en
utilisant encore la définition 3.13, (a™) - (a™*!) = a®*™*1. Donc P(m + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), P(m) est vraie pour tout m € N.
Supposons Q(m) vraie pour un m € N. Soit n € N. On a, par la définition 3.13, (a™)™+! = (a™)™ - a™ et,
par I'hypothése de récurrence, (a™)™*! = a™” - a™. Donc, par P(n), (a™)™*! = a®+" = ¢"("+1)_ Donc
Q(m + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), Q(m) est vraie pour tout m € N.
Supposons R(m) vraie pour un m € N. Par la définition 3.13, (ab)™*! = (ab)™ - (ab) et, par 'hypothese
de récurrence, (ab)™ ! =a™ b -a-b=a™"!.bm T par la définition 3.13. Donc R(m + 1) est vraie.
Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), R(m) est vraie pour tout m € N.

Soit a € C*. Pour n € N, on pose S(n) = (a™ # 0). Comme a” = 1 # 0, S(0) est vraie. Supposons que
S(n) soit vraie pour un n € N. Si 'on avait 0 = a™*! alors on aurait 0 = a - a™ donc a = 0 ou a” = 0, ce
qui est contradictoire avec I’hypothése sur a et I’hypothese de récurrence. Donc a1 # 0 et S(n + 1) est
vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), S(n) est vraie pour tout n € N.
Soit a € RT*. Pour n € N, on pose T (n) = (a" € RT*). Comme a° = 1 € RT*, T(0) est vraie. Supposons
que 7T (n) soit vraie pour un n € N. Donc a” € RT* et, comme a € R™*, ¢"*! = a-a" € R**. Donc
T(n+ 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), T(n) est vraie pour
tout n € N. 0

m—+1

En application, on peut montrer le résultat suivant sur les suites arithmético-géométrique.

Proposition 3.15. Soit (a;b) € C%. Soit d € C. Soit u : N — C la suite arithmético-géométrique de
premier terme d et associée a (a;b) (cf. Definition 3.5). On a

n—1
VneN, wu, = d-a" +b-» a*. (3.19)
k=0
Lorsque b =0, on a donc, pour toutn € N, u, =d-a”.
Lorsque a = 1, on a donc, pour tout n € N, u, = d + nb.
De plus, sia # 1 et n € N¥,
! 1 — a® a® — 1
k
= = . 3.20
Z @ 1 —a a—1 ( )
k=0
Preuve : A faire en td. O

3.3 Propriétés des suites.

Dans cette partie, on donne des propriétés générales des suites a valeurs dans K. Des propriétés spécifiques
aux suites réelles seront aussi mentionnées. On introduit enfin la notion de sous-suite d’une suite a valeurs
dans K.
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3.3.1 Propriétés générales.

Une premiére propriété importante des suites & valeurs dans K (avec K = R ou K = C) réside dans le
fait que I’ensemble des suites a valeurs dans K est un K-espace vectoriel pour des lois de compositions
appropriées que ’'on donne maintenant.

Définition 3.16. Soit D une partie non vide de N. Soit u: D — K et v: D — K. Soit A € K.

On définit une nouvelle suite w : D — K en posant, pour tout n € D, w,, = u, + v,. La suite w est la
somme des suites u et v et est notée w = u + v.

On définit une nouvelle suite x : D — K en posant, pour tout n € D, x, = X - uy,. La suite x est le
produit de la suite u par le scalaire A et est notée Au ou A - u.

Une suite u : D — K est dite constante (sur D) s’il existe ¢ € K tel que, pour tout n € D, u,, = c.

La suite nulle sur D est la suite constante égale a 0 sur D.

Soit N € N. Une suite u : D — K est dite constante (sur D) a partir du rang N s’il existe ¢ € K tel
que, pour tout n € D N [N;+oo[, u, = c.

Une suite u: D — K, pour laquelle il existe un N € N tel que u soit constante (sur D) & partir du rang
N, est dite stationnaire.

Par exemple 2((1/n)pen<) = (2/n)nen+. La somme des suites v : N* — R et v : N* — R, données par
unp = In(n) et v, = In(1/n), est la suite nulle sur N* puisque, pour tout n > 0,

Up + v, = In(n) + In(1/n) = In(n) — In(n) = 0.

Attention : pour des raisons de clarté, on note de la méme maniere 1’addition dans K et celle dans K?,
alors qu’elles sont différentes.

Proposition 3.17. Soit D une partie non vide de N. L’ensemble KP des suites définies sur D et d valeurs
dans K, muni de l’addition et de la multiplication par un scalaire définies dans la définition 3.16, est un
K-espace vectoriel.

Preuve : Grace aux propriétés d’associativité et de commutativité de la loi + dans K, on en déduit ces
méme propriétés pour la loi + de K. On voit que la suite nulle sur D est 1’élement neutre de la loi +
de KP. Toute suite u € K” admet comme suite opposée la suite v : D — K donnée par, pour n € D,
vy, = —Uy,. Comme on a, pour tout (\; ) € K2 et (a;b) € K2,

M)a = A(pa), A+ p)a = da+pa, A(a+bd) = da+ X,1-a = a,
on obtient, pour tout (\; ) € K2 et (u;v) € (KP)2,
Mu = A(pu), A+ pu = u+pu, A(u+v) =+, l-u = u.
On a montré que K” muni des lois de la définition 3.16 est un K-espace vectoriel. O

Soit D une partie non vide de N. Pour m € D, on considere la suite e(™ : D — K définie par e;m) =1

sin:mete%m):Osin;ém.

Proposition 3.18. La famille (e(m))mep est une famille libre du K-espace vectoriel KP. En particulier, la
dimension de l’espace est infinie si D est une partie infinie de N.

Preuve : Soit p € N*, (i1;---;4p) € DP avec i1 < --- < ip et (A1;--+;Ap) € KP tels que

p .
Z )\k . e(lk) =0
k=1
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dans K. Donc, pour j € [1;p], on a, en prenant la valeur en i; de la suite nulle,

p p
0 = (Z Ak - e@k)) =Y e = .
k=1 ij k=1

On a montré que la famille est libre. O

Remarque 3.19. Les polynomes & une indéterminée a coefficients dans K (vus dans le cours d’Algébre 2)
forment un sous-espace vectoriel de KN (pour les lois de la définition 3.16).

On introduit d’autres opérations sur les suites. On rappelle que, pour z € C, $(z) désigne la partie réelle
de z et §(z) sa partie imaginaire.

Définition 3.20. Soit D une partie non vide de N. Soit uw : D — K et v: D — K.

Le produit de u par v est la suite w : D — K définie par, pour tout n € D, w,, = u, - v,. On note w par
R TRTRETS

On note par |u| la suite réelle (|un|)nep. Si K =C, |u| est la suite “module de u” et, si K =R, |u| est la
suite “valeur absolue de u”.

Les suites réelles R(u) : D — R et S(u) : D — R, définies par, pour n € D, (R(u)), = R(u,) et
(S(w))n = S(un), sont appelées respectivement partie réelle de u et partie imaginaire de u.

Remarque 3.21. On remarque que, siu: D — K et ¢ € K, cu peut étre vu comme le produit de u par le
scalaire ¢ ou bien comme le produit de la suite u avec la suite constante €gale a c.
Siu: D — R est une suite réelle alors R(u) = u et (u) est la suite nulle.

3.3.2 Propriétés propres aux suites réelles.
Dans ce paragraphe, on se concentre sur les suites réelles (i.e. pour K = R) et on donne des propriétés
reliées a la relation d’ordre sur R.

Définition 3.22. Soit D une partie non vide de N et u: D — R une suite réelle.
On dit que u est croissante si

Y(n;m) € D?*, ((n <m) = (uy

IN

) -

On dit que u est strictement croissante si
Y(n;m) € D*, ((n <m) = (u, < um)>

On dit que u est décroissante si

IN

m) = (un

\%

Y(n;m) € D?, ((n

)
On dit que u est strictement décroissante si
Y(n;m) € D?*, ((n <m) = (u, > um))

On dit que u est monotone si elle est croissante ou bien si elle est décroissante.
On dit que u est strictement monotone si elle est strictement croissante ou bien si elle est strictement
décroissante.

Soit N € N.
On dit que u est croissante d partir du rang N st la restriction de w a D N [N;+oo[ est croissante.
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On dit que u est strictement croissante & partir du rang N si la restriction de w a D N [N;+oo] est
strictement croissante.

On dit que u est décroissante & partir du rang N si la restriction de w & D N [N;+oo est décroissante.
On dit que u est strictement décroissante & partir du rang N si la restriction de uw & D N [N;+oo[ est
strictement décroissante.

On dit que u est monotone 4 partir du rang N si la restriction de u ¢ D N [N;4oo[ est monotone.

On dit que u est strictement monotone & partir du rang N si la restriction de w & D N [N;+oo] est
strictement monotone.

On dit que u est croissante a partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit croissante a partir
du rang N.

On dit que u est strictement croissante a partir d’un certain rang s’il exviste N € N tel que u soit
strictement croissante a partir du rang N.

On dit que u est décroissante & partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit décroissante a
partir du rang N.

On dit que u est strictement décroissante a partir d’un certain rang s’il eviste N € N tel que u soit
strictement décroissante a partir du rang N.

On dit que u est monotone a partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit monotone a partir
du rang N.

On dit que u est strictement monotone a partir d’un certain rang s’il existe N € N tel que u soit
strictement monotone a partir du rang N.

Voyons quelques exemples. La suite (n),en est croissante. Elle est aussi strictement croissante. La suite
constante égale a 1 est croissante, mais aussi décroissante. Elle n’est ni strictement croissante ni stricte-
ment décroissante. La suite (1/n),en+ est décroissante et aussi strictement décroissante.

On peut vérifier que la suite (n? —4n +4),en est croissante & partir du rang 2023. Elle Pest aussi a partir
du rang 2. Elle ne l'est pas a partir du rang 1. Cette suite est donc croissante a partir d’'un certain rang.
En fait, on peut vérifier qu’elle est strictement croissante a partir du rang 2. Elle est donc strictement
croissante a partir d’un certain rang.

Contrairement aux fonctions de R dans R, on dispose, pour repérer les suites monotones, de la proposition
suivante.

Proposition 3.23. Soit ng € N et u : [ng; +oo] — R une suite réelle. On a les équivalences suivantes :

(u est cmissante) — (Vn € [no;+oo,  upt1 = un) .

(u est strictement croissante) <= (Vn € [no; +oo,  upt1 > un) .
(u est décroissante) <— (Vn € [no;+oo,  upt1 < un) .

(u est strictement décroissante) <— (Vn € [no; +oo,  Unt1 < un) .

Preuve : Montrons d’abord les quatres implications =>.
a). On suppose que u est croissante. Soit n > ng. Comme n+ 1 > n, on a, d’apres la croissance de wu,
Un+1 Z Unp -
b). On suppose que u est strictement croissante. Soit n > ng. Comme n + 1 > n, on a, d’apres la
stricte croissance de u, up41 > Up.
c¢). On suppose que u est décroissante. Soit n > ng. Comme n + 1 > n, on a, d’apres la décroissance
de u, Upt1 < Up.
d). On suppose que u est strictement décroissante. Soit n > ng. Comme n 4+ 1 > n, on a, d’apres la
stricte décroissance de u, w1 < Up.
Passons maintenant aux implications <.
On suppose vraie la proposition de droite de la premiere équivalence de ’énoncé. On montre que u est
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croissante. Pour ce faire, on montre par récurrence la proposition P(q) donnée, pour ¢ € N, par
Plq) = (Vp € [no;+oo, Uptq = up) .

P(0) est vraie, car, pour tout p > ng, on a Up+0 = Up > Up. SUPPOSONS que P(q) soit vraie pour un ¢ € N.
Soit p > ng. Par 'hypothese de récurrence appliquée & p + 1, on a Upig41 = U(pt1)4q = Upt1. D’apres
I'hypothese, upt1 > up. Donc upiqr1 > u,. Cecl étant vrai pour tout p > ng, P(g + 1) est vraie. Par le
théoreéme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), P(q) est vraie pour tout g € N.

Soit (m;n) € [no; +oo[* avec m > n. Comme P(m — n) est vraie, on a u, = Upy(m—n) = Un. On a
montré que u est croissante.

Pour la seconde implication <=, on procede de la méme manieére en remplacant, pour ¢ € N*, la propo-

sition P(q) précédente par
Pi(q) = (VPG [no; +oo,  uprq > up)'

Pour la troisieme implication, on procede de la méme maniere en remplacant, pour ¢ € N, la proposition
P(q) précédente par
Pa(q) = (Vp € [nos+oo,  uprq < up).

Pour la derniére implication, on procede de la méme maniéere en remplacant, pour ¢ € N*, la proposition
P(q) précédente par
Ps(q) = (Vp € [no; +ool,  uptq < Up) .

On a montré les quatres équivalences. O

Remarque 3.24. Pour les suites finies u : [ng;ni] — R, pour (ng;n1) € N? avec ng < ny, on a un résultat
similaire & celui de la proposition 3.23. Dans ce cas, les équivalences précédentes avec [ng; +oo[ remplacé
par [ng; n1[ sont vraies, comme on peut le voir d l'aide d’une récurrence finie (cf. proposition 9.18).

Définition 3.25. Soit D une partie non vide de N et u: D — R une suite réelle. Soit a € R.

On dit que u est majorée par a si a majore l’ensemble des termes de la suite, c’est-a-dire si, pour tout
néeD, u, <a.

On dit que u est majorée s’il existe b € R tel que u soit majorée par b.

On dit que u est minorée par a si a minore l’ensemble des termes de la suite, c’est-a-dire si, pour tout
ne€D, u, > a.

On dit que u est minorée s’il existe b € R tel que u soit minorée par b.

On dit que u est bornée si u est majorée et u est minorée.

Lorsqu’une suite est minorée par 0, on dit qu’elle est positive.

Lorsqu’une suite est magjorée par 0, on dit qu’elle est négative.

La suite (n)pen est minorée par 0, donc positive. On peut vérifier qu’elle n’est pas majorée. La suite
(1/n)nen+ est aussi minorée par 0. Elle est majorée par 2023. Elle est aussi majorée par 1.

On peut bien str définir le fait qu'une suite u : D — R soit majorée a partir d’'un rang N € N comme
suit. Soit N € N et u : D — R une suite réelle. On dit qu’elle est majorée a partir du rang N s’il existe
un a € R tel que, pour tout n € D N[N;+oo[, u, < a. Mais cette propriété n’est pas tres utile car, dans
ce cas, la suite est majorée, tout court.

Vérifions ce point. Prenons donc une suite u : D — R qui est majorée a partir d’'un certain rang N € N.
Il existe donc un a € R tel que, pour tout n € D N [N;+oo[, u, < a. Par la proposition 1.10, ’ensemble
[0; N]N D est fini. Donc son image par u est aussi finie. Par la proposition 1.10, elle admet un maximum
m. Soit b = max(a;m). Soit n € D. Sin < N, n € DN[0;N], donc u, <m < b. Sin > N alors, par
I’hypothese, u, < a < b. Donc b majore u et u est majorée.

Lorsque la partie D est finie, toute suite u : D —> R est majorée, majorée a partir d’un certain rang par
le maximum de I’ensemble fini non vide {u,;n € D} (cf. proposition 1.10). De méme, lorsque D est finie,
toute suite u : D — R est minorée, minorée a partir d’'un certain rang par le minimum de ’ensemble
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fini non vide {u,;n € D} (cf. proposition 1.10). Les notions précédentes ne sont donc vraiment utiles que
lorsque D est infinie.
On a montré la

Proposition 3.26. Soit D une partie non vide de N et u: D — R une suite.

1. Si D est finie alors u est majorée et minorée.

2. Sl existe N € N tel que la restriction de u ¢ D N [N;+oo[ soit majorée (resp. minorée) alors u
est magjorée (resp. minorée).

Donnons une caractérisation tres utile de la bornitude avec la valeur absolue.

Proposition 3.27. Soit D une partie infinie de N et u: D — R une suite réelle. On a l’équivalence :

((u est bornée) < (ImeR; VneD, |u,| < m)) .

Preuve : On montre successivement les deux implications.

=) : On suppose u bornée. Il existe donc (m_;m,) € R? tel que, pour tout n € D, m_ < u, < my.
Soit m = max(|m_|;|m4|). Onam > |m_| > —m_. On a aussi m > |my| > m4. Soit n € D. On a
U <my <met —u, < —m_ < m, donc |u,| = max(u,; —u,) < m.

<=) : On suppose vrai le membre de droite de I’équivalence de 1’énoncé. Il existe donc un m € R tel que,
pour tout n € D, |u,| < m soit u, € I(0;m]. Par la proposition 2.5 avec g = 0 et r = m, on a donc,
pour tout n € D, —m < u,, < m. Donc u est majorée par m et minorée par —m. Elle est donc bornée. U

Terminons ce paragraphe par un résultat sur les séries associées a des suites réelles.

Proposition 3.28. Soit ng € N. Soit u : [ng; +oo] — R et v : [ng; +oo — R telles que, pour n > nyg,
Up < vp,. Alors, pour tout N € [ng; oo,

N N
Sup <) v (3.21)
n=ng n=ng

Si, de plus, il existe p € [ng;+oo[ tel que u, < vy, alors, pour tout N € [p;+oof, I'inégalité (3.21) est
stricte.

Siw : [ng; +00[ — R est une suite positive alors la série s = (SN ) Nefng;+oo] G550CI€e 4w est croissante.
Si, de plus, il existe p € [ng; +oo[ tel que, pour tout n € [p; +oo[, wy, > 0, alors la suite s est strictement
croissante a partir du rang p.

Preuve : Pour N € [ng; +oo[, on considére la proposition P(N) = ((3.21) est vraie). Pour N = ng, on a,
par hypothese, un, < v,, donc P(0) est vraie. Supposons P(N) vraie pour un N € [ng; +oo[. On a, par

I’hypothese de récurrence et le fait que unyy1 < vyy1,

N+1 N N N N+1
Z Un = <Z u") +untr < (Z Un) + un41 < (Z Un> + ony1 = Z Uy, -

n=nogo n=ngo n=nogo n=no n=nogo

Donc P(N + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4), P(N) est donc vraie pour
tout N € [ng; +oo.

On suppose qu’on a un p € [ng; +oof tel que u, < v,. Pour N € [p;+oo[, on consideére la proposition
Q(N) = (U'inégalité dans (3.21) est stricte). On dispose de (3.21) avec N remplacé par p—1 (si p—1 < ny,
car l'inégalité en question est 0 < 0 et si p—1 > ny, elle est garantie par P(p—1)). Donc, comme u, < vp,

o (£ one () on (Ea)on- £

n=ngo n=no n=nogo n=ngqo n=ngqo
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Donc Q(p) est vraie. Supposons Q(N) vraie pour un N € [p; +oc[. On a, par I'hypothese de récurrence
et le fait que uy4+1 < vn41,

N+1 N N N R
Z Up = (Z Un) + untr < <Z U") T uny1 S (Z U”) tUNGL = Z Un -

n=no n=no n=no n=no n=no

Donc Q(N + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = p), Q(N) est donc
vraie pour tout N € [p; +o0].
Pour N € [ng; +oo[, on a, comme wy41 > 0,

N+1 N
SN+1 = Z Wy, = (Z wn> + WwNy1 = SN + wN41 = SN -

n=no

Par la proposition 3.23, s est croissante.

On suppose que w est strictement positive & partir d'un rang p > ng. Le calcul précédent montre que,
pour N € [p;+oof, sn+1 > sy cette fois, done, par la proposition 3.23, s est strictement croissante &
partir du rang p. O

3.3.3 Sous-suites.

On revient dans le cadre général des suites a valeurs dans K avec K =R ou K = C.

Définition 3.29. On appelle extractrice une suite strictement croissante définie sur une partie infinie de
N et a valeurs dans N, c’est-a-dire une application strictement croissante o : D' — N, ot D’ est une
partie infinie de N.

Remarque 3.30. Soit D' est une partie infinie de N et ¢ : D' — N une extractrice. Il se trouve que ¢
est injective.

En effet, si p(n) = p(p) avec (n;p) € (D')?, alors la proposition (n > p) est fausse car sinon on aurait
w(n) > p(p), par la stricte croissante de v, et il en est de méme de la proposition (n < p) pour la méme
raison, d’ou n = p.

Par la proposition 9.8, limage D := o(D’) de D’ par ¢ est une partie infinie de N.

Les suites ¢1 : N — N et g : N — N définies par, pour n € N, ¢1(n) = 2n et pa(n) = 2n + 1,
sont des extractrices. La suite ¢3 : N — N donnée par ¢p3(n) = n? — 4n + 4 n’est pas une extractrice
car ¢3(0) = 4 > 1 = p3(1). Mais on peut vérifier que sa restriction & [2;+oo[ en est une. La suite
(v/N)nen est bien strictement croissante mais elle n’est pas & valeurs dans N car v/2 ¢ N. Ce n’est donc
pas une extractrice. Cependant, si I'on pose D’ = {p?;p € N}, D’ est bien une partie infinie de N et la
suite ¢4 : D' — R donnée par, pour n € D', ¢4(n) = y/n est bien & valeurs dans N et est strictement
croissante. C’est donc une extractrice. Enfin, on peut vérifier que 5 : N — N définie par, pour n € N,
p5(n) = 2™ est aussi une extractrice.

Définition 3.31. Soit D une partie infinie de N et u : D — K une suite. Une sous-suite de u est la
composée de u par une extractrice, c’est-a-dire une suite v: D' — K, ou D’ est une partie infinie de N,
telle qu’il existe une extratrice ¢ : D' — D telle que v = u o .

Une sous-suite de u est aussi appelée suite extraite de u.

Pour u : N — K, les suites (u2,)nen et (42n+1)nen sont des sous-suites de u puisqu’elles sont u o 7 et
w0 g respectivement, pour les extractrices ¢1 et o vues plus haut. Siz = (1/n)pen+ et y = (1/(2n))nen=
alors y est une sous-suite de x car y = x o %), ot ¢ : N* — N*  définie par ¢(n) = 2n, est strictement
croissante. Soit D = N\ (4N) et u : D — R donnée par, pour n € D,
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Soit v = ((—1)”)pen. Pour p € N, 2(2p + 1) ¢ 4N car 2p + 1 ¢ 2N, et

1 1 1

Ug(2p+1) = sin ((2p + 1)%) = sin (pr + Z) = (—1)p = (=1)P.

On voit que v est une sous-suite de u car v = uo ¢ ot ¢ : N — D, donnée par p(p) = 2(2p + 1), est
strictement croissante.

Voyons maintenant une fagon plus intuitive de construire des sous-suites d’une suite donnée. Prenons une
suite réelle u : N* — R. Par exemple, on veut contruire une suite constituée de termes de u, dans ’ordre
donné par les indices de u, mais sans les deux premiers termes de u. On peut prendre v(©) : [3; 400 — R
et véo) = Uy, pour n > 3. On peut aussi prendre v(!) : N — R définie par v,(}) = Uy 43. Peut-on construire
une suite constituée de termes de u, dans I'ordre donné par les indices de u, sans une infinité des termes de
u? Oui, on peut par exemple retirer tous les termes d’incide pair. On peut prendre v(?) : N — R définie
par v,(f) = Ugpt1- A-t-on, dans tous les cas, construit une sous-suite de u au sens de la définition 3.317
Oui, comme on va le voir dans la proposition suivante.

Proposition 3.32. Soit D une partie infinie de N et u : D — K une suite. Soit Dy une partie infinie de
N qui est incluse dans D.

Pour toute partie infinie D’ de N, il existe une sous-suite v : D' — K de u telle que ’ensemble des
termes de v sont, dans le méme ordre, ceux de la restriction de u a Dy, c’est-a-dire telle que

v(D') == {v,; p€ D'} = {un; n€ Dy} =: u(Dy)
et telle qu’on ait

(V (p;q) € (D), (p<q) = (EI (n;m) € D(z); (n < m) et (u, = vp) et (U = vq))> . (3.22)

Encore une fois, nous sommes confrontés a la difficulté signalée dans la remarque 3.3. Pour démontrer
cette proposition, on va utiliser un résultat préliminaire et des propriétés des bijections rappelées dans le
paragraphe 1.1 (voir aussi le paragraphe 9.1.1).

Lemme 3.33. Soit D et D’ deuz parties infinies de N. Il existe une bijection strictement croissante o :
D' — D.

Preuve : Voir celle de la proposition 9.5. g

Preuve de la proposition 3.32. : On applique le lemme 3.33 avec (D; D) remplacé par (Dy; D'). 1l existe
donc une bijection strictement croissante ¢ : D’ — Dy. On pose v = uo . La suite v est bien définie car
limage ¢(D’) de D’ par ¢ est incluse dans D, le domaine de définition de u. Comme ¢ est une extractrice,
v est une sous-suite de u, par la définition 3.31. De plus, comme ¢ est une bijection de D’ sur Dy,

(D) = {vp,; pe D'} = {uypy: peD'} = {un; nep(D)} = {un; ne Dy} = u(Dy).

Soit maintenant (p; q) € (D’)? avec p < q. Soit n = ¢(p) et m = p(q). Comme ¢ est strictement croissante,
elle est croissante donc n < m. De plus, par définition de v, on a u, = Uy(p) = Vp €t Uy = Uyg) = Vg-
On a donc montré (3.22).

3.4 Limite d’une suite infinie.

On introduit ici une notion de limite pour les suites infinies & valeurs dans K (avec K =R ou K = C). Il
s’agit, pour une suite infinie © = (u,)nep de donner un sens précis au fait éventuel que les termes de la
suite s’approchent d’une limite lorsque n devient grand.

On donne tout d’abord une définition générale de la limite d’une suite. Ensuite, on se penche plus en
détails sur le cas des limites finies pour les suites réelles et complexes puis sur celui de limite infinie pour
les suites réelles seulement. Pour ces deux types de limites, on donne diverses propriétés.
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3.4.1 Définition générale de limite d’une suite infinie.

Commengons par introduire une définition générale. Pour les suites complexes, on n’envisagera que des
limites finies (i.e. dans C). Pour les suites réelles, on consideérera des limites finies (i.e. dans R) mais aussi
des limites infinies. Pour motiver ces dernieres, considérons la suite u = (n),en. On voit que les termes
deviennent de plus en plus grand et positif, quand n augmente. On a donc envie de dire que cette suite
tend vers +o0.

Etant donnée une suite infinie u, on définit ici la propriété intuitive que les termes de la suite u tendent
vers une certaine limite ¢ lorsque n devient grand (lorsque “n tend vers 'infini”). De maniere naturelle,
on voudrait que cette définition soit telle que, si u a une limite, elle n’en a qu’une. D’autre part, il est
raisonable d’imaginer des suites dont le comportement est “chaotique” et semble incompatible avec la
notion intuitive de convergence vers une limite. On voudrait donc que la propriété d’avoir une limite ne
soit pas commune a toutes les suites.

Pour établir cette définition, on va exploiter la notion de voisinage. Lorsque K = C, il s’agit de voisinages
complexes d’un point. Lorsque K = R, on utilise les voisinages réels d’un point ainsi que les voisinages
réels de +00 et —oo. A ce sujet, les propositions 2.15 et 2.16 seront importantes.

Définition 3.34. Soit D une partie infine de N et u : D — K. Lorsque K = C, on considére un £ € C.
Lorsque K =R, on considére un £ € (RU{—o00;+00}). On dit que £ est limite de u si

vV eV, INeN; VneD, ((n>N) = (u, €V)). (3.23)

On rappelle que Vy désigne ’ensemble des voisinages de ¢ dans K. Lorsque K = C et £ € C, ces voisinages
sont définis dans la définition 2.3. Lorsque K =R et { € R, ils sont définis dans la définition 2.7. Enfin,
lorsque K =R et £ € {—o0; +00}, ils sont définis dans la définition 2.11.

On remarque que la proposition
vneD, ((n>N) = (u, €V))

signifie que V' contient tous les termes de la suite uw & partir du rang N. La proposition (3.23) signifie
donc que tout voisinage de £ contient tous les termes de la suite u & partir d’'un certain rang, dépendant
du voisinage en question.

Dans ce cadre général (et un peu abstrait), on est en mesure de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.35. Soit D une partie infine de N et u: D — K. Si K = C, on considére (¢;0') € C2. Si
K =R, on considére (¢;¢') € (R U {—o00;+00})?.
Si (3.23) est vraie et si (3.23), avec £ remplacée par ', est vraie, alors £ = {'.
Soit D' une partie infinie de N qui coincide avec D sauf pour un nombre fini de termes, c’est-a-dire telle
qu’il existe p € N tel que D' N [p; +oo[ = D N [p; +o0].
Siv: D' — K est une suite, qui coincide avec u & partir d’un certain rang, c’est-a-dire telle qu’il existe
N € [p;+oo[ tel que

vneDND', ((n>N) = (u, =vy)), (3.24)

alors on a ’équivalence :
(¢ est limite de u) <= ({ est limite de v) . (3.25)

Preuve :
a). On montre la premiére propriété par ’absurde. Supposons ¢ # ¢'. D’apres la proposition 2.16, il
existe (A; B) € Vg x Vp tel que AN B = (. Comme £ est limite de u, il existe, d’apres (3.23), un
N; € N tel que A contienne tous les termes de u & partir du rang Ni. Comme ¢ est limite de
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u, il existe, d’apres (3.23), un No € N tel que B contienne tous les termes de u & partir du rang
N;. Comme D est infinie, il existe n € D tel que n > max(Ny; Na) (cf. proposition 1.10). Comme
n > N1, u, € A. Comme n > N», u, € B. D’ou u,, € AN B. Contradiction avec AN B ={. On a
montré que £ = £'.

b). Soit p € N tel que D' N [p;+oo[ = D N [p;+oo] et N € [p;+oo] tel que (3.24) soit vraie. On
montre I’équivalence (3.25).
=) : On suppose que lim u existe et vaut £. On montre (3.23) avec u remplacée par v. Soit V' € V.
Par hypothese (cf. (3.23) pour w), il existe N1 € N tel que V' contienne tous les termes de u a
partir du rang Nj. Soit No = max(N; N;). Pour n € D" avec n > Ny, on an > N > p donc
n € D' N [p; +oof. Par hypothese, D’ N [p; +oo] = D N [p; +oo] done n € D. En utilisant d’abord
le fait que n > N puis le fait que n > N, on obtient v, = u,, € V. On a montré que £ = limv.
<) : Il suffit de reprendre 'argument précédent en échangeant les roles de u et v. g

La deuxieme propriété montre ce que l'intuition suggérait : comme on s’intéresse a une propriété pour “n
grand”, rien n’est changé si I’'on modifie un nombre fini de termes de la suite considérée. On peut aussi
dire que 'on ne change pas la nature d’une suite en changeant un nombre fini de ses termes.

Quant a la premiere propriété, elle permet de parler de “la” limite d’une suite, lorsqu’elle existe.

Définition 3.36. Soit D une partie infinie de N et u: D — K.
S’il existe € tel que (3.23) est vraie, on dit que £ est la limite de u ou que u tend vers £ et on note

{ = limu ou ¢ = limwu, ou ¢ = lim u,.
n n—-+oo

On dit que u est convergente, si elle admet une limite dans K. Dans ce cas, on dit aussi que u converge
vers £ et que u est convergente vers {.
Lorsque u n’admet pas de limite dans K, on dit que u est divergente.

Attention : Il est important d’insister sur le fait qu’une suite peut ne pas avoir de limite. La proposition
(3.23) peut étre fausse pour toutes les limites envisageables. C’est le cas, comme on le vérifie ci-dessous,
de la suite ((—1)™),en. C’est pourquoi on ne parlera de la limite d’une suite qu’apres avoir démontré (ou
supposé) son existence. Lorsqu’on demande d’étudier la nature d’une suite ou I’éventuelle convergence
d’une suite, on demande de répondre a la question : “La suite en question admet-elle une limite 7. Par
abus, on dira souvent “Etudier la convergence de la suite ... 7 ou “Etudier la limite de la suite” (C’est un
abus lorsque la suite n’a pas de limite puisque, dans ce cas, cela n’a pas de sens de parler de la limite
de la suite dans la consigne). Cela signifie en fait de déterminer si la suite en question a une limite et,
éventuellement, de la calculer.

On verra plus loin plusieurs exemples de suites ayant une limite. Donnons ici un contre-exemple.

Soit = ((—1)")nen considérée comme suite réelle. Son comportement oscillant laisse penser qu’elle n’a
pas de limite. Elle semble ne pas se concentrer pres d’une valeur, ni devenir “tres positive”, ni devenir
“tres négative”. Montrons par I’absurde qu’elle n’a pas de limite.

Supposons que la limite £ € (R U {—o00; +00}) de z existe. Considérons la disjonction suivante de cas.
Cas ou £ # 1 : Par la proposition 2.15, il existe un voisinage réel A de £ et un voisinage réel B de 1 tel que
AN B = (. Par définition de la limite, il existe N € N tel que A contienne tous les termes de la suite x &
partir du rang N. Pour n = 2N, z,, = 1 donc z,, € B. Comme n = 2N > N, x, € A. D'ou z,, € AN B,
ce qui contredit AN B = 0.

Cas ou £ =1 : Par la proposition 2.15, il existe un voisinage A de 1 et un voisinage B de —1 tel que
AN B = (). Par définition de la limite, il existe N € N tel que A contienne tous les termes de la suite x
a partir du rang N. Pour n = 2N + 1, z,, = —1 donc z,, € B. Comme n =2N +1> N, x, € A. D'ou
Tn € AN B, ce qui contredit AN B = (.

On a montré la

Proposition 3.37. La suite ((—1)"),en n'a pas de limite.

11 se trouve que 'on peut reformuler (3.23) en utilisant les voisinages dans D de oo (cf. défintion 2.13).
Soit D une partie infinie de N et u : D — K. On rappelle que, pour toute partie A de D, 'image de A
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par u est I’ensemble u(A) := {u,;n € A}, et que, pour toute partie B de K, I'image réciproque de B par
u est ensemble u=!(B) := {n € D;u, € B}.

Proposition 3.38. Soit D une partie infinie de N, u: D — K et ¢ € K. Lorsque K = C, on considére un
¢ e C. Lorsque K =R, on considére un £ € (RU {—o00;+00}). La proposition (3.23) est équivalente d

YVev, IWevl ; vhneD, (neW) = (u, €V)) (3.26)

et aussi a
YVeV, uwli(v)evl,. (3.27)

Preuve : On montre successivement les implications (3.23) = (3.26) = (3.27) = (3.23).
(3.23) = (3.26) : On suppose (3.23) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe N € N tel que

vneD, ((n>N) = (u, €V)).

Soit W := DN [N;+oo]. C'est un voisinage de +oo dans D. De plus, pour n € W, on a n > N donc, par
la propriété précédente, u, € V. On a montré (3.26).
(3.26) = (3.27) : On suppose (3.26) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un voisinage W de 400
dans D tel que

vneD, ((neW) = (u, €V)).

On montre que W C u~1(V). Soit n € W. Par la propriété précédente, u,, € V donc, par définition de
u Y (V),n € u=Y(V). On a donc bien W C u=*(V). Comme W est un voisinage de +oco dans D, u~*(V)
en est aussi un (cf. proposition 2.15 et remarque 2.17). On a montré (3.27).

(3.27) = (3.23) : On suppose (3.27) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, u~!(V') est un voisinage de +oo
dans D. Par définition, il existe un voisinage B de +oo dans N tel que v~ (V) = BN D. Par définition, il
existe a € N tel que Ja; +oo] C B. Soit N =a+1. Pour n € D avecn > N,onan € B doncn € u= (V)
c’est-a-dire u, € V. On a montré (3.23). O

3.4.2 Limite finie.

On rappelle que K désigne soit R soit C. On se concentre, dans ce paragraphe, sur les limites finies (i.e.
celles appartenant & K). On traite en paralléle les cas ot K = C et ot K = R.

Rappelons la définition 3.34 dans ce cas :

Définition 3.39. Soit D une partie infinie de N, u: D — K et £ € K. On dit que ¢ est limite de u si tout
voisinage de £ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang, i.e. si

YV eV, 3INeN; VneD, ((n>N) = (u, €V)). (3.28)

Il est commode d’introduire la reformulation suivante de la proposition (3.28).

Proposition 3.40. Soit D une partie infinie de N, w : D — K et £ € K. La proposition (3.28) est

équivalente a
Ve>0, INeN; vneD, ((n>N) = (ju, —{ <e). (3.29)

Preuve : Pour € > 0 et n € D, la proposition (|u, — £| < €) est équivalente & (u,, € D(¢;¢[) dans le cas
out K=C et & (u, € I(¢;¢]) dans le cas ot K = R. Traitons d’abord le cas on K = C.

(3.28) = (3.29) : on suppose que (3.28) est vraie. Soit € > 0. On applique (3.28) au voisinage V' = D(/; €]
de ¢. 1l existe donc un N € N tel que ce V' contienne tous les termes de u a partir du rang N. On a donc,
pour n € D avec n > N, u, € D({;¢[ donc |u, — £| < €. On a montré (3.29).
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(3.29) = (3.28) : on suppose (3.29) vraie. Soit V' € V,. Par définition des voisinages, il existe un ¢ > 0
tel que D(¢;e[C V. On applique (3.29) & cet €. Il existe donc un N € N tel que, pour n € D et n > N, on
ait |u, — £ < €, c'est-a-dire u,, € D(¢;¢[. Comme D(¢;e[C V, on a donc, pourn € D et n > N, u, € V.
On a montré (3.28).

Dans le cas o K = R, on peut reprendre les arguments précédents en remplacant chaque disque D(/; €]
par lintervalle centré I(¢;e|. O

Voyons maintenant quelques exemples, en commencant par deux importants.

Proposition 3.41. Soit ¢ € K, D une partie infinie de N et v : D — K la suite constante é€gale a c. Soit
v : N* — R donnée par, pour n € N* v, = 1/n. Les limites limu et limv exzistent et valent ¢ et 0,
respectivement.

Preuve : On montre que limu existe et vaut ¢ en utilisant (3.29) avec £ = c.

Soit € > 0. On choisit N =2023. Pourn € Detn> N,ona |u, —c|=|c—c| =10 =0<e.

On a bien montré (3.29) avec £ = c.

On montre que lim v existe et vaut 0 en utilisant (3.29) avec £ = 0.

Soit € > 0. D’apres la propriété (1.4) appliquée & = (1/¢) + 1, il existe N € N tel que N > (1/e) + 1
donc N > 1/e. Donc € > 1/N. Pour n € N* avecn > N,ona 0 < 1/n <1/N < e donc |1/n| <e. On a
montré que lim u existe et vaut 0. g

Dans le premier cas, on devine que la limite sera c¢. On remarque que, dans la premiere preuve, on aurait
pu prendre N = 1 ou méme N = 0.

Dans le second cas, en considérant les premiers termes de la suite v, on sent que la limite sera 0. Dans
la seconde preuve, on aurait pu choisir N = E(1/€) + 1, ou E est la fonction partie entiére (cf. proposi-
tion 9.8).

Voyons d’autres exemples. Soit v : N* — C donnée par v,, = 2i/n. La aussi, on devine que 0 est limite
de v. On remarque que, pour tout n > 0, |v,| = 2/n.

Soit € > 0. D’apres la propriété (1.4) appliquée & = = (2/¢) + 1, il existe N € N tel que N > (2/¢) + 1
donc N > 2/e. Donc € > 2/N. Pour n € N* avec n > N, on a |v, — 0] = |v,| = 2/n < 2/N < €. Donc
limv = 0.

Soit w : N* — R donnée par

v — 3
n - 1—"_%'
On devine que w tend vers 3. Montrons-le.
Pour n € N*, on remarque que
1 1—(1+2 1 1 3
lwp, — 3] = 3-|—F — 1 :3-¥ =3 - — = —.
1+ 1+ noo14- n+1

Soit € > 0. D’apres la propriété (1.4) appliquée a = = (3/¢) + 1, il existe N € N tel que N > (3/¢) + 1
donc N > 3/e. Donc € > 3/N. Pour n € N* avec n > N, on a, grace au calcul précédent, |w, — 3| =
3/(n+1) <3/N < e. Donc limw = 3.

3.4.3 Notions de limite infinie propres aux suites réelles.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux limites infinies de suites réelles (i.e. pour K = R). On réécrit la
définition 3.34 dans ce cadre.

Définition 3.42. Soit D une partie infinie de N, u: D — R et £ € {—o0;4+00}. On dit que £ est limite
de u si tout voisinage réel de £ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang, i.e. si

VYV eV,, INeN; VneD, ((n>N) = (u, €V)). (3.30)
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Attention : D’apres la définition 3.36, on dit qu'une suite réelle, qui a une limite, converge uniquement
si cette limite est un réel. Une suite réelle qui tend vers oo diverge donc. Une suite réelle qui tend vers
—oo diverge aussi.

Comme pour les limites finies, on dispose d’une autre formulation de la définition d’une limite infinie.

Proposition 3.43. Soit D une partie infinie de N et v : D — R.
Lorsque £ = 400, la proposition (3.30) est équivalente a

VL >0, INeN; VYneD, ((n>N) = (u, > 1L)). (3.31)
Lorsque £ = —o0, la proposition (3.30) est équivalente a
VL >0, INeN; vneD, ((n>N) = (u, < —L)). (3.32)

Preuve : On traite d’abord le cas ou ¢ = +o0.

(3.30) = (3.31) : On suppose (3.30) vraie. Soit L > 0. On applique la propriété (3.30) au voisinage
V =|L; 400 de +o00. 1l existe donc N € N tel que, V contienne tous les termes de u & partir du rang N.
On a donc montré (3.31).

(3.31) = (3.30) : On suppose (3.31) vraie. Soit V € V,. Par définition, il existe a € R tel que
la; +oo[C V. Comme |a|] +1 > |a|] > a, on a, en posant L = |a| + 1 > 0, |L;+oo[Cla; +oo[C V. En
appliquant (3.31) & ce L, on trouve un N € N tel que tous les termes de u sont dans |L; 4-o00[ & partir du
rang N. Donc, comme |L; +00[C V, V contient tous les termes de u & partir du rang N. On a montré
(3.30). Passons au cas ot £ = —c0.

(3.30) = (3.32) : On suppose (3.30) vraie. Soit L > 0. On applique la propriété (3.30) au voisinage
V =] — o0; —L[ de —o0. 1l existe donc N € N tel que, V' contienne tous les termes de u & partir du rang
N. On a donc montré (3.32).

(3.32) = (3.30) : On suppose (3.32) vraie. Soit V' € V,,. Par définition, il existe a € R tel que
]—o0;a[C V. Comme |a|4+1 > |a| > —a, on aen posant L = |a|+1 > 0, —L < a donc | —o0; —L[C]—o0; af.

En appliquant (3.31) & ce L, on trouve un N € N tel que tous les termes de u sont dans | — co; —L[ &
partir du rang N. Donc, comme | — co; —L[C] — oo;a[C V, V contient tous les termes de u & partir du
rang N. On a montré (3.30). O

Voyons quelques exemples, en commengant par un trés important.

Proposition 3.44. On considére la suite id : N — N qui, a n € N associe id(n) = n. Autrement dit,

id = (n)nen. Elle tend vers 400, c’est-a-dire que limid = lif}rl n existe et vaut +o00.
n—-+0oQo

Preuve : On montre la proposition (3.31) avec u remplacée par id.
Soit L > 0. D’apres la propriété (1.4) appliquée & © = L + 1, il existe N € N tel que N > L + 1 donc
N > L. Dong, pour n € Navecn > N,onan > N > L soit n > L. On a montré (3.31). O

Montrons maintenant que —oo = lim(—n?) en utilisant (3.32).
n

Soit L > 0. D’apres la propriété (1.4) appliquée a © = /L + 1, il existe N € N tel que N > /L + 1.
Comme /- est strictement croissante (cf. proposition 9.10), VL +1 > v/L d’ott N > /L. Pour n € N
avec n > N, on an? > N2 > L donc —n? < —L. D’aprés (3.32), on a démontré la propriété souhaitée.

3.5 Propriétés générales de la limite d’une suite.

On se place de nouveau dans le cas général ou K = R ou K = C et on établit plusieurs propriétés sur les
limites finies de suite. On rappelle que l'on a défini le module d’une suite complexe et la valeur absolue
d’une suite réelle dans la définition 3.20.
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Proposition 3.45. Soit D une partie infinie de N, u: D — K et { € K. On a
(limu = ¢) < (liTan lun, — €] = 0). (3.33)
En particulier, quand £ =0, on a
(limu = 0) <= (lim |u] = 0). (3.34)

De plus, on a

(limu = ¢) = (lim |u| = |€]). (3.35)

Enfin, on suppose qu’il existe une suite réelle w : D — RT tendant vers 0 et N € N tels que
vneD, ((n>N) = (juy — €] < wy)). (3.36)

Alors la suite u converge vers L. (“Théoréme des gendarmes”.)

Attention : il faut lire “(limu = ¢)” comme suit : “la limite de u existe et vaut £”.

La réciproque de (3.35) est fausse comme le montre le contre-exemple suivant : soit © = (1)pen. Comme
|u| = u est constante égale & 1, on a limu = 1 = lim |u|. On a aussi lim |u| = | — 1|. Si cette réciproque
était vraie, on aurait alors limu = —1. Contradiction.

En raison d’une similitude avec une propriété, propre aux suites réelles, que l'on verra plus loin (cf.
proposition 3.48 et (3.40)), il est légitime de qualifier la derniere propriété de la proposition 3.45 de
“propriété des gendarmes” ou “théoreme des gendarmes”.

Donnons tout de suite deux exemples d’application de cette proposition 3.45. On considere les suites
u:N* — Ret v : N* — R définies par, pour n € N*, u,, = (—1)"/n et v, = sin(n)/n (ou sin(-) désigne
la fonction sinus, cf. définition 8.20). On peut deviner que ces suites tendent vers 0. Vérifions-le & laide
la proposition 3.45.

On remarque que la suite |u| est en fait la suite (1/n),en+, qui tend vers 0 d’apres la proposition 3.41.
Le membre de droite de I’équivalence (3.34) est vrai donc, d’apres 1'équivalence, le membre de gauche est
aussi vrai. On a montré que u tend vers 0.

En utilisant le fait que la fonction sinus est minorée par —1 et majorée par 1 (cf. proposition 8.21), on
a, pour tout n € N*, |sin(n)| < 1 donc |v, — 0] < |uy,|. On a donc la propriété (3.36) avec u remplacée
par v, w remplacée par |u| et £ remplacée par 0, pour N = 1. Comme |u| tend vers 0, le théoreme des
gendarmes de la proposition 3.45 assure que v tend vers ¢ = 0.

Preuve de la proposition 3.45. :
a). On montre d’abord la derniere propriété. Sous les hypotheses de son énoncé, on montre que u tend
vers ¢ en utilisant (3.29). Soit € > 0. Comme w tend vers 0, il existe N1 € N tel que 0 < w,, < ¢
soit vraie a partir du rang Ny (cf. (3.29) avec u remplacée par w et £ remplacée par 0). Pour n € D
avec n > max(IN; Ny), on an > N donc, par (3.36),

‘un—ﬂ < w, < €

car n > Ni. On a montré limu = ¢.
b). On remarque que, pour tout n € D,

fun — €] = 0| = |up, — ¢

donc (3.29) est identique & (3.29) avec u remplacée par |u — ¢| et ¢ remplacé par 0. Ceci prouve
Péquivalence (3.33).
c¢). Montrons (3.35). On suppose que limu = ¢. Par (2.6), on a, pour tout n € D,

Hun| - |€H < |un —{.

Par ’hypothese et (3.33), la suite w = |u — £| tend vers 0. D’apres I'inégalité précédente, on peut
appliquer le théoréme des gendarmes a |u| (cf. a)), qui donne lim |u| = |£|. O
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On montre maintenant que la convergence des suites est préservée par certaines opérations sur les suites.

Proposition 3.46. Soit D une partie infinie de N, u: D — K, v: D — K, A € K et ((;0') € K2, tels
que £ = limu et £/ = limwv. Alors les limites suivantes existent et on a

lim(u+v) = £+ ¢, limQAu) = X-£, lim(uww) = £- 0.

Si, de plus, £ # 0, alors la suite 1/u est définie & partir d’un certain rang et converge vers 1/¢, i.e. il
existe N € N tel que, pour tout n € D N [N;+oo[, un, # 0 et

I 1 1
m — = —.
n—00 Uy, Y/

Preuve :
a). On montre que £ + ¢ est limite de u + v, c’est-a-dire la proposition (3.29) avec u remplacée par
u + v et £ remplacé par £+ £'.
On remarque tout d’abord que, pour tout n € D,

[ty + v0) = (£ + )] = |(un = &) + (vn =) < Jun — €] + [vn — ], (3.37)

d’apres I'inégalité triangulaire (cf. (2.5) lorsque K = C et (2.11) lorsque K = R). Soit ¢ > 0.
Comme limu = ¢, il existe N1 € N tel que, pour n € D et n > Ny, on ait |u, — £ < (¢/2). De
méme, comme limv = ¢, il existe N2 € N tel que, pour n € D et n > Na, on ait |v, — ¢'| < (¢/2).
Soit N = max(Ny; N3). Pour n € D avec n > N, on a, en utilisant (3.37) et le fait que n > Ny et
n > No,
€
2
b). On montre maintenant que £-¢' est limite de u-v, c’est-a-dire la proposition (3.29) avec u remplacée
par u - v et £ remplacé par £ - £’
On écrit tout d’abord, pour tout n € D,

= €.

[(un + ) = (C+ )] < Jun = 4+ [on = €] < 5 +

(Up - vp) — (€)= up- (v =) + (up — €)- 0.
Donc, par l'inégalité triangulaire,

|(un cvp) — (€ Z')|

/ smin (1;——— )| .
‘ G}O’mm( ’f|+€f|+1>}

Comme limu = ¢, il existe N; € N tel que, pour n € D et n > Ny, on ait |u, — ¢| < €. De méme,
comme limv = ¢ il existe Ny € N tel que, pour n € D et n > Ny, on ait |v, — /| < €. Soit
N = max(Ny; Na). Pour n € D avec n > N, on a, en utilisant le fait que n > Nj et n > Na,
v, = '] <€, |u, — €] < € et donc aussi

IN

[t ] - |vn — €/| + |un, — £ -0 . (3.38)

Soit € > 0. Soit

lup| = |(un—€)—|—€| < up — € + [0 < € + .
Donc, d’apres (3.38) et le choix de €/,
‘(un cvp) — (0 ~€')‘ < (€4 )€+ €] <€+ ]+ 1]) < e
On a montré lim(uv) = £¢'.

c¢). En remplagant la suite v par la suite constante égale & A, qui converge vers A, dans le résultat
précédent, on obtient lim(Au) = A/.
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d). On suppose maintenant que ¢ # 0. Par la proposition 2.16, il existe un voisinage A de ¢ et un
voisinage B de 0 tels que AN B = (. Comme limu = £, le voisinage A contient tout les termes de
la suite u & partir d’un certain rang Ng € N. Comme A N B = (), ces termes n’appartiennent pas
a B donc ne peuvent étre nuls, car 0 € B. Soit Dy = D N [Ny; +oo[. La suite

Tr = (1/un)n€Do

est donc bien définie. Montrons qu’elle tend vers 1/¢, via la version appropriée de (3.29).

Comme B est un voisinage de 0, il existe dp > 0 tel que le disque D(0;00[C B, si K = C, et
lintervalle 1(0;d9[C B, si K = R. Pour n € Dy, on a u, ¢ B, donc u,, & D(0;d[, si K = C, et
un & I(0; o[, si K =R, c’est-a-dire |u,| > do. De plus, pour n € Dy,

11t
U, 0 u, -t
donc ‘ ‘ | ‘
1 1 {— u, Uy — £
— _ | = < . 3.39

Soit € > 0. Soit €’ €]0; dg - || - €], ce qui est possible car dy - |¢| - € > 0. Comme limu = ¢, il existe
N; € N tel que, pour n € D et n > Ny, on ait |u, — £ < €. Soit N = max(Ng; N1). Pour n € Dy
et n > N, on an> Nj et, dapres (3.39),

< €.
do- || —

1 1 €
Up, 4
On a montré que lim(1/u) =1/¢. O

Considérons un exemple simple d’application de cette proposition 3.46 d’opérations sur les limites finies.
Soit  : N* — R la suite définie par, pour n € N*|

On devine que = va tendre vers 1/3. Rédigeons une preuve de ce fait en utilisant plusieurs propriétés de
la proposition 3.46. Dans la pratique, la rédaction complete de la preuve serait trop fastidueuse. On en
donne un résumé sans omettre les points importants.

On a vu plus haut que liﬁn(l/n) existe et vaut 0 (cf. proposition 3.41). Donc, par produit, liﬁn(l/nQ) existe

et vaut 0. Comme une suite constante tend vers sa valeur constante (cf. proposition 3.41), le numérateur
de ’expression de x,, tend, par somme, vers 1 + 0 = 1. Le méme argument montre que le dénominateur
de l'expression de z,, tend, par somme, vers 3 + 0 = 3. Comme 3 # 0, on a, par inversion,

1 1

lim = —.
n 3+ 3

S|

Enfin, par produit, lim x,, existe et vaut 1/3.
n

La phrase “Donc, par produit, lim(1/n?) existe et vaut 0.” est un résumé du raisonnement complet sui-
vant : "

Soit v : N* — N la suite définie par, pour n € N*, w,, = 1/n. On vient de rappeler que limu existe et
vaut 0. On peut donc appliquer la proposition 3.46 avec v = u et £ = ¢/ = 0 € R. Elle nous donne que
limuv = €0’ c’est-a-dire que liin(l/nQ) existe et vaut 0-0 = 0.

La phrase “Comme une suite constante tend vers sa valeur constante (cf. proposition 3.41), le numérateur
de 'expression de z,, tend, par somme, vers 1 +0 = 1.” est un résumé du raisonnement complet suivant :
Comme 1i£n 1 =1 (cf. proposition 3.41 avec D = N*) et lirrln(l/nQ) existe et vaut 0, on peut appliquer la

proposition 3.46 avec u = (1)nen+, v = (1/n?),en+, £ = 1 et £/ = 0. Elle nous donne que lim(u+v) = £+ ¢’
c’est-a-dire que lim(1 4 (1/n?)) existe et vaut 1.
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Par abus, on oublie souvent de rappeler qu’une suite constante tend vers sa valeur constante (cf. propo-
sition 3.41).

Un autre abus est fréquent. Il consiste, par exemple, a affirmer que, d’apres la proposition 3.41, la suite
(1/7)nef4i400[ tend vers 0. Expliquons pourquoi ceci est justifié.

Dans cette proposition 3.41, on a montré que la suite (1/n),e[1;+00[ tend vers 0. En posant D = [1; 4-o0],
D' = [4;+40c[, on a D N [4;4o00] = [4;+00] = D' = D' N [4;40c[. En posant u = (1/n)peq1;4o0 €t
v = (1/n)ne[4s4+00, On peut appliquer la proposition 3.35 (avec N = p = 4 et £ = 0) qui nous donne
Péquivalence (3.25). Comme le membre de gauche de cette équivalence est vrai (cf. proposition 3.41),
cette équivalence prouve que le membre de droite est aussi vrai. Donc v = (1/1),e[4;400[ tend vers 0.

Pour terminer ce paragraphe, donnons un résultat commode sur la convergence des suites complexes
(K = C). On rappelle que l'on a défini les parties réelle et imaginaire d’une suite complexe dans la
définition 3.20.

On veut étudier la limite de la suite u = (3 + i/n)pen+. On voit que R(u) est la suite réelle constante
égale & 3 sur N*. Elle converge donc vers 3. Quant & I(u), c’est la suite réelle (1/n),en+ que lon a
étudiée plus haut. On a vu qu’elle converge vers 0. Que peut-on dire sur la convergence de la suite u ? La
proposition 3.47 ci-dessous permet de répondre.

Proposition 3.47. Soit D une partie infinie de N, u: D — C et £ € C. On a l’équivalence

limu = £ <= ((1im§re(u) = RO) et (imS(u) = w))).

Preuve : On procede par double implication.
=) : On suppose que limu = £. Pour tout n € D, on a, d’apres (2.7),
(R — RO = [Rwa = O < Jun =0 et (S — SO = [Sun O] < fun — 4.

En appliquant deux fois la propriété des gendarmes de la proposition 3.45 avec v,, = |u, — £|, on en
déduit que lim R(u) existe et vaut R(¢) et que lim I(u) existe et vaut I(¢).

<=) : On suppose que R(u) converge vers R(¢) et que F(u) converge vers I(¢). Par la proposition 3.46
(avec u remplacée par S(u) et A = 1), iS(u) converge vers i (¢). Par la proposition 3.46 (avec u remplacée
par R(u) et v remplacée par iS(u)), u = R(u) + iS(u) converge vers R(¢) + iF(¢) = L. O

Exemple d’application : On s’intéresse maintenant a la suite v : N — C donnée par, pour n > 0,
vp, = (1/(n + 1)) + ni. On remarque que I(v) = (N)nen. On a vu plus haut que lim $(v) = +oo. Donc
S(v) n’a pas de limite finie. Par la proposition 3.47, la limite de v n’existe pas puisque la proposition de
droite de ’équivalence est fausse pour tout £ € C.

3.6 Propriétés de limite propres aux suites réelles.

On revient dans le cas ou K = R et on établit, pour les suites réelles, un pendant de la proposition 3.46
pour des limites infinies et certaines propriétés liées a la relation d’ordre sur R.

On commence par des propriétés lies a la relation d’ordre sur R. On rappelle la convention que 'on a
prise au paragraphe 1.2 : on décide que 400 est supérieur a tout nombre réel et aussi a —oo; on décide
que —oo est inférieur & tout nombre réel.

Proposition 3.48. Soit D une partie infinie de N, u: D — R, v : D — R, £ € (RU {—o00;+00}) et
' € (RU{—00;+00}), tels que £ =limu et ¢’ = limwv.

1. Soit b € R tel que b < €. Alors u est strictement supérieure a b a partir d’un certain rang, i.e. il
existe N € N tel que, pour tout n € D avecn > N, u, > b.

2. Soit b € R tel que b > £. Alors u est strictement inférieure ¢ b a partir d’un certain rang, i.e. il
existe N € N tel que, pour tout n € D avecn > N, u, < b.
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3. Sit e R alors u est bornée.

4. On suppose que u est inférieure a v a partir d’un certain rang, i.e. il existe N € N tel que, pour
tout n € D avecn > N, u, < wv,. Alors £ < {'.

5. On suppose qu’une suite réelle x : D — R est encadrée par u et v a partir d’un certain rang, i.e.
il existe N € N tel que, pour tout n € D avecn > N, u, < x, < vp, et que £ = € R. Alorslimx
existe et vaut £ = {'.

6. On suppose qu’une suite réelle x : D — R est minorée par w a partir d’un certain rang, i.e. il
existe N € N tel que, pour tout n € D avecn > N, u, < x,, et que £ = +oo. Alors limzx existe et
vaut £ = +00.

7. On suppose qu’une suite réelle x : D — R est magjorée par v a partir d’un certain rang, i.e. il
existe N € N tel que, pour tout n € D avecn > N, x, < vy, et que £ = —oco. Alors limx existe
et vaut £ = —oo.

Avant de démontrer cette proposition, faisons quelques commentaires.
On ne peut appliquer la proposition 3.48 & u (ou a u et v) que si 'on sait déja que u a une limite (ou que
u et v ont une limite).
Gréce & la convention précédente, les propriétés ont bien un sens lorsque une (les) limite(s) sont infinie(s).
De plus, elles sont encore vraies.
La propriété 1 donne, en particulier, que, si u tend vers une limite strictement positive (y compris 4+00),
alors u est strictement positive a partir d’'un certain rang.
La propriété 2 donne, en particulier, que, si u tend vers une limite strictement négative (y compris —oo),
alors u est strictement négative a partir d’un certain rang.
La propriété 4 s’interprete comme un passage a la limite n — oo dans les inégalités u,, < v,, qui sont
vraies a partir d’un certain rang. Si ’on suppose que u,, < v, a partir d’un certain rang, on a seulement
¢ </, en général comme le montre le contre-exemple suivant :
Soit u = (0)nen+ et v = (1/n)pen+. On a bien, pour tout n € N*| u,, =0 < v,,. On a bien l'existence de
limu et de limv mais limu = 0 = limv. La proposition (limu < limv) est donc fausse.
On peut reformuler ceci en disant que, quand on passe a la limite n — co dans des inégalités strictes, on
tombe sur une inégalité large.
On utilise souvent cette propriété 4 lorsque 1'une des suites est constante. Par exemple, si 'on considere
une suite réelle positive qui converge alors sa limite est positive (en appliquant la propriété 4 avec u
constante égale & 0).
La propriété 5 est appelée “propriétés des gendarmes” ou “théoreme des gendarmes”. Les suites u et v
jouent le role de gendarme. On remarque que, dans le cas ot u = —v et £ = ¢ =0, on a, pour n € D, les
équivalences

(up < xp <vp) <= (—vp < zp < vy) = (lzn] < vy). (3.40)

Ceci explique la terminologie utilisée dans la proposition 3.45.
En raison de leur proximité avec la propriété 5, on peut aussi désigner par “propriétés des gendarmes” ou
“théoreme des gendarmes” les propriétés 6 et 7, méme s’il n’y a qu'un seul “gendarme”.

Preuve de la proposition 3.48 :

1. Soit V :=]b; +o00[. On vérifie que c’est un voisinage de £.
Cas olt £ € R : Par hypothese (¢ —b)/2 > 0 donc V est un voisinage de ¢ car il contient I'intervalle
I(¢; (£ —b)/2[) centré en £.
Cas ou £ = 400 : L’ensemble V' est un voisinage de +oc.
Comme ¢ = limwu, V contient tous les termes de u a partir d’un certain rang N. Donc, pour n € D
avecn > N, on a u, € V, ce qui donne u,, > b.

2. Soit V :=] — 00; b[. On vérifie que c’est un voisinage de £.
Cas ou £ € R : Par hypothese (b—¢)/2 > 0 donc V est un voisinage de ¢ car il contient 'intervalle
I(¢; (b—20)/2[) centré en £.
Cas ou £ = —o0 : L’ensemble V' est un voisinage de —oc.
Comme ¢ = limwu, V contient tous les termes de u a partir d’un certain rang N. Donc, pour n € D
avec n > N, on a u, € V, ce qui donne u,, < b.
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Comme ¢ € R, u est majorée par £ + 1 a partir d’un certain rang, d’apres 1. D’apres la proposi-
tion 3.26, cela prouve que w est majorée. En utilisant 2 avec b = £ — 1, on obtient que u est minorée
par £+ 1 a partir d’un certain rang, donc aussi minorée, en utilisant encore la proposition 3.26. u
est donc bornée.

On raisonne par ’absurde. Supposons que £ > ¢'. On montre qu'il existe b € R tel que V :=]b; +o0]
est un voisinage de ¢ et V' :=] — 0o; b[ est un voisinage de £'.

Cas ot £ = +oo : Il existe b € R tel que b > ¢'. V est un voisinage de £ = +o0. Si £/ = —oc0, V' est
un voisinage de ¢. Si £/ € R, on a, comme b > ¢, b— ¢ > 0 et V' contient l'intervalle I(¢';b — ¢'[
centré en ¢'; donc V' est un voisinage de £'.

Cas o £ € R : Il existe b € R tel que £ > b > ¢'. Comme précédemment, V' est un voisinage de £'.
On a ¢ —b>0 etV contient 'intervalle I(¢; ¢ — b[ centré en ¢, donc V est un voisinage de ¢.
Comme /¢ = limu et £’ = lim v, il existe (Ny; No) € N2 tel que, V contient les termes de u & partir du
rang N et V' contient les termes de v & partir du rang N,. Soit n € D tel que n > max(N; Ny; Na).
On a donc u, < v,,carn > N, u, € V,carn > Ny et v, € V', car n > No. Donc v, < b < u,, et
Up < v, contradiction. Conclusion : £ < £/,

Lorsque ¢ = +00, la propriété est une conséquence de 6. Lorsque £ = —oo, la propriété est une
conséquence de 7. On traite le cas ou £ € R. On montre (3.29) avec u remplacée par z et N
remplacé par N’ (N étant déja défini dans ’hypothese).

Soit € > 0. Comme ¢ = limu, I({;¢[ contient tous les termes de u & partir d'un certain rang
N;. Comme ¢ = limwv, I(¢;¢[ contient tous les termes de v & partir d’un certain rang N. Soit
N’ = max(N; Ny; Ny). Pour n € D avec n > N’ on a, comme n > N, n > Ny et n > No, en
utilisant la proposition 2.5,

b—e < u, <z, <V < l+e,

c’est-a-dire x,, € I(¢;¢[. On a montré (3.29) avec u remplacée par z, donc lim z existe et vaut £.

On montre (3.31) avec u remplacée par x et N remplacé par N’ (N étant déja défini dans 'hypo-
these).
Soit L > 0. Comme limu = +o0, le voisinage |L; +oo[ de +oo contient tous les termes de u &
partir d’un certain rang Np. Soit N’ = max(N; N1). Pour n € D avecn > N’ on a, comme n > N
etn Z Nl,

Tn > U, > L.

Donc lim z existe et vaut +oco.

On montre (3.32) avec u remplacée par x et N remplacé par N’ (N étant déja défini dans 'hypo-
these).
Soit L > 0. Comme limv = —oo, le voisinage | — co; —L[ de —oo contient tous les termes de v &
partir d’un certain rang Np. Soit N’ = max(N; N1). Pour n € D avecn > N’ on a, comme n > N
et n > Ny,

T, < v, < —L.

Donc lim z existe et vaut +oco. O

Maintenant, on reprend la situation de la proposition 3.46 mais pour des suites réelles et seulement lorsque
au moins I'une des limites £ et £’ est infinie.

Proposition 3.49. Soit D une partie infinie de N, u: D — R, v: D — R, A€ R, £ € {—o0;+o0} et
0 € (RU{—o0;+00}), tels que £ =limu et £ = limv. Alors, dans les cas suivants, les limites suivantes
existent et on a :

a).

b).
c).

d).

e).
f).

Si ¢ € R alors lim(u+v) =¢;

Si t' = ¢ alors lim(u +v) = £;

Si A > 0 alors im(Au) = £ et si A < 0 alors im(Au) = —£;

Si A =0 alors im(Au) =0;

Si ' >0 alors lim(uv) = £ et si ¢’ <0 alors lim(uv) = —¢;

La suite 1/u est définie a partir d’un certain rang et converge vers 0, i.e. il existe N € N tel que,
pour tout n € DN [N;+oo[, un, # 0 et lim(1/u) = 0.
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g). Siw:D — R est une suite réelle, a termes strictement positifs a partir d’un certain rang, qui
converge vers 0 alors 1/w est bien définie a partir de ce rang et lim(1/w) = +o0.

h). Siw:D — R est une suite réelle, a termes strictement négatifs a partir d’un certain rang, qui
converge vers 0 alors 1/w est bien définie & partir de ce rang et lim(1/w) = —oo.

Quelques précisions s’imposent.
Pour ¢ € {—o00; 400}, — signifie +00 si £ = —oo et — signifie —oo si £ = +o0.

Dans le cas o ¢/ = —{ et £ € {—00;+00}, le résultat ne dit rien sur la suite (u + v). La raison en est
que tout peut se passer : On peut construire des suites réelles u et v telles que limu = +o0, limv = —oc0
et lim(u 4+ v) = 0. Plus généralement, étant donné m € R, on peut construire des suites réelles u et v
telles que limu = 400, limv = —oo et lim(u 4+ v) = m. On peut aussi construire des suites réelles u et
v telles que limu = +o0, limv = —oo et lim(u + v) = 400 (“u emporte sur v”). On peut construire
des suites réelles u et v telles que limu = 400, limv = —co et lim(u + v) = —oo (“v 'emporte sur u”).
Enfin, on peut construire des suites réelles u et v telles que limu = +o0, limv = —oo et (u + v) n’a pas
de limite. C’est pourquoi ’on qualifie cette situation (¢ = —¢ avec £ € {—o0; +00} pour (u + v)) comme
indéterminée.

Une autre situation indéterminée est la suivante : ¢/ = 0 et £ € {—o0; +00} pour uv. L& encore, on peut
donner des exemples de suites réelles u et v telles que leur produit tend vers un nombre réel non nul, ou
bien telles que leur produit tend vers 0, ou bien telles que leur produit tend vers ¢, ou bien telles que leur
produit tend vers —¢, ou encore telles que leur produit n’a pas de limite.

En utilisant le théoreme des gendarmes, on peut montrer que la suite w = ((—1)"/n)pen tend vers 0.
Comme tous les termes de w sont non nuls, (1/w) est bien définie mais on peut vérifier qu’elle n’a pas de
limite (cf. proposition 3.57). D’apres le point g) de la proposition 3.49, w ne peut étre a termes strictement
positifs & partir d'un certain rang. D’apres le point h) de la proposition 3.49, w ne peut étre & termes
strictement négatifs a partir d’'un certain rang. Il est facile de retrouver cela directement : pour N € N
donné, on peut trouver un n € N* tel que n > N et w,, < 0 (il suffit de prendre n impair et supérieur a
N) et on peut trouver un p € N* tel que p > N et w, > 0 (il suffit de prendre p pair et supérieur & V).

Preuve de la proposition 3.49 :
a). On sépare les cas ol £ = +00 et ou £ = —oo0.
Cas £ = 400 : On montre que lim(u+ v) = 400 en utilisant la proposition (3.31) avec u remplacée
par u + v. Soit L > 0. Comme limu = +00, on sait, par cette méme proposition (3.31), que le
voisinage |L'; +00[ de +o0, avec L’ = max(1; L — ¢ +1) > 0, contient tous les termes de u & partir
d’un certain rang N;. Comme limv = ¢/, on sait, par la proposition (3.28) (avec u remplacée par
v), que le voisinage |¢' — 1;¢' + 1] de ¢’ contient tous les termes de v & partir d’un certain rang No.
Soit N = max(Ny; No). Pour n € D avec n > N, on a, en utilisant que n > N; et que n > No,

Up +vp >L + W0 —=1) > (L-0+1)+ -1 = L.

On a montré que lim(u + v) = 4o0.

Cas £ = —o0 : On montre que lim(u+v) = —oo en utilisant la proposition (3.32) avec u remplacée
par u + v. Soit L > 0. Comme limu = —o0, on sait, par cette méme proposition (3.32), que le
voisinage | — co; —L'[ de —o0, avec L' = max(1; L + ¢ + 1) > 0, contient tous les termes de u &
partir d’un certain rang N;. Comme limv = ¢, on sait, par la proposition (3.28) (avec u remplacée
par v), que le voisinage [¢/ — 1;¢' + 1] de ¢’ contient tous les termes de v & partir d’un certain rang
Ns. Soit N = max(Ny; Na). Pour n € D avec n > N, on a, en utilisant que n > Nj et que n > Na,

Up + v, < L'+ (W +1) < —(L+0+1)+ (" +1) = —L.
On a montré que lim(u + v) = —oo.
b). On sépare les cas ot £ = ¢/ = 400 et o £ = ¢/ = —o0.

Cas £ = ¢ = +00 : On montre que lim(u + v) = +oo en utilisant la proposition (3.31) avec u
remplacée par v+ v. Soit L > 0. Comme lim u = 400, on sait, par cette méme proposition (3.31),
que le voisinage |L;4oo[ de +oo contient tous les termes de w & partir d’'un certain rang Nj.
Comme limv = 400, on sait, par la proposition (3.31) (avec u remplacée par v), que le voisinage
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]0; +00[ de 400 contient tous les termes de v & partir d’un certain rang Na. Soit N = max(Ny; Na).
Pour n € D avec n > N, on a, en utilisant que n > N;j et que n > Na,

Up + v >L+0 = L.

On a montré que lim(u + v) = +o0.

Cas £ =/¢' = —o0 : On montre que lim(u + v) = —oo en utilisant la proposition (3.32) avec u
remplacée par u +v. Soit L > 0. Comme lim u = —o0, on sait, par cette méme proposition (3.32),
que le voisinage | — oo; —L[ de —oo contient tous les termes de u & partir d’un certain rang Nj.
Comme limv = —o0, on sait, par la proposition (3.32) (avec u remplacée par v), que le voisinage
] —00; 0[ de —oo contient tous les termes de v & partir d’un certain rang Na. Soit N = max(Ny; Na).
Pour n € D avec n > N, on a, en utilisant que n > N; et que n > Ny,

Up + vV, < —L+0 = —L.

On a montré que lim(u + v) = —oc.

. On traite d’abord le cas ou ¢ = +o0.

Cas ot A > 0 : on montre que lim(Au) = +o0o en utilisant la proposition (3.31) avec u remplacée
par (Au). Soit L > 0. Comme limu = 400, on sait, par cette méme proposition (3.31), que le
voisinage |L/\;+oo[ de 400 contient tous les termes de u & partir d’un certain rang N. Pour

ne€D avecn > N,on a

M)y, = A-uy > )\'% = L.

On a montré que lim(Au) = +o0.

Cas ot A < 0 : on montre que lim(Au) = —oo en utilisant la proposition (3.32) avec u remplacée
par (Au). Soit L > 0. Comme limu = +oco, on sait, par la proposition (3.31), que le voisinage
JL/IA); +00[ de +o00 contient tous les termes de u & partir d'un certain rang N. Pour n € D avec
n > N, on a u, > L/|\| et, comme \ <0,

L
M) = Aruy < A

= = L.
Al
On a montré que lim(Au) = —oco.
On traite le cas ol £ = —o0.
Cas ot A > 0 : on montre que lim(Au) = —oo en utilisant la proposition (3.32) avec u remplacée
par (Au). Soit L > 0. Comme limu = —oo, on sait, par la proposition (3.32), que le voisinage

]| —o0; —=L/|A|[ de —oo contient tous les termes de w & partir d’un certain rang N. Pour n € D avec
n > N, on au, < —L/|\| et, comme A > 0,

—L
M)p = Aup < A--—— = =L
Al
On a montré que lim(Au) = —oo.
Cas ot A < 0 : on montre que lim(Au) = 400 en utilisant la proposition (3.31) avec u remplacée
par (Au). Soit L > 0. Comme limu = —oo, on sait, par la proposition (3.32), que le voisinage

] —o0; —L/|A|[ de —oo contient tous les termes de u & partir d’un certain rang N. Pour n € D avec
n > N, on au, < —L/|\| et, comme A <0,

M)y = A-uy, > /\o|_)\L| = L.

On a montré que lim(Au) = +o0.

. Comme (Au) est constante égale & 0, elle converge vers 0.
. On traite d’abord le cas ot £ = 4-00.

Comme lim u = +00, on sait, par le 1 de la proposition 3.48, que u est strictement positive a partir
d’un certain rang Nj.
Cas ot #/ > 0 : Comme limv = ¢, on sait, par le 1 de la proposition 3.48, que v est strictement
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supérieure a ¢'/2 > 0 a partir d'un certain rang Na. Soit N = max(Ny; Na). Pour n € D avec
n > N,onau, >0et v, >/2>0donc u,v, > (¢'/2)uy,. Par ¢), im(¢'/2)u = 4o0. Par le
théoreme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 3.48), on en déduit que lim uv = +o0.

Cas o1 ¥ < 0 : Comme limv = ¢, on sait, par le 2 de la proposition 3.48, que v est strictement
inférieure & ¢'/2 < 0 & partir d’'un certain rang Na. Soit N = max(Ny; Na). Pour n € D avec

n>N,onau, >0etv, <{/2<0donc u,v, < (¢'/2)u,. Par ¢), lim(¢'/2)u = —oco. Par le

théoreme des gendarmes (cf. le 7 de la proposition 3.48), on en déduit que lim uv = —oc.
On traite le cas ol £ = —o0.
Comme limu = —oo, on sait, par le 2 de la proposition 3.48, que u est strictement négative a

partir d’'un certain rang Nj.

Cas ot ¢/ > 0 : Comme limv = £, on sait, par le 1 de la proposition 3.48, que v est strictement
supérieure a ¢'/2 > 0 a partir d'un certain rang Na. Soit N = max(Ny; Na). Pour n € D avec
n>N,onau, <0etwv, >£/2>0 donc u,v, < (¢'/2)uy,. Par ¢), im(¢'/2)u = —oco. Par le
théoréme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 3.48), on en déduit que lim uv = —oco.

Cas o ¥ < 0 : Comme limv = ¢, on sait, par le 2 de la proposition 3.48, que v est strictement
inférieure & ¢'/2 < 0 & partir d’'un certain rang Na. Soit N = max(Ny; Na). Pour n € D avec
n > N,onau, <0etuv, <{/2<0donc u,v, > (¢'/2)u,. Par ¢), im(¢'/2)u = +oo. Par le
théoreme des gendarmes (cf. le 7 de la proposition 3.48), on en déduit que lim uv = +o0.

. On traite d’abord le cas ou ¢ = +o0.

Comme limu = 400, on sait, par le 1 de la proposition 3.48, que u est strictement positive a
partir d’un certain rang Np. Donc (1/u) est bien définie & partir de ce rang Ny. Montrons que
lim(1/u) = 0 en utilisant la proposition (3.28).

Soit € > 0. Comme limu = +o0, le voisinage |1/e; +oo[ de +00 contient tous les termes de u &
partir d’un certain rang N. Pour n € D avecn > N, on a u, > (1/¢) > 0 donc 0 < (1/u,) < €.
On a montré que lim(1/u) = 0.

On traite le cas ol £ = —c0.

Comme limu = —oo, on sait, par le 2 de la proposition 3.48, que w est strictement négative a
partir d'un certain rang Ngy. Donc (1/u) est bien définie & partir de ce rang Ny. Montrons que
lim(1/u) = 0 en utilisant la proposition (3.28).

Soit € > 0. Comme limu = —o0, le voisinage | — co; —1/¢[ de —oo contient tous les termes de u &
partir d’un certain rang N. Pour n € D avecn > N, on a u,, < —(1/€) < 0 donc 0 > (1/u,) > —e.
On a montré que lim(1/u) = 0.

. Soit Ny € N tel que w soit strictement positive & partir du rang Ny. Donc (1/w) est bien définie

a partir de ce rang Ny. Montrons que lim(1/w) = +o00 en utilisant la proposition (3.31).

Soit L > 0. Comme 1/L > 0 et limw = 0, le voisinage | —(1/L); (1/L)[ de 0 contient tous les termes
de w & partir d’un certain rang Np. Soit N = max(Np; N1). Pour n € D avec n > N, w, > 0 et
wy, €] — (1/L); (1/L)[ donc 0 < w,, < (1/L), d’ont (1/wy,) > L. On a montré que lim(1/w) = +oo.

. Soit Ny € N tel que w soit strictement négative & partir du rang Ny. Donc (1/w) est bien définie

a partir de ce rang Ny. Montrons que lim(1/w) = —oo en utilisant la proposition (3.32).

Soit L > 0. Comme 1/L > 0 et limw = 0, le voisinage | — (1/L); (1/L)[ de 0 contient tous les
termes de w & partir d’un certain rang Nj. Soit N = max(Ng; N1). Pour n € D avec n > N,
wy, < 0 et w, € — (1/L);(1/L)[ donc 0 < —w, < (1/L), dou (1/w,) < —L. On a montré que
lim(1/w) = —o0. O

On revient maintenant sur les notions de bornes supérieure et inférieure d’une partie non vide de R, que
l’on a introduites au paragraphe 1.2. On rappelle que 'on a décidé, par convention, que +oco est supérieur
a tout nombre réel et que —oo est inférieur & tout nombre réel. Ainsi, pour une partie A non vide de R,
~+o00 est un majorant de A et —co est un minorant de A (cf. paragraphe 1.2).

Proposition 3.50. Soit A une partie non vide de R et £ € (RU {—o0; +00}).

1.

{ est adhérent a A si et seulement si £ est limite d’une suite d’éléments de A.
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2. Les propositions suivantes sont équivalentes :

S =({=supd), (3.41)
Sy = ((f magore A) et (¢ est adhérent a A)) , (3.42)
S3 = ((E magore A) et (E est limite d’une suite d’éléments de A)) . (3.43)

3. Les propositions suivantes sont équivalentes :

Z; = ({=infA), (3.44)
I, = ((€ minore A) et (¢ est adhérent a A)) , (3.45)
I3 = ((Z minore A) et (¢ est limite d’une suite d’éléments de A)) . (3.46)

Preuve :

1. On procede par double implication.

<) : Soit V € V. Comme £ est limite d’une suite u : D — A, V contient tous les termes de
cette suite & partir d’un certain rang. Un tel terme appartient donc & VN A donc VN A # . On
a montré que £ est adhérent a A.

=) : On suppose que ¢ est adhérent & a. On sépare trois cas.

{ = 400 : Pour n € N, le voisinage |n; +oo[ de +oo rencontre A. Il existe donc a,, € A avec a,, > n.
On a ainsi construit une suite @ = (a,)pen d’éléments de A vérifiant a,, > n, pour tout n € N.
Comme hmn = 400, hm a, = +oo par le théoreme des gendarmes (cf. proposition 3.48). Donc

{ = +o00 est la limite de la suite (a,)nen d’éléments de A.

{=—o0 : Pour n € N, le voisinage | — 0o; —n| de —oo rencontre A. Il existe donc a,, € A avec
an < —n. On a ainsi construit une suite a = (a,)neny d’éléments de A vérifiant a,, < —n, pour tout
n € N. Comme lirrlnn = 400, lirrln(fn) = —oo par les opérations sur les limites (cf. proposition 3.49)

et lim a,, = —oo par le théoréme des gendarmes (cf. proposition 3.48). Donc £ = —co est limite de
n

la suite (an)nen d’éléments de A.

£ € R : Pour n € N*, le voisinage |{ — (1/n); £+ (1/n)[ de £ rencontre A. Il existe donc a,, € A avec
{—(1/n) < an < £+ (1/n). On a ainsi construit une suite a = (an)neny d’éléments de A vérifiant
L—(1/n) < an < £+ (1/n), pour tout n € N. Comme liTrLrl(l/n) =0, liﬁnan =/, par le théoréme

des gendarmes (cf. proposition 3.48). Donc ¢ est limite de la suite (ay)nen d’éléments de A.

2. D’apres le 1, on a S <= S3. On montre §; <= S,.
81 = &5 : Par définition de la borne supérieure, £ majore A. Soit V' un voisinage de £. On montre
que VN A #{.
Cas ou £ = 400 : Il existe b € R tel que |b; +oo[C V. Comme A n’est pas majorée, b ne majore pas
A. Tl existe donc a € A tel que b < a. Donc a € AN|b; +oo]. L’ensemble ANb; +o00[ est non vide et
inclu dans V' N A, donc ce dernier est aussi non vide.
Casou £ € R : Il existe 7 > 0 tel que I(4;r[C V. Soit @ = £ — (r/2) € I(4;r]. Comme z < ¢
et £ est le plus petit majorant de A, x ne majore pas A. Il existe donc a € A tel que =z < a.
Comme ¢ majore A, a < {. Dol a €|z;{]. L’ensemble ]z;¢] N A est donc non vide. Comme
(Jes; )N A) C (I(4;r)NA) CVNA, VN A est aussi non vide.
Dans tous les cas, on a montré que V N A # (. Donc £ est adhérent & A.
Sy = 81 : Supposons qu’on ait un majorant m de A qui vérifie m < £. Alors Jm;+oo[ est un
voisinage de £. Comme /¢ est adhérent a A, ce voisinage contient un élément a de A. En particulier,
a > m, ce qui contredit le fait que m est un majorant de A. Donc, pour tout majorant m de A,
on a m > {£. Comme £ est un majorant de A, c’est le plus petit. D’ou £ = sup A.

3. D’apres le 1, on a Zy <= Z3. On montre Z; <= 7.
7, = T, : Par définition de la borne inférieure, £ minore A. Soit V' un voisinage de £. On montre
que VNA#Q.
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Cas o £ = —c0 : Il existe b € R tel que | — oo;b[C V. Comme A n’est pas minorée, b ne minore
pas A. Il existe donc a € A tel que b > a. Donc a € AN| — oo; b[. L’ensemble AN] — oo; b[ est non
vide et inclu dans V' N A, donc ce dernier est aussi non vide.

Cason £ € R : Tl existe r > 0 tel que I(4;7[C V. Prenons z = £+ (r/2) € I({;r]. Comme z > ¢
et £ est le plus grand minorant de A, x ne minore pas A. Il existe donc a € A tel que x > a.
Comme ¢ minore A, a > £. Dot a € [¢;z[. L’ensemble [¢;x[NA est donc non vide. Comme
([6;2z[NA) C (I(¢;r[)NA) CVNA VN A est aussi non vide.

Dans tous les cas, on a montré que V N A # (. Donc £ est adhérent a A.

To = 7, : Supposons qu’on ait un minorant m de A qui vérifie m > £. Alors | — co;m| est un
voisinage de £. Comme ¢ est adhérent a A, ce voisinage contient un élément a de A. En particulier,
a < m, ce qui contredit le fait que m est un minorant de A. Donc, pour tout minorant m de A,
on am < £. Comme ¢ est un minorant de A, c’est le plus grand. D’ou £ = inf A. d

Ce résultat permet de justifier aisément quelques calculs de bornes, dans le cas ol ses bornes ne sont ni
un maximum ni un minimum. Par exemple, on devine que inf]0; 1] = 0. On voit que 0 minore I'ensemble
]0;1]. De plus, 0 est aussi la limite de la suite (1/n),en+, qui est une suite d’éléments de |0; 1]. Donc, par
la proposition 3.50, on obtient inf]0; 1] = 0.

Pour déterminer rigoureusement la borne supérieure (resp. inférieure) d’une partie non vide et explicite
de R, on dispose donc, apres avoir deviné ladite borne, de la proposition 3.50 lorsque ce n’est pas un
maximum (resp. un minimum) et de la proposition 1.12 §’il s’agit d’'un maximum (resp. un minimum).

On donne le résultat important suivant d’existence de limite pour les suites monotones.

Proposition 3.51. Soit D une partie infinie de N et u : D — R une suite réelle monotone. Alors limu
existe dans R U {—o0; +o0}. Plus précisément,

1. siu est croissante alors limu = supu, ot supu := supu(D) € (RU {+00}) ;

2. st u est décroissante alors limu = inf u, ot inf u := infu(D) € (RU {—o0}).

Preuve : On rappelle que u(D) est la partie non vide {u,;n € D} de R.
a). Cas oll u est croissante et sup u(D) = +0o. On montre que limu = 400 en utilisant (3.31).
Soit L > 0. Comme supu(D) = +o0, il existe, par la proposition 3.50, une suite ¢ : D’ — R
d’éléments de u(D) qui tend vers +o0o. Le voisinage |L; +o00[ de +00 contient donc tous les termes
de a & partir d’un certain rang Ny € N. Soit ng € D’ avec ng > Ny. On a a,, > L et, comme
an, € u(D), il existe N € D tel que a,, = un. Pour n € D avec n > N, on a, d’apres la croissance
de u, up > uny = ap, > L. On a montré que limu = +o0.

b). Cas ol u est décroissante et inf u(D) = —oco. On montre que limu = —oo en utilisant (3.32).
Soit L > 0. Comme infu(D) = —oo0, il existe, par la proposition 3.50, une suite @ : D’ — R
d’éléments de u(D) qui tend vers —oo. Le voisinage | — oco; —L[ de —oo contient donc tous les

termes de a & partir d’un certain rang Ny € N. Soit ng € D" avec ng > Np. On a a,, < —L et,
comme a,, € u(D), il existe N € D tel que a,, = un. Pour n € D avec n > N, on a, d’apres la
décroissance de u, u, < Uy = an, < —L. On a montré que limu = —oo.

c¢). Cas ol u est croissante et ¢ := supu(D) € R. On montre que limu = ¢ en utilisant (3.29).
Soit € > 0. Comme ¢ = supu(D), il existe, par la proposition 3.50, une suite réelle a : D’ — R
d’éléments de u(D) qui tend vers ¢. Le voisinage I(¢; e[ de £ contient donc tous les termes de la
suites a & partir d’un certain rang Ny € N. Soit ng € D’ avec ng > Ny. On a a,, € I(¢;€] donc
{—¢e < ap, <!+ e (dapres la proposition 2.5). Comme a,, € u(D), il existe N € D tel que
Gn, = un. Pour n € D avec n > N, on a, d’apres la croissance de u, u, > uy = an, > { — €. Par
définition de ¢, on a aussi u,, < ¢. Donc |u, — £| < € (d’apres la proposition 2.5). On a montré que
limu = £ = supu(D).

d). Cas ol u est décroissante et £ := inf u(D) € R. On montre que lim u = ¢ en utilisant (3.29).
Soit € > 0. Comme ¢ = infu(D), il existe, par la proposition 3.50, une suite réelle a : D’ — R
d’éléments de u(D) qui tend vers ¢. Le voisinage I({;¢[ de ¢ contient donc tous les termes de la
suites @ & partir d’un certain rang Ny € N. Soit ng € D’ avec ng > Ny. On a a,, € I(¢; €] donc
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{—¢e < ap, <!+ e (dapres la proposition 2.5). Comme a,, € u(D), il existe N € D tel que
Gn, = un. Pour n € D avec n > N, on a, d’apres la décroissance de u, u, < uny = an, < €+ €.
Par définition de ¢, on a aussi u, > ¢. Donc |u, —¢| < € (d’apres la proposition 2.5). On a montré
que limu = ¢ = inf u(D). O

Voyons plus précisément ce nous donne le résultat précédent. Prenons, par exemple, une suite croissante
u : N — R. Ce résultat nous donne ’existence de la limite ¢ de u. Mais il nous dit aussi que £ = supu
donc, en particulier, £ > ug et méme £ > ugp23.

On peut retrouver ce dernier résultat en utilisant la proposition 3.48. Comme u est croissante, la propo-
sition (u,, > ug023) est vraie a partir d’un certain rang (par exemple, le rang 2023). Donc, par passage a
la limite dans ces inégalités, on obtient £ > uogs3.

On termine ce paragraphe par un autre résultat important qui concerne les suites réelles “adjacentes”.

Définition 3.52. Soit D une partie infinie de N et deux suites réelles u: D — R et v: D — R. On dit
que u et v sont adjacentes si u est croissante, v est décroissante,

VneD, u, <w, (3.47)

et la suite (up, — Un)nep tend vers 0.

Théoréme 3.53. Soit D une partie infinie de N et deux suites réelles adjacentesu : D — R etv: D — R.
Alors elles convergent vers la méme limite, i.e. il existe £ € R tel que limu = ¢ = limv.

Preuve : Par la proposition 1.10, on sait que D a un minimum. Soit ng = min D. Pour n € D, on a
Up < vy, d’aprés (3.47) et la décroissance de v. On a aussi u,, < v, d’apres (3.47) et la croissance de
u. Donc u est majorée par vy, et v est minorée par uy,,. Donc £ := supu et £ := infv sont réels. De
plus, par la proposition 3.51 et les monotonies de u et v, limu existe et vaut £ et limv existe et vaut £'.
Comme, pour tout n € D, u, = (uy — vp) + Up, et comme la suite (u, — vp)nep tend vers 0, on a, par
somme (cf. la proposition 3.46), £ =0+ ¢ = ¢'. O

3.7 Limite d’une suite et sous-suites.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au comportement des sous-suites d’une suite ayant une limite, finie ou
infinie. On donne aussi le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

On vérifie d’abord qu’une extractrice, qui est une suite réelle, tend forcément vers +oo.

Proposition 3.54. Soit D' une partie infinie de N et ¢ : D' — N une extractrice. Alors lim ¢ eziste et
vaut +00.

Preuve : Comme ¢ est une suite réelle croissante, lim ¢ existe dans R U {400} et vaut sup ¢(D’), par la
proposition 3.51. Montrons que sup ¢(D’) = 4o0.

Supposons que (D), qui est une partie de N, soit finie. Alors, par la définition 1.3, il existe p € N et des
éléments aq;- - -;a, deux & deux distincts de N tel que (D) = {a;;j € [1;p]}. Comme ¢ : D' — ¢(D')
est bijective, on a, en notant par ¢ sa bijection réciproque, D' = {¢(a;);j € [1;p]}. Donc D’ est finie
(cf. définition 1.3). Contradiction. On a donc montré que ¢(D’) est une partie infinie de N. D’apres le 5
de proposition 1.10, ¢(D’) n’est pas majorée. Donc sup p(D’) = +o0. O

Proposition 3.55. Soit D une partie infinie de N et u: D — K. On considere les deuz situations :
1. On se place dans le cas ou K = C et on considére un £ € C.

2. On se place dans le cas ou K =R et on considére un £ € (RU {—o0; +00}).
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Dans ces deux cas, on a limplication suivante :
(limu existe et vaut E) = (pour toute sous-suite v de u , (limv eziste et vaut f)) . (3.48)

Remarque 3.56. Il se trouve que la réciproque de limplication (3.48) est vraie. On a donc une carac-
térisation de la propriété (limu = £). On n'utilisera pas cette caractérisation ici, c¢’est pourquoi l’on se
contente de montrer Uimplication (3.48).

Preuve de la proposition 3.55 : On suppose que u admet £ pour limite.

Soit D’ une partie infinie de N et v : D’ — K une sous-suite de u. Il existe donc une extractrice
¢ : D' — D telle que v = u o . Montrons que v tend vers ¢ en utilisant (3.23) avec u remplacée par v.
Soit V' un voisinage de ¢. Par hypothese (cf. (3.29) ou (3.30)), V' contient tous les termes de u a partir
d’un certain rang Ny. Comme [Np; +00[ est un voisinage de 400 dans R et comme lim ¢ = 400 par la
proposition 3.54, [Ny; +oo[ contient tous les termes de ¢ & partir d’un certain rang Ny € N. Soit n € D’
avec n > Ni. On a donc ¢(n) € [No; +o0o] soit p(n) > Ny. Comme ¢ est a valeurs dans D et v, = uy(n),
on a v, € V. On a montré limv = ¢ via (3.23). O

Une premiere application importante de cette proposition 3.55 consiste a utiliser directement I’implication.
Si ’on souhaite étudier une suite et qu’on vérifie qu’elle est une sous-suite d’une suite ayant une limite,
cette implication nous donne tout de suite que la suite étudiée tend vers la limite de 'autre suite. Par
exemple, la suite w = ((2n + 5)7'),.en est une sous-suite de la suite (1/p)pen-, qui converge vers 0, donc
w converge aussi vers 0.
On peut aussi exploiter 'implication de la proposition 3.55 par I’absurde. Pour montrer qu’une suite u
n’a pas de limite, on suppose par I’absurde qu’elle en a une et on essaye de produire :

— deux sous-suites v et w de u telles que limv et lim w existent mais sont différentes;

— ou bien une sous-suite v de u qui n’a pas de limite.
Voyons un exemple simple. On a déja montré plus haut (cf. proposition 3.37) que la suite réelle x =
((=1)™)nen n'a pas de limite. Redémontrons ce résultat en utilisant la stratégie que 'on vient d’esquisser.
On suppose que limz existe dans R U {—o0;+00}. Les deux sous-suites (Zop)nen €t (Zant1)nen de
tendent aussi vers limx, d’aprés la proposition 3.55. La suite (za2,)nen est la suite constante égale &
1, puisque, pour tout n € N, (=1)?" = ((-=1)2)" = 1® = 1, donc cette suite converge vers 1 (cf.
proposition 3.41). La suite (Z2,41)nen est la suite constante égale & —1, puisque, pour tout n € N,
(—1)2"*1 = (=1) - ((=1)®)™ = —1, donc cette suite converge vers —1 (cf. proposition 3.41), qui est
différent de 1. On a donc une contradiction avec le fait que ces suites doivent tendre vers la méme limite.
L’hypothése “lim x existe dans R U {—o00; +00}” est donc fausse et on a montré que = n’a pas de limite.
Voyons un autre exemple (que l'on a utilisé plus haut, cf. paragraphe 3.6). Soit w = ((—1)"n),en<. On
montre que w n’a pas de limite.
Supposons que la limite ¢ de w existe. Comme les suites (wap )nen+ €t (Wan+1)nen+ sont des sous-suites de
w (cf. paragraphe 3.3.3), elles tendent aussi vers ¢, par la proposition 3.55. Pour n € N* on a waq,, = 2n et
want+1 = —(2n+1). Comme li7rlnn = 400, on a, par somme et produit (cf. proposition 3.49), lirrln Way, = 00

et lim wg,, 11 = —o0. D’oul +00 = —o0, ce qui est une contradiction. On a montré la
n

Proposition 3.57. La suite ((—1)"n),en n'a pas de limite.

Grace a cette proposition 3.55, combinée avec des résultats précédents, on peut montrer le résultat suivant
sur les suites géométriques.

Proposition 3.58. Soit z € C. On considere les suites u: N — C et s : N* — C données par

n—1

pourn € N, w, = 2" et pourneN", s, = sz.
k=0

Ona:
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1. Si|z| <1 alors limu eziste et vaut 0 et lim s existe et vaut (1 — 2)~ L.
2. Silz| > 1 et 2 € RY alors limu n'eziste pas et lim s n’existe pas.
3. Siz=x€RY etz >1 alorsu et s sont des suites réelles, limu et lim s existent et valent +00.

4. Siz=1 alors u et s sont des suites réelles, limu existe et vaut 1 et lim s existe et vaut +oo.

Preuve : Par la proposition 3.15, on a, pour n € Net z =1, s, =n, et, pour n € Net z # 1,

1 — 2" 2" -1
n = = . 3.49
5 1 —=z z—1 ( )

De plus, (tn+1)nen est une sous-suite de u (car N> n+— n+ 1 € N est une extractrice), qui vérifie
VneN, upp1 = 2 Uy . (3.50)

Pour z € R, u est une suite réelle d’apres la définition 3.5 et s est une suite réelle d’apres la définition 3.8.

1. Prenons z € C avec |z| < 1. La suite (|z|")nen est décroissante et positive. Elle converge donc
vers une limite réelle £ > 0 (d’apres les propositions 3.51 et 3.48). Comme (|z|"!),en est une
sous-suite de (|z]™)nen, elle converge aussi vers ¢, par la proposition 3.55. On a

VneN, |[z|"" = |z]-|2|".

Par les opérations sur les limites finies (cf. proposition 3.46), on a donc £ = |z|-£ soit (1—|z|)¢ = 0.
Comme |z| < 1, £ = 0. Comme cette suite (|z|™)nen est la suite |u|, on obtient par (3.34) que limu
existe et vaut 0. Par (3.49) et les opérations sur les limites finies (cf. proposition 3.46), on obtient
lims = (1—2)"1.

2. Soit z € C avec |z] > 1 et 2 ¢ RT. On suppose que ¢ = lim u existe.
ler cas : K= C et £ € C. Comme (Up41)nen €St une sous-suite de u, elle converge aussi vers £,
par la proposition 3.55. Par (3.50) et les opérations sur les limites finies (cf. proposition 3.46), on
obtient £ = z-£ soit (1—2)¢ = 0. Comme z ¢ R*, 2 # 1 d’ott £ = 0. Par ’hypothese et 'implication
(3.35), lim |u| = |¢| = 0. Comme |z| > 1, |u| est minorée par 1. Donc, par passage & la limite dans
les inégalités |u,| > 1, |¢| > 1. Contradiction avec £ = 0. Donc lim v n’existe pas.
Supposons que la limite de s existe dans C. Par (3.49), on a, pour tout n € N,

(z=1)-s, +1 = 2".

Par la proposition 3.46, u aurait une limite qui serait (z — 1)(lims) + 1. Contradiction car u n’a
pas de limite. On a montré que s n’a pas de limite.

2itme cas : K=R,z=z € R " et £ € (RU{—00;+00}). Comme (uy+1)nen est une sous-suite de
u, elle converge aussi vers £, par la proposition 3.55. Si £ = 400 alors, par (3.50) et les opérations
sur les limites infinies (cf. proposition 3.49), on obtient —oco = +o00. Contradiction. Si £ = —c0, on
obtient de méme +o0co = —oo. Contradiction. Donc ¢ € R. Encore par (3.50) et les opérations sur
les limites finies (cf. proposition 3.46), on obtient ¢ = x - £ soit (1 — x)f = 0. Comme z # 1, £ = 0.
Comme |z| > 1, |u| est minorée par 1 done, par argument du cas précédent, on tombe aussi sur
une contradiction. Donc lim u n’existe pas.

Supposons que la limite de s existe dans (R U {—o0; 4+00}). Par (3.49), on a, pour tout n € N,

(x—1)-sp +1 = 2",

Par la proposition 3.49 et le fait que x # 1, u aurait une limite. Contradiction car u n’a pas de
limite. On a montré que s n’a pas de limite.

3. Prenons z = z avec © € R et > 1. Donc u est strictement croissante. Elle admet donc une limite
e (RU{+o00}) qui vérifie £ = supu > u; = x > 1, par la proposition 3.51. Comme (ty,41)neN est
une sous-suite de u, elle converge aussi vers ¢, par la proposition 3.55. Si ¢ était réelle alors, par
(3.50) et les opérations sur les limites (cf. proposition 3.46 ou proposition 3.49), on aurait £ = x - ¢
avec x > 1 et £ # 0, ¢’est-a-dire une contradiction. Donc £ = +o00. Par (3.49) avec z =z > 1 et les
opérations sur les limites infinies (cf. proposition 3.49), on obtient lim s = +oo.
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4. Prenons z = 1. La suite u est alors constante égale & 1 donc converge vers 1 (cf. proposition 3.41).
La suite s est la suite (n),en, qui tend vers +oo, par la proposition 3.44. g

On a vu plus haut qu’une suite réelle convergente est forcément bornée (cf. le 3 de la proposition 3.48).
Mais une suite réelle bornée n’est pas forcément convergente comme le montre le contre-exemple de la
suite ((—1)™)nen, qui est bien bornée mais n’a pas de limite (cf. proposition 3.37). Cependant, une suite
réelle bornée admet toujours une sous-suite convergente, comme le montre le théoreme suivant.

Théoréme 3.59. Théoréme de Bolzano-Weierstrass. De toute suite réelle, infinie, bornée, on peut extraire
une sous-suite convergente. Autrement dit :
Soit D une partie infinie de N et u : D — R une suite réelle bornée. Alors il existe une extractrice
@ : N — D telle que u o ¢ soit convergente.

Pour démontrer ce résultat, on retrouve ici la difficulté signalée dans la remarque 3.3.
Pour préparer la preuve de ce théoréeme, on utilise tout d’abord un procédé de dichotomie pour construire
des suites adjacentes vérifiant les propriétés du lemme suivant.

Lemme 3.60. Soit D une partie infinie de N et u: D — R une suite réelle bornée. Soit a un minorant
de u et b un majorant de u. Il existe deux suites o : N — [a;b] et f: N — [a;b] adjacentes (i.e. « est
croissante, 8 est décroissante, 8 — « est positive et tend vers 0) telles que ag = a, Bo = b et, pour tout
n € N, 'ensemble

{p€D§ upe[an§ﬁn]}

est infini.

Preuve : Voir dans le paragraphe 9.2.3. U

Maintenant, on extrait une sous-suite appropriée vérifiant les conditions du lemme suivant.

Lemme 3.61. Soit D une partie infinie de N et u: D — R une suite réelle bornée. Soit a un minorant
de u et b un magjorant de u. Soit o : N — [a;b] et f: N — [a;b] deuz suites vérifiant les conditions du
lemme 3.60. Il existe une extractrice ¢ : N — D telle que

VneN, ap < ugm) < Bn. (3.51)

Preuve : Voir dans le paragraphe 9.2.3. g

Preuve du théoréeme 3.59 : On prend un minorant a de u et un majorant b de u. On applique successive-
ment les lemmes 3.60 et 3.61. Par le théoréme sur les suites adjacentes (cf. théoréme 3.53), les suites « et
B converge vers une méme limite ¢ € R. D’apres (3.51), le théoréme des gendarmes (cf. proposition 3.48)
montre que u o ¢ admet ¢ pour limite. Puisque ¢ est une extractrice, u o ¢ est bien une sous-suite de la
suite u. d

3.8 Suites de Cauchy.

On donne ici les notions de suite de Cauchy et de complétude. On rappelle que K désigne R ou C.

Définition 3.62. Soit D une partie infinie de N et uw : D — K. On dit que u est une suite de Cauchy
dans K si

Ve>0, INeN; V(myn)eD?, ((m>N)et(n>N)) = |um — uy| < €. (3.52)
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Lorsque D est de la forme [ng; +oo[, pour un ng € N, on peut donner deux formulations équivalentes a
(3.52), formulation qui est utile dans la pratique.

Proposition 3.63. Soit ng € N, D = [ng; +oof et u: D — K. La proposition (3.52) est équivalente a
Ve>0, INeN; VvneD, (n>N) = (VPEN, |uptp — uy| < ¢€)

et a
Ve>0, INeN; V(mp)eDxN, (n>N) = (Junsp — un| < €).

Preuve : Appelons Q; la premiere nouvelle proposition et Qs la seconde nouvelle. On montre successi-
vement (352) — Ql, Ql — Qg et QQ — (352)
(3.52) = Q : On suppose (3.52) vraie. Soit € > 0. D’apres 'hypothese, il existe N € N tel que

V(m;n) € D*, ((m > N)et (n > N)) = |uy — un| < €. (3.53)

Soit n € D avecn > N. Prenons p € N. Onan+p >n > N. Comme D = [ng; +oo[, n +p € D. Donc,
par (3.53) avec m = n + p, on obtient |u,4p — u,| < €. On a montré Q;.
Q1 = Qs : On suppose Q; vraie. Soit € > 0. D’apres ’hypothese, il existe N € N tel que

VneD, (n>N) = (VpeN, |upyp — un| < €). (3.54)

Soit (n;p) € D x N avec n > N. D’apres (3.54), on a |uyp4p — un| < €. On a montré Q.
Qs = (3.52) : On suppose Qo vraie. Soit € > 0. D’apres 'hypothese, il existe N € N tel que

V(n;p) € Dx N, (n > N) = (Jungp — un| < €). (3.55)

Soit (m;m') € D? avec m > N et m’ > N. Si m > m’, on peut écrire m = m’ + p, pour un p € N, et, par
(3.55) avec n = m/, on obtient |ty — Upm/| = [Unyp — Uun| < €. Sim < m/, on peut écrire m’ = m + p, pour
un p € N, et, par (3.55) avec n = m, on obtient |ty — Um| = [Untp — s < €. On a montré (3.52). O

Existe-t-il des suites de Cauchy ? Oui, il y a toutes les suites convergentes comme le montre la :

Proposition 3.64. Soit D une partie infinie de N et u : D — K une suite convergente dans K. Alors u
est une suite de Cauchy dans K.

Preuve : On suppose que ¢ = lim u existe dans K. On montre (3.52). Soit € > 0. Par hypothese, il existe
N € N tel que, pour tout p € D avec p > N, on ait |u, — £] < (¢/2). Soit (m;n) € D? avec m > N et
n > N. Par I'inégalité triangulaire et la propriété précédente, on a

[ty — wn| = ’(um—f)—(un—fﬂ < g — O+ Ju, — €] <

N
[NCN e

On a montré (3.52) donc u est de Cauchy dans K. O

Concernant les suites de Cauchy réelles ou complexes, on a I'important résultat suivant :

Théoréme 3.65. Toute suite de Cauchy dans K est convergente dans K.

L’intérét principal de ce théoreme 3.65 se révele dans la situation suivante : lorsqu’on étudie la limite
d’une suite a valeurs dans K et que 'on veut montrer qu’elle converge, on a besoin, par la nature des
définitions et résultats des paragraphes précédents, de deviner la limite. Ce théoréme 3.65 nous permet
d’éviter cette contrainte car, pour I’appliquer, il suffit de montrer que la suite est de Cauchy, une notion
qui ne fait pas apparaitre la limite de la suite. Une bonne partie de ’étude des séries en L2 s’appuira sur
cet avantage. Dans ce cours, on s’en servira pour justifier une définition de la fonction exponentielle (cf.
paragraphe 9.7).
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Depuis le début du cours, on aurait pu travailler avec K = Q et définir les notions de suite a valeurs
dans Q et de convergence dans Q. Un bon nombre de résultats précédents (mais pas tous) seraient encore
valables dans ce cas. Mais le théoréeme 3.65 est faux pour K = Q. C’est une des raisons pour lesquelles
on travaille dans R ou dans C.

On prépare la preuve du théoreme 3.65 en établissant le lemme suivant.

Lemme 3.66. Soit D une partie infinie de N. Soit u : D — K une suite de Cauchy dans K qui admet
une sous-suite convergeant vers un certain £ € K. Alors u converge aussi vers .

Preuve : Par hypothese, il existe une extractrice ¢ : D' — D, D’ étant une partie infinie de N, telle que
u o ¢ converge vers ¢ (cf. définition 3.31). Cela signifie que 1'on a :

Ve >0, IN'eN; VgeD', (¢=>N = |uyq — 1 <¢€). (3.56)

Comme u est une suite de Cauchy, on a (3.52) c’est-a-dire
Veo >0, INg€N; V(myn)eD?, ((m > No)et(n > Ng)) = |um — un| < €0. (3.57)

On montre que u tend vers ¢ en utilisant (3.28).

Soit € > 0. D’apres (3.56) avec € = €/2, il existe N’ € N tel que, pour tout ¢ € D’ avec ¢ > N’, on ait
[up(q) — £| < €/2. D’apres (3.57) avec g = €/2, il existe N € N tel que, pour (m;n) € D? avec m > N
et n > N, on ait |u,, —u,| < ¢/2. Comme extractrice ¢ tend vers +oo (cf. proposition 3.54), il existe
N; € N tel que, pour tout ¢ € D' avec ¢ > Ny, on ait ¢(q) > N.

Soit n € D avec n > N. Soit p € D' tel que p > max(N’; N1). On a donc |uy,,) — £| < €/2, car p > N', et
@(p) > N, car p > Ni. De plus, comme n > N, on a |uy,(,) —un| < €/2. Donc, par I'inégalité triangulaire,

€ €
|Un - e‘ = |Un — Up(p) + Up(p) — £| < |un — u¢(p)| —+ |u¢(p) - €| < 5 + 5 = €.

On a montré que u tend vers /. O

Preuve du théoreme 3.65 : On commence par le cas K = R. Soit v : D — R une suite de Cauchy. On
vérifie d’abord que u est bornée.

D’apres (3.52), il existe N € N tel que, pour (m;n) € D? avec m > N et n > N, on ait |u, — u,| < 1.
Soit mg € D tel que mg > N. Par I'inégalité triangulaire, on a, pour n € D avec n > N,

lun| = |up — U, + Umo| < Jun — Umo| + |UmU| <1+ |Umo|

Comme DN[0; NJ est inclu dans [0; N], il est un ensemble fini (cf. proposition 1.10). Par la proposition 9.3,
Iensemble {|u,|; p € DN[0; N]} est aussi fini. Par la proposition 1.10, il admet un maximum |u,,|. Soit
M =1+ |tupmy| + |up|. Pour n € D, on a, si n > N, |up| < 14 |um| < M et, sin € DnN[0;N],
lun| < |up,| < M. Donc M majore |u|. Par la proposition 3.27, u est bornée.
On peut donc appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass & u (cf. théoréme 3.59). 1l existe donc ¢ € R
et une sous-suite de u qui converge vers £. D’aprées le lemme 3.66, u converge vers ce /.
On a montré le résultat dans le cas K = R.
On passe au cas K = C. Soit v : D — C une suite de Cauchy. On vérifie que les suites réelles Ru et Su
sont des suites de Cauchy.
Soit € > 0. Comme u est une suite de Cauchy, il existe, d’apres (3.52), un N € N tel que, pour (m;n) € D?
avec m > N et n > N, on ait |u,, — u,| < €. Prenons (m;n) € D? avec m > N et n > N, on a donc,
d’apres (2.7),

|(3‘Eu)m — (§Ru)n| = |§R(um — un)’ < g —un| < €
et

|(Swm — (Su)n| = [Sum — un)| < |Jtm —un| < €,
ce qui montre que Ru et Su sont des suites de Cauchy.
On peut donc appliquer le théoreme 3.65 dans le cas réel, démontré plus haut, aux suites réelles Ru et
Qu. 11 existe donc (x;y) € R? tel que Ru tend vers x et Su tend vers y. Comme u = Ru +i3u, u converge
vers = + iy, par la proposition 3.46. 0
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4 Limites des fonctions d’une variable réelle a valeurs dans R ou C.

L’objectif de cette partie est de construire une notion de limite pour des fonctions réelles a valeurs réelles
ou complexes et d’étudier la notion de continuité qui lui est associée. A la différence des suites, pour
lesquelles seule une limite a 'infini a un intérét, d’autres situations pertinentes apparaissent : limite en
un point du domaine de définition, limite au bord de ce domaine, limite a ’infini.

4.1 Propriétés des fonctions.

Comme pour ’étude des suites, on distingue des propriétés communes aux fonctions réelles et aux fonctions
complexes d’autres propriétés qui sont propres aux fonctions réelles.

4.1.1 Propriétés générales des fonctions.

Avant tout, on précise les fonctions que I'on va étudier. On rappelle que K désigne soit R soit C.

Définition 4.1. Une fonction d’une variable réelle a valeurs dans K est une application f : D — K, ou
D est une partie non vide de R. Lorsque K = R, une telle application est une fonction réelle. Lorsque
K = C, une telle application est une fonction complexe. On note par KP l’ensemble des fonctions de D

dans K.

Attention : La variable des fonctions considérées sera toujours réelle. Les valeurs sont toutes réelles pour
une fonction réelle et toutes complexes pour une fonction complexe.

Soit f : D — K une fonction. Si ’on change ’ensemble de départ ou I’ensemble d’arrivée sans changer
“ce que fait la fonction”, on change tout de méme de fonction. Dans le cas d’une modification de ’ensemble
de départ, on changera le nom de la fonction. Dans le cas d’une modification de I’ensemble d’arrivée, on
conservera souvent le nom de la fonction, ce qui constitue un abus de notation.

Pour que les fonctions soient bien définies, on doit veiller & ce que tout élément de ’ensemble de départ
soit bien envoyé dans l’ensemble d’arrivée.

On s’intéressera aux fonctions dont le domaine de définition est une partie infinie de R et, le plus souvent,
contient un intervalle infini de R.

Donnons quelques exemples de telles fonctions :

fltR—>R f2:R—>(C f3ZR*—>R
r = x r = x r = x

Par abus, on confondra f; et fs. f3 est la restriction a R* de f;. D’autres exemples :

fi: R — R fs: R — R* fo: R — C

x = z2 x = oz x =  x+iz?

La encore, on confondra fy et fs.

Comme pour les suites, on commence par définir des opérations sur l'’ensemble des fonctions & valeurs
dans K qui sont définies sur le méme domaine de définition.

Définition 4.2. Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — K et g: D — K. Soit A € K.

On définit une nouvelle fonction h : D — K en posant, pour tout x € D, h(z) = f(x)+g(z). La fonction
h est la somme des fonctions f et g et est notée h = f 4+ g.

On définit une nouvelle fonction k : D — K en posant, pour tout x € D, k(z) = X+ f(x). La fonction k
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est le produit de la fonction f par le scalaire \ et est notée \f ou X - f.

Pour ¢ € K, la fonction j : D — K, qui d tout © € D associe j(x) = ¢ est appelée la fonction constante
égale a ¢ sur D.

La fonction nulle sur D est la fonction constante égale a 0 sur D.

Une fonction f: D — K est dite constante (sur D) s’il existe ¢ € K tel que, pour tout x € D, f(x) = c.

Attention : pour des raisons de clarté, on note de la méme maniere ’addition dans K et celle dans K7,
alors qu’elles sont différentes.

En considérant f; : R — C, donnée par f;(x) = z2, en plus des fonctions précédentes, on a fg = fo+ifr.

Proposition 4.3. Soit D une partie non vide de R. L’ensemble KP des fonctions définies sur D et a valeurs
dans K, muni de l'addition et de la multiplication par un scalaire définies dans la définition 4.2, est un
K-espace vectoriel.

Preuve : Gréce aux propriétés d’associativité et de commutativité de la loi + dans K (cf. paragraphe 1.1),
on en déduit ces méme propriétés pour la loi + de KP. On voit que la fonction nulle sur D est 1’élement
neutre de la loi + de KP. Toute fonction f € KP admet comme fonction opposée la fonction g : D — K
donnée par, pour z € D, g(x) = —f(x). Comme on a, pour tout (\; ) € K2 et (a;b) € K2,

M)a = A(pa), A+ p)a = da+pa, A(a+bd) = da+ X,1-a = a,
on obtient, pour tout (\;u) € K2 et (f;g) € (KP)?,

M) f = Awf), A+ ) f = A +pf  Af+g) = A +Ag,1-f = [.
On a montré que KP muni des lois de la définition 4.2 est un K-espace vectoriel. O

Remarque 4.4. On peut montrer, en s’inspirant de la preuve de la proposition 3.18, que KP est un
K-espace vectoriel de dimension infinie, si D est un ensemble infini.

Voyons maintenant d’autres opérations et propriétés sur les fonctions.

Définition 4.5. Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — K et g: D — K.

Le produit de f par g est la fonction h : D — K définie par, pour x € D, h(z) = f(x) - g(z). On note h
par fg ou f-g.

Soit Dy une partie non vide de D. La fonction fo: Do — K qui, ¢ © € Dy, associe f(x), est la restriction
de f a Do. On note fo = fip,-

Si Dy est une partie non vide de R et si h : D1 — R est une fonction réelle dont l'image h(D1) est incluse
dans D, alors la composition foh: Dy — K est définie par, pour tout x € Dy, (f o h)(x) = f(h(x)).
Soit |f| : D — R la fonction réelle définie par, pour x € D, (|f|)(z) = |f(x)]. Si K =C, c’est le module
de f et, si K=R, c’est la valeur absolue de f.

Les fonctions réelles Rf : D — R et Sf : D — R définie par, pour x € D, Rf(x) = R(f(z)) et
Sf(x) = S(f(x)), respectivement, sont les parties réelle et imaginaire de la fonction f.

On dit que D est symétrique par rapport ¢ 0 si l'on a Uéquivalence : (x € D) <= (—z € D).

On dit que f est (une fonction) paire si D est symétrique par rapport & 0 et si, pour tout x € D,
f(=2) = f(z).

On dit que f est (une fonction) impaire si D est symétrique par rapport & 0 et si, pour tout x € D,

f(=2) = = f(2).

Dansle cas K =R, on a, pour f: D — R, Rf = f et If = 0. Ces notions de parties réelle et imaginaire
ne sont donc vraiment utiles que dans le cas ou K = C.

Dans le cas o K = C, la fonction module est I’application |-| : C — R qui, & un complexe z, associe son
module |z|. Lorsque f : D — C, le module de f, défini dans la définition 4.5, est en fait la composition
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|- | o f de la fonction module par f.

On a bien str la méme chose dans R, en remplagant la fonction module par sa restriction a R, a savoir
la fonction valeur absolue. Pour une fonction f : D — R, sa valeur absolue est le composition |- |o f de
la fonction valeur absolue avec f.

En reprenant les exemples précédents, fi = R(fs) et f1 = S(fs). On a aussi f4 = f1 - f1 = fZ. On
remarque que fo est impaire, que f5 est paire et que f3 est impaire (R*, le domaine de définition de fs,
est bien symétrique par rapport a 0).

4.1.2 Propriétés propres aux fonctions réelles.

Dans ce paragraphe, on se concentre sur les fonctions réelles (i.e. pour K = R) et on donne des propriétés
reliées a la relation d’ordre sur R.

Définition 4.6. Soit D une partie non vide de R et f : D — R.
On dit que f est croissante si

Y(z;2") € D?, ((x <) = (f(z) < f(ml))> '
On dit que f est strictement croissante si

V(z;2') € D?, ((m <) = (f(z) < f(ac’))) .
On dit que [ est décroissante si

Y(z;2') € D?, ((az <
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On dit que f est strictement décroissante si
Y(z;2') € D?, ((w <) = (f(z) > f(ac’))) .

On dit que f est monotone si elle est croissante ou bien si elle est décroissante.

On dit que f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou bien si elle est strictement
décroissante.

Soit D' une partie de D. On dit que f est croissante (resp. strictement croissante, resp. décroissante,
resp. strictement décroissante, resp. monotone, resp. strictement monotone) sur D’ si la restriction f‘D/
de f a D' est croissante (resp. strictement croissante, resp. décroissante, resp. strictement décroissante,
resp. monotone, resp. strictement monotone).

Donnons quelques exemples. Une fonction constante est croissante et aussi décroissante. Elle n’est ni
strictement croissante ni strictement décroissante. La fonction Id : R — R, qui a x associe x, est
strictement croissante. Elle est aussi croissante. La fonction f : R — R donnée par, pour =z € R,
f(x) = 22 est strictement croissante sur R*. Elle n’est pas croissante (ni strictement croissante) puisque
—2< —let f(—2) =4 > 1= f(—1). Elle n’est pas non plus décroissante (ni strictement décroissante)
puisque 2 > 1 et f(2) =4 > 1= f(1).

Définition 4.7. Soit D une partie non vide de R et f : D — R une fonction réelle. Soit a € R.

On dit que f est majorée par a si a majore 'image f(D) de D par f, c’est-a-dire si, pour tout x € D,
fl@) <a.

On dit que f est majorée s’il existe b € R tel que f soit majorée par b.

On dit que f est minorée par a si a minore l'image f(D) de D par f, c’est-a-dire si, pour tout x € D,
@) > a.

On dit que [ est minorée s’il existe b € R tel que f soit minorée par b.

On dit que f est bornée si f est majorée et f est minorée.
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Lorsqu’une fonction est minorée par 0, on dit qu’elle est positive.
Lorsqu’une fonction est majorée par 0, on dit qu’elle est négative.
La borne supérieure de f, notée sup f est sup f(D), la borne supérieure de l'image f(D) de D par f.
La borne supérieure de f, notée inf f est sup f(D), la borne supérieure de l’image f(D) de D par f.

Comme pour les suites, on donne une caractérisation de la bornitude en utilisant la valeur absolue.

Proposition 4.8. Soit D une partie non vide de R et f : D — R une fonction réelle. On a l’équivalence :

((f est bornée) < (ImeR; VzeD, |f(:c)| < m))

Preuve : On montre successivement les deux implications.

=) : On suppose f bornée. Par la définition 4.7, il existe donc (m_;m,) € R? tel que, pour tout = € D,
m_ < f(zx) < my. Soit m = max(|m—_|;|my|). Onam > |m_| > —m_. On a aussi m > |my| > m,.
Soit z € D. On a f(z) <my <met —f(x) < —m_ < m, donc |f(z)] = max(f(z); —f(z)) < m.

<=) : On suppose vrai le membre de droite de I’équivalence de 1’énoncé. Il existe donc un m € R tel que,
pour tout & € D, |f(z)| < m soit f(x) € I(0;m]. Par la proposition 2.5 avec zo = 0 et = m, on a donc,
pour tout x € D, —m < f(z) < m. Donc f est majorée par m et minorée par —m. Par la définition 4.7,
elle est donc bornée. O

4.2 Limites et continuité de fonction.

On introduit ici la notion de limite pour les fonctions d’une variable réelle a valeurs dans K, avec K = R
ou K = C. On commence par donner une définition générale abstraite. Ensuite, on donne une définition
équivalente mais plus concrete dans les différents cas : limite finie en un point; limite finie & linfini;
limite infinie en un point ; limite infinie a I'infini. On introduit aussi la notion de continuité en un point
du domaine de définition.

4.2.1 Définition générale.

Pour une fonction f d’une variable réelle a valeurs dans K, on souhaite donner un sens précis a ’énoncé :
“La fonction f tend vers une limite en un certain endroit”. La définition choisie devra respecter 'intuition
selon laquelle si f tend vers une limite quelque part, elle ne peut y avoir qu'une limite. Cette définition
doit aussi refléter le comportement de f a I’endroit choisi.

Par exemple, il n’apparait pas pertinent de parler de la limite de la fonction racine carrée /- : Rt — R
en —1, puisque —1 est “loin” du domaine de définition de la fonction. Il s’agit donc de préciser ou ’on va
considérer une limite pour f.

C’est précisément dans ce but que l'on a introduit la notion de point adhérent & une partie de R (cf.
définition 2.8) et qu’on a indiqué quand +oo (resp. —oo) est adhérent & une partie de R (cf. définition 2.12).
On va définir la notion de limite d’une fonction en un a € (RU{—o00; +00}) qui est adhérent & son domaine
de définition.

Quelles sont les limites possibles? Comme pour les suites a valeurs dans K, la limite d’'une fonction
a valeurs dans K sera prise parmi les éléments de K et, dans le cas ou K = R, on permettra a +oo
et a —oo d’étre une telle limite. On utilise la notion de voisinage associée a de telles limites. Voir les
définitions 2.3, 2.7 et 2.11. On renvoie au paragraphe 2.4 pour une compilation des principales propriétés
de ces voisinages.

On utilise aussi la notion de voisinage associée aux endroits ou l'on considere la limite d’une fonction.
Lorsque a € R, voir la définition 2.7. Lorsque a € {—o00; +00}, voir la définition 2.11.

Remarque 4.9. Soit a € (RU {—o0; +00}).
D’aprés la proposition 2.15, on sait que l'intersection de deuz voisinages de a est un voisinage de a et
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qu’une partie contenant un voisinage de a est aussi un voisinage de a. St a appartient a R, tout voisinage
de a contient a.

D’apres la proposition 2.9 et la définition 2.12, a est adhérent a une partie D de R si et seulement si tout
voisinage U de a rencontre D, c’est-a-dire U N'D # (.

Si a est adhérent a une partie D de R et Uy est un voisinage de a, on voit, par la proposition 2.15, que
a est aussi adhérent a Uy N D.

Définition 4.10. Soit D une partie non vide de R, f: D — K et a € (RU {—o00;+00}) qui est adhérent
4 D. Lorsque K = C, on considére un £ € C. Lorsque K =R, on considére un £ € (RU {—o0; +00}). On
dit que { est limite de f en a si

YV eV, 3UEeV,; YeeD, (zelU) = (flr) V). (4.1)

On remarque que la proposition
VeeD, ((zelU) = (f(z)eV)) (4.2)
signifie f(UND) C V.

Si a n’est pas adhérent & D, il existe un voisinage U de a tel que U ND = () et la proposition (4.2) est
vraie quel que soit ¢ et quel que soit V' € V car le membre de gauche de I'implication est toujours faux.
Dans ce cas, tout ¢ serait limite de f en a. Cela ne correspond pas a ce que I'on souhaite pour une limite,
c’est pourquoi on a imposé que a soit adhérent a D.

En revanche, si a est adhérent & D, cela implique que, pour tout voisinage U de a, U N D # (. En
particulier, pour un tel voisinage U de a, on peut toujours trouver un x € D qui vérifie aussi z € U.

Proposition 4.11. Soit D une partie non vide de R, f : D — K et a € (RU{—o0;+00}) qui est adhérent
a D. Lorsque K = C, on considére (¢;¢') € C2. Lorsque K = R, on considére (£;¢') € (RU{—o0; +00})?.
Si (4.1) est vraie et si (4.1), avec £ remplacée par €', est vraie, alors £ ={'.

Preuve : On montre que ¢ = ¢ par Pabsurde. Supposons £ # . D’apres la proposition 2.16, il existe
(A;B) € Vy x Vo tel que AN B = (. Comme £ est limite de f en a, il existe, d’aprés (4.1), Uy € V, tel
que, pour & € Uy ND, on ait f(x) € A. Comme ¢ est limite de f en a, il existe, d’apres (4.1) (avec £
remplacée par '), Us € V, tel que, pour « € Us N D, on ait f(x) € B. Par la remarque 4.9, U; N Us est
un voisinage de a. Comme a est adhérent a D, U; N Uy ND est non vide. Pour x € Uy NUy; € D, on a
donc f(x) € A, car x € Uy ND, et f(z) € B, car x € Us N'D. Donc f(xr) € AN B. Contradiction avec
AN B =1(. On a montré que £ = ¢'. O

Cette proposition permet de parler de “la” limite d’une fonction, lorsqu’elle existe.

Définition 4.12. Soit D une partie non vide de R, f: D — K et a € (RU {—o0;+00}) qui est adhérent
a D. Sl existe £ tel que (4.1) est vraie, on dit que £ est la limite de f en a ou que f tend vers £ en a et
on note

¢ =limf ou ¢ = lim f(x).

T—a

Attention : Il est important de rappeler qu'une fonction peut ne pas avoir de limite en a. La proposition
(4.1) peut étre fausse pour toutes les limites envisageables. On verra des exemples plus loin. C’est pourquoi
on ne parlera de la limite d’une fonction qu’apres avoir démontré (ou supposé) son existence. “Etudier la
limite d’une fonction” signifie donc de déterminer si elle existe et, éventuellement, de la calculer.

Que se passe-t-il lorsque a € D 7 Bien sur, a est adhérent a D. La limite en a peut ne pas exister. Si elle
existe, en revanche, c’est forcément f(a)! C’est ce que 'on montre dans la proposition suivante :
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Proposition 4.13. Soit D une partie non vide de R, f : D — K et a € D. Si la limite de f en a existe
alors elle vaut f(a).

Preuve : Soit ¢ la limite de f en a. Comme a € D, f(a) est défini dans K. Supposons f(a) # £. Alors, par
la proposition 2.16, il existe A € Vy(,) et B € V tels que ANB = (). Par (4.1), il existe un voisinage U de a
tel que f(UND) C B. Comme U est un voisinage de a, il contient a (cf. proposition 2.15). Comme a € D,
a € UND donc f(a) € B. Comme A est un voisinage de f(a), A contient f(a) (cf. proposition 2.15).
Donc f(a) € AN B. Contradiction avec AN B = (). L’hypothese f(a) # ¢ est absurde, donc f(a) = ¢. O

Définition 4.14. Soit D une partie non vide de R, D' une partie de D, f : D — K et a € D.

Si la limite de f en a existe (dans ce cas, c’est f(a)), on dit que la fonction [ est continue en a.

On dit que f est continue sur D' si f est continue en tout point de D', i.e. si, pour tout a € D', f est
continue en a, ou encore si, pour tout a € D/, lignf existe.

On dit que f est continue si elle est continue sur D.

On donne maintenant une caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction. Ce résultat ressemble
a la proposition 3.55 sur le lien entre la nature d’une suite et celle de ses sous-suites.

Proposition 4.15. Soit D une partie non vide de R, f: D — K et a € (RU{—o00;+00}) qui est adhérent
4 D. Lorsque K = C, on considére un £ € C. Lorsque K =R, on considére un £ € (RU {—o0;+00}). On
a Uimplication

(é est limite de f en a) = (pour toute suitew : D — D tendant vers a, la suite fou tend vers é).

Remarque 4.16. Il se trouve que la réciproque de limplication de la proposition 4.15 est vraie. L’équi-
valence obtenue constitue une caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction. Cependant, c’est
surtout limplication de cette proposition 4.15 que l’on utilisera.

Preuve de la proposition 4.15 : Implicitement ci-dessus, D désigne une partie infinie de N.

On suppose que £ est limite de f en a. Soit v : D — D une suite tendant vers a. On montre que la suite
fou:D — K tend vers £ en utilisant (3.23) avec u remplacée par f owu.

Soit V' € V,. Par hypothese, il existe U € V, tel que f(UND) C V (cf. (4.1)). Comme u tend vers a, il
existe N € N tel que U contient tous les termes de u & partir du rang N (cf. (3.23) avec £ remplacée par
a). Pour n € D avec n > N, on a u, € UND et, comme f(UND) CV,on adonc f(u,) € V. On a
montré que £ = lim(f o u). O

Voyons un exemple simple d’application de ce résultat. Considérons la fonction réelle f : R — R définie
par f(z) =1sia >0, f(0) =0et f(x) = —1si 2 < 0. On devine que f n’a pas de limite en 0 car “elle
saute de —1 a 1”. Montrons cela par I’absurde.

On suppose que ¢ = litrlnf existe. Soit u : N* — R définie par u, = 1/n et v = —u. On sait que u
tend vers 0. Il en est de méme pour v d’apres les opérations sur les limites de suite (cf. proposition 3.46).
Dong, par 'implication de la proposition 4.15, lim(f ou) = £ = lim(f ov). Pour n € N* on a (fou)(n) =
flup) =f(1/n)=1,car1/n >0, et (fov)(n) = f(v,) = f(—1/n) = —1, car —1/n < 0. Les suites (fou)
et (f o) sont constantes donc —1 = lim(f o v) et 1 = lim(f o u). Contradiction car —1 # 1. On a bien
montré que f n’a pas de limite en a.

On remarque que cet argument est proche de 'utilisation de sous-suites pour montrer qu’une suite n’a
pas de limite, utilisation que 'on a illustrée dans le paragraphe 3.7.

On sauvegarde ce résultat dans la

Proposition 4.17. L’application f : R — R définie par f(z) =1 six > 0, f(0) =0 et f(z) = —1 si
x < 0, n’a pas de limite en 0.

Selon l'intuition, on s’attend & ce que 1’on ne change pas la limite d’une fonction en a si I'on change la
fonction “loin” de a. C’est ce que démontre la proposition suivante.
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Proposition 4.18. Soit D et D' deux parties non vides de R et a € (R U {—00;400}). On suppose que
a est adhérent a D et qu’il existe un voisinage Uy € V, tel que DN Uy = D' NUy. En particulier, a est
adhérent a D' et DN Uy # 0.

Lorsque K = C, on considére un £ € C. Lorsque K =R, on considére un £ € (RU {—o0; +00}).

Soit f: D — K etg:D — K telles que [ et g coincident sur Uy, i.e. telles que

Ve e (UyND), flz) = g(z).

Soit h la restriction de f a Uy N'D. On a les équivalences
(e = lim f) — (e = lim h) (4.3)

! (e = lim f) — (e = lim g). (4.4)

Preuve : Par la remarque 4.9, a est adhérent a Uy N D.
a). On montre (4.3).
=) : On suppose que ¢ = lim f. On montre que ¢ = lim h en utilisant (4.1) avec f remplacée par

h. Soit V' un voisinage de ¢. Par hypothese, il existe un voisinage U; de a tel que f(U1ND) CV
(cf. (4.1)). Soit U = U; NUy. C’est un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Soit z € U N'D. Comme
UND CUyND, h(z) = f(x). Commex e UND CU;NDet f(U1ND)CV,ona flz) eV
D'ou h(x) = f(x) € V. Onamontreﬁ—hmh
<=) : On suppose que ¢ = hmh On montre que £ = hm f en utilisant (4.1). Soit V' un voisinage
de £. Par hypothese, il ex1ste un voisinage Uy de a tel que UL N (DNUy)) CV (ctf. (4.1) avec f
remplacée par h), puisque D N Uy est le domaine de définition de h. Soit U = Uy N Uy. C’est un
voisinage de a (cf. remarque 4.9). Soit x € U ND. Comme UND C Uy N D, f(x) = h(x). Comme
xeUNDCcUN(DNUy)) et h(UyN(DNUy)) CV,onah(z) € V. Donc f(x) =h(z) € V. On
a montré £ = lim f.

b). On montre (4.4). On note que h est aussi la restriction & D N Uy de g. En appliquant (4.3) puis
(4.3), avec f remplacée par g, on a

(e - hgnf) — (e - lignh) — (z - 1i£ng).
On a bien montré (4.4). O

On peut reformuler la définition 4.10 en utilisant la notions de voisinage dans D d’un point et de voisi-
nage dans D de l'infini, notions introduites dans les définitions 2.10 et 2.14. On rappelle a ce sujet les
proposition 2.15 et remarque 2.17.

Proposition 4.19. Soit D une partie non vide de R, f : D — K et a € (RU{—o0;+00}) qui est adhérent
a D. Lorsque K = C, on considére un £ € C. Lorsque K =R, on considére un ¢ € (RU{—o0;400}). La
proposition (4.1) est équivalente a

VVey, IWeVP;, vzeD, (zeW) = (f(z) €V)) (4.5)

et aussi a

YVev, fHv)evP. (4.6)

Preuve : On montre successivement les implications (4.1) = (4.5) = (4.6) = (4.1).

(4.1) = (4.5) : On suppose (4.1) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe U € V, tel que f(UND) C V.
W = UND est la trace sur D du voisinage U de a donc W € VP. Pour x € D avecx € W, on a f(x) € V
car f(W) C V. On a montré (4.5).

(4.5) = (4.6) : On suppose (4.5) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe W € VP tel que f(W) C V.



Cours d’analyse, 16-06-2023 63

Donc W C f~}(V). Par la propriété 2 de la proposition 2.15 (cf. remarque 2.17), f~%(V) € VP. On a
montré (4.6).

(4.6) => (4.1) : on suppose (4.6) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, f~1(V) € VP. Donc il existe U € V,
tel que f~1(V)=UND.Pourx € Davecx € U,onax € UND = f~1(V) donc f(z) € V. On a montré
(4.1). O

On remarque une similitude entre cette proposition 4.19 et la proposition 3.38 sur les limites de suite.

4.2.2 Limite en un point.

Dans ce paragraphe, on considére le cas ot 'on regarde une limite en un point a € R. On va introduire des
notions de limite a droite, de limite & gauche, et de limite épointée, en a. On donne aussi des formulations
concretes de la définition de ces limites.

Dans le paragraphe 4.2.1, on a vu que la fonction réelle f : R — R définie par f(x) = 1 si z > 0,
f(0)=0et f(z) =—1si z <0, n’avait pas de limite en 0. Cependant, cette fonction est constante égale
& 1 sur ]0; +oo[. On a envie de dire qu’elle tend vers 1 quand x tend vers 0 en restant strictement positif.
A cet effet, on va introduire une notion de limite a droite en 0. C’est ’objet de la définition suivante.

Définition 4.20. Soit D une partie non vide de R, f: D — K et a € R qui est adhérent a D. On pose

Dsy = R\{a}) N D, D} :=]a;+c[ND et D, :=]-o0;a[ND.

a

1. On suppose que a est adhérent a Dy,. Lorsque la restriction fip,, de f a Dzq admet une limite
en a, on dit que cette limite est la limite épointée de f en a et on note

lim f(x) := l;ér(lll f o= liam fiDsa -

T—a

2. On suppose que a est adhérent a D} . Lorsque la restriction f|Dj de f a D} admet une limite en
a, on dit que cette limite est la limite a droite de f en a et on note

llgma f(z) = Iligh (x) = l{lﬁﬂf = h;n fior -

3. On suppose que a est adhérent a D, . Lorsque la restriction le; de f a D, admet une limite en
a, on dit que cette limite est la limite a gauche de f en a et on note

lim f(z) := lim f(z) = l(ilr_nf = li;n fioz -

mz“ r—a~

4. On suppose que a € D et que a est adhérent a D). On dit que f est continue d droite en a si la
limite & droite de f en a existe et vaut f(a), i.e. si

fla) = lir_{lf.

5. On suppose que a € D et que a est adhérent a D, . On dit que f est continue a gauche en a si la
limite ¢ gauche de [ en a existe et vaut f(a), i.e. si

fla) = lim f.

Quelques commentaires s’imposent. Prenons D une partie non vide de R, f : D — K et un réel a
adhérent & D. Tout d’abord, la limite en a d’une restriction de f est définie par la définition (4.10) avec
f remplacée par cette restriction et D remplacé par le domaine de définition de la restriction.
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On remarque que a peut étre adhérent a D sans étre adhérent a D—,. C’est le cas, par exemple, de a = 0
siD=]—2;—-1]U{0}U[1;3].

On remarque que a peut étre adhérent & D, sans étre adhérent & D . Cest le cas, par exemple, de
a=0siD=]—o00;0].

On a déja expliqué au paragraphe 4.2.1 pourquoi on ne considere que la limite en un endroit a qui est
adhérent au domaine de définition de la fonction considérée. Ceci explique I’hypothese d’adhérence dans
tous les points de la définition 4.20.

On note que si a est adhérent & D} (resp. D, ), il est automatiquement adhérent & D, puisque D} C D,
(resp. D, C D,). On note aussi que, si a est adhérent a D,, il est adhérent & D puisque Dy, C D.
Bien siir, si D+, = D, la limite épointée de f en a est la limite tout court de f en a, si cette dernicre
existe. C’est le cas pour la fonction g : R* — R qui & x # 0 associe 1/z% et a = 0. On verra plus loin
liéng est 4-oc0.

On a un phénomene similaire pour la limite & droite si D = D ou pour la limite & gauche si D, = D.
Ces notions de limites sont donc intéressantes dans les autres cas.
Revenons & exemple, considéré plus haut, de la fonction réelle f : R — R définie par f(z) = 1six > 0,
f(0) =0et f(x) = =1 si # < 0. On sait que sa limite n’existe pas mais la fonction fjjo, 10, qui est
constante égale & 1, a 1 pour limite en 0 (comme on le vérifiera plus loin). Il en est de méme de fjj_oc0f
qui tend elle vers —1 en 0. Comme f(0) = 0 ¢ {—1;1}, f n’est ni continue & droite en 0 ni continue &
gauche en 0. Il se trouve que la limite épointée de f en 0 n’existe pas (voir (4.7) ci-dessous).
Proposition 4.21. Soit D une partie non vide de R et f: D — K. Soit a € R un point adhérent a D.

1. Soit D" une partie de D telle que a soit adhérent a D'. Silim f existe alors lim(fip/) existe aussi

a a
et vaut lim f.
a
2. On suppose que a est adhérent a D} et a Dy (il est donc adhérent & Dy,). On a l'équivalence

susvante :
(l;iém f existe) = (lir+n f et i f existent et coi’ncident) . (4.7)
a a a—

Lorsqu’une des propositions précédentes est vraie, on a l;iémf = 1ir+nf = lim f.
a a a—

3. On suppose que a est adhérent 4 D.q et a € D, on a l’équivalence
(lim f em’ste) — (lim f em’ste) . (4.8)
a #a

Lorsqu’une des propositions précédentes est vraie, on a lim f = I;émf.
a a

4. On suppose que a est adhérent a D4, et a € D, on a ’équivalence

(hmf existe) = <17iémf existe et vaut f(a)) . (4.9)

Lorsqu’une des propositions précédentes est vraie, on a lim f = l;iémf = f(a).
a a

Preuve : On remarque tout d’abord que 'on a Dy, = D, U Df, que, sia & D, on a D = D,, et
que, si @ € D, on a D = Dy, U {a}. On pose fo = fip,,, fr= f‘D:r et f7 = le;. On remarque que
(fa)\pg' = fT et (fa)|D; =/
1. Soit £ = lim f. On montre que lim(fp/) = £ en utilisant (4.1) avec f remplacée par fp:.
a a

Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un voisinage U de a tel que f(UND) C V (cf. (4.1)). Pour
x € D" avec x € U, on a, comme D' C D, z € UND donc fip(z) = f(x) € V. On a montré que

li}ln(f\D') =L

2. On montre les deux implications de (4.7) et Paffirmation qui la suit.
=) : On suppose que £ = lim f, existe. On doit vérifier que lim f* = ¢ = lim f .
a a a
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On applique le 1 avec f remplacée par f,, D remplacé par D, et D' remplacé par D, . On obtient
lim f~ existe et vaut .
a

On applique le 1 avec f remplacée par f,, D remplacé par D, et D’ remplacé par D . On obtient
lim T existe et vaut £.
a

On a montré que lim f~ et lim f1 existent et valent £.
a a
<=) : On suppose maintenant que lim f* et lim f~ existent et sont égales. On appelle £ la valeur
a a
commune. On montre que lim f, existe et vaut ¢, en utilisant (4.1) avec f remplacée par f,.
a

Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un voisinage UT de a tel que fT (Ut NDF) C V (cf. (4.1)
pour fT). Par hypothése, il existe aussi un voisinage U~ de a tel que f~ (U~ ND, ) C V (cf. (4.1)
pour f7). Soit U = UTNU~. Cest un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Soit z € D, avec z € U.
Onax#a.Siz>a,z €D} et,comme U CUT, z€U". Commez e (UtNDY), f(z) eV.Si
x<a,r €D, et,comme U CU ,zeU . Commezec (U ND,), f() € V. On a montré que
lign fa=2¢.

3. On suppose a ¢ D donc D = Dy, et f = fip,,. On a donc (4.8) et égalité des limites en cas
d’existence.

4. On prend a € D. On montre les deux implications de (4.9) et 'affirmation qui la suit.
=) : On suppose que hgn f existe. On sait qu’elle vaut f(a) (cf. proposition 4.13). On applique

le 1 avec D’ remplacé par D,. On obtient 17i£mf existe et vaut f(a).
a

<=) : On suppose que lim f, existe et vaut f(a). On doit vérifier que lim f existe et vaut f(a).
a a

On utilise (4.1) avec ¢ remplacée par f(a).

Soit V' € V(). Par hypothese, il existe un voisinage U de a tel que fo(U NDx,) CV (cf. (4.1)).
Soit x € D avec x € U. Si ¢ = a alors f(z) = f(a) € V, car V est un voisinage de f(a) (cf.
proposition 2.15). Si « # a, € Dx,. Comme z € U, x € U N Dy, donc f(z) = fo(z) € V. On a
montré que liénf = f(a). O

Maintenant, on va voir des reformulations équivalentes et plus maniables de la définition 4.10 lorsque
a € R mais en distinguant les cas ou la limite est finie de ceux ou la limite est infinie.

On commence par des reformulations équivalentes dans le cas d’une limite finie en un point. On a toujours
K=RouK=C.

Proposition 4.22. Soit D une partie non vide de R, f: D — K, a € R qui est adhérent a D et { € K.
La proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :

Ve>0, 3FUEV,; YeeD, (zelU) = (f(x) -1 <e¢), (4.10)
Ve>0, 36>0; VeeD, ((z—al <d) = (Iflx) — € <o), (4.11)
YV eV, 36§>0; VeeD, ((lvt—a <¥d) = (f(z) eV)). (4.12)

C’est surtout la proposition (4.11) que I'on utilisera pour montrer, avec la définition, 'existence d’une
telle limite.

Preuve de la proposition 4.22 : On montre successivement les implications (4.1) = (4.10) = (4.11)
= (4.12) = (4.1).

(4.1) = (4.10) : On suppose (4.1) vraie. Soit € > 0. En utilisant I’hypothése avec le voisinage V' := D(¢; €]
si K = C et avec le voisinage V := I(¢;¢] si K = R, il existe U € V, tel que f(UND) C V. Pour x € D
avec x € U,on ax € UND donc f(z) € V, est-a-dire |f(z) — ¢| < e. On a montré (4.10).

(4.10) = (4.11) : On suppose (4.10) vraie. Soit € > 0. Par hypothese, il existe U € V, tel que, pour
xeUND, |f(x)— ¥ < e. Par définition des voisinages réels de a, il existe & > 0 tel que I(a;d[C U. Pour
x € D tel que |z —a| < d,on ax € I(a;d], donc x € U. D’ou |f(z) — £] < e. On a montré (4.11).
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(4.11) = (4.12) : On suppose (4.11) vraie. Soit V' € V,. Par définition des voisinages de ¢, il existe € > 0
tel que D(L;e[C V si K= C et I(4;¢e[C V si K = R. Par hypothese, il existe § > 0 tel que, pour € D
avec | —a| < d, on a |f(x) — | < e. Soit x € D avec |z — a|] < §. Comme |f(x) — €| <€, f(x) € D({;¢[ si
K=Cet f(x) € I(¢;¢] si K=R. Donc f(z) € V. On a montré (4.12).

(4.12) = (4.1) : On suppose (4.12) vraie. Soit V' € V,. Par définition des voisinages de ¢, il existe ¢ > 0
tel que D(L;e[C V si K= C et I(4;¢[C V si K = R. Par hypothese, il existe § > 0 tel que, pour € D
avec |x —a| < d§, on a f(x) € V. Soit U = I(a;0[. C’est un voisinage réel de a. Pour x € U ND, on a
|z —a| < 6 donc f(z) € V. On a montré (4.1). O

Voyons quelques exemples de limites finies en un point. Soit D une partie non vide de R, un point a € R
qui est adhérent a D et ¢ € K. Soit f : D — K la fonction constante égale a ¢ sur D. On s’attend a ce
qu’elle tende vers ¢ en a. Vérifions-le en utilisant (4.11) avec £ remplacée par c.

Soit € > 0. On choisit 6 = 2023. Pour « € D avec |z —a| < d, on a |f(z) —¢| = |c—¢| =0 < e. On a bien
montré que lignf =c.

En particulier, f est continue sur D (cf. définition 4.14).

Voyons un autre exemple. Soit D une partie non vide de R et un point a € R qui est adhérent a D. Soit
Id : D — R lapplication qui & € D associe Id(z) = z. On devine que la limite de Id en a est a.
Mountrons-le en utilisant (4.11) avec ¢ remplacée par a.

Soit € > 0. On choisit § = € > 0. Pour z € D avec |v —a| < ¢, on a |Id(z) — a| = |x — a|] < J et, comme
d =¢, Id(z) — a|] < e. On a bien montré que limId = a.

a
En particulier, la fonction Id est continue sur D (cf. définition 4.14).
Dans la preuve précédente, on aurait pu aussi prendre § = (¢/2), ou § = (¢/3) ou méme n’importe quel
nombre dans ]0; €].
Un exemple similaire est le suivant. Soit b € R et ¢, : R — R définie par ¢,(z) =  — b. Pour a € R, on
devine que t; tend vers a — b en a. Montrons-le en utilisant (4.11) avec ¢ remplacée par a — b.
Soit € > 0. On choisit § = ¢ > 0. Pour z € R avec |z —a| < d,on a [tp(z) — (a—b)| =z —b—(a —b)| =
|z —a| < 0 et, comme § = ¢, |tp(z) — (a — b)| < e. On a bien montré que ligntb = a — b. En particulier, la
fonction ¢, est continue sur R (cf. définition 4.14).
On a montré la

Proposition 4.23. Soit D une partie non vide R et (b;c) € R?. Soit a € R adhérent a D. On considére les
fonctions : Idp : D — R, définie par Idp(z) = x, pour x € D; g. : D — K, définie par g.(x) = ¢, pour
x €Dty : R — R définies par ty(x) = — b, pour x € R.

1. Les fonctions Idp, g. et t, sont continues.

2. En a, Idp admet a pour limite et g. admet ¢ pour limite.

Revenouns a I’exemple de la fonction réelle f : R — R définie par f(z) = 1siz > 0, f(0) =0et f(z) = —1
si z < 0. On sait qu’elle n’a pas de limite en 0 (cf. proposition 4.17). On a affirmé plus haut qu’elle admet
des limites a droite et a gauche en 0 qui sont différentes. Vérifions ce point. Plus précisément, montrons
que 1(i)I+nf= 1et léglf =—1.

Comme fig+- est constante égale a 1 et comme fjg-- est constante égale a —1, on a le résultat cherché
d’apres le cas constant traité plus haut. En utilisant (4.7), on retrouve que 1;1(1)1 f n’existe pas. Par (4.9),

on retrouve aussi que li(I)Il f n’existe pas.
Toujours pour cette fonction f, que se passe-t-il en un point a # 0?7 Si a > 0 alors f coincide avec la

fonction constante égale & 1 sur le voisinage Ja/2; +o0o[ de a. De plus, cette fonction constante & une limite

en a. Donc, par la proposition 4.18, hm f existe et vaut lim 1 = 1. Si maintenant a < 0, on obtient par
z—a

le méme raisonnement que lim f ex1ste et vaut lim(—1) = —1. La fonction f est donc continue en tout
a r—a

point a € R*.
Donnons un exemple de fonction complexe. Soit f : R — C donnée par, pour x € R,

2 4 3ix

f2) = T
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On devine que li(r)n f existe et vaut 2. On le montre en utilisant (4.11).

Tout d’abord, on remarque que, pour x € R, on a

2 + 3ix — 2(14+2?)|  [3iz — 227
1+ 22 1422

If(z) — 2| = < |3ix — 227

car 1 + 22 > 1. De plus, |3ix — 222%| = |z| - |3i — 22| < |2|(3 + 2|z|).

Soit € > 0. On choisit 6 > 0 tel que 55 < € et § < 1. C’est possible puisque 'on peut prendre § =
min(1; (e/5)). Pour z € R avec |z| < §, on a, d’apres le calcul précédent, |f(z) — 2| < |z|(3 + 2|z|) <
§(3+25) <§-5<e. On amontré que lignf = 2.

Comme 0 est dans le domaine de définition de f et que la limite de f en zéro existe, f est continue en O.

On reformule maintenant la définition des limites infinies en un point. On se place donc dans le cas ou
K=R.

Proposition 4.24. Soit D une partie non vide de R, f : D — R, £ € {—o0;+00} et a € R, qui est un
point adhérent a D.
Pour £ = 400, la proposition (4.1) est équivalente auzx propositions suivantes :

VL>0, JU€V,; VYzeD, ((zxelU) = (f(z)> 1)), (4.13)
YL>0, 36>0; VreD, ((z—a <d) = (fx) > L)), (4.14)
VV EVia, 36>0; VzeD, ((lz —al <d) = (f(z) €V)). (4.15)
Pour £ = —oo, la proposition (4.1) est équivalente auz propositions suivantes :
VL>0, JU€EV,; VYzeD, ((zxelU) = (f(z) < -L)), (4.16)
YL>0, 36>0; VreD, ((z-a <d) = (f(x) < -L)), (4.17)
VVEV o, 36>0; VzeD, ((lz—al <) = (f(z) €eV)). (4.18)

C’est surtout les propositions (4.14) et (4.17) que 'on utilisera pour montrer, avec la définition, 'existence
d’une telle limite.

Preuve de la proposition 4.24 : On traite d’abord le cas ou ¢ = +o0.

On montre successivement les implications : (4.1) = (4.13) = (4.14) = (4.15) = (4.1).

(4.1) = (4.13) : On suppose (4.1) vraie (avec £ = +00). Soit L > 0. Pour le voisinage |L; 00| de +00,
il existe, par hypothese, un voisinage réel U de a tel que f(U ND) C]L;+oo[. Pour x € D avec « € U, on
a donc f(z) €]L; +oo] soit f(x) > L. On a montré (4.13).

(4.13) = (4.14) : On suppose (4.13) vraie. Soit L > 0. Par hypothese, il existe un voisinage réel U de a
tel que f(UND) C]L;4o00[. Comme U est un voisinage réel de a, il existe 6 > 0 tel que I(a;d[C U. Pour
x € Davec |z —a| < §, z € I(a;0] donc z € U. Comme x € UND, on a f(x) €]L;+o0] soit f(z) > L.
On a montré (4.14).

(4.14) = (4.15) : On suppose (4.14) vraie. Soit V' € V. Il existe donc L > 0 tel que |L; +oo[C V. Par
hypothese pour ce L, il existe § > 0 tel que, pour = € D avec |x — a| < §, on ait f(x) > L. Soit € D
avec |z —a| < d. On a f(x) > L donc f(z) €]L;+oo[C V soit f(z) € V. On a montré (4.15).

(4.15) = (4.1) : On suppose (4.15) vraie. Soit V € V. Par hypothese, il existe un ¢ > 0 tel que, pour
x € D avec |r —a| < 4, on ait f(z) € V. Soit U = I(a;d[. C’est un voisinage réel de a. Pour = € D avec
zeU,ona|r—a|l<ddonc f(x) € V. On a montré (4.1).

Passons maitenant au cas ot £ = —oco. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.16) =
(4.17) = (4.18) = (4.1).

(4.1) = (4.16) : On suppose (4.1) vraie (avec £ = —o0). Soit L > 0. Pour le voisinage | — co; —L[ de
—00, il existe, par hypothese, un voisinage réel U de a tel que f(U ND) C] — oo; —L[. Pour z € D avec
x € U, on a donc f(z) €] — oo; —L] soit f(z) < —L. On a montré (4.16).
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(4.16) = (4.17) : On suppose (4.16) vraie. Soit L > 0. Par hypothese, il existe un voisinage réel U de a
tel que f(UND) C] — oo;—L[. Comme U est un voisinage réel de a, il existe 6 > 0 tel que I(a;0[C U.
Pour z € D avec |z —a| < §, x € I(a;6] donc ¢ € U. Comme 2z € UND, on a f(z) € — oo; —L][ soit
f(z) < —L. On a montré (4.17).

(4.17) = (4.18) : On suppose (4.17) vraie. Soit V € V_. Il existe donc L > 0 tel que | — oo; —L[C V.
Par hypothese pour ce L, il existe § > 0 tel que, pour x € D avec |z — a|] < §, on ait f(x) < —L. Soit
x €D avec |z —a| < 0. On a f(z) < —L donc f(x) €] — oco; —L[C V soit f(x) € V. On a montré (4.18).
(4.18) = (4.1) : On suppose (4.18) vraie. Soit V' € V_,. Par hypothese, il existe un 6 > 0 tel que, pour
x € D avec |z —a| < 4, on ait f(x) € V. Soit U = I(a;6[. C’est un voisinage réel de a. Pour z € D avec
x€U,onal|r—a|l<ddonc f(z) € V. On a montré (4.1). O

Etudions deux exemples. Considérons la fonction f : R** — R qui & 2 > 0 associe f(z) = 1/z. On
remarque que 0 est bien adhérent & R**. Montrons que 11(1)11 f existe et vaut +o0, en utilisant (4.14).
Soit L > 0. On choisit § = 1/L > 0. Pour z € R™ avec |z| < §, on a 0 < x < 1/L donc f(z) =1/z > L.
On a montré (4.14).

Soit h : R* — R qui = # 0 associe h(z) = 1/x. On devine que h n’a pas de limite en 0 car ses limites a
droite et a gauche existent mais sont différentes. Montrons cela.

La restriction de h & R*N|0; +o00[ est f et li(r)nf = +00. Donc 1(i)r+nh existe et vaut +oo.

Appelons g la restriction de h & R*N] — oo; 0[= R™*. Montrons que li(r)ng existe et vaut —oo, en utilisant

(4.17) avec f remplacée par g.

Soit L > 0. On choisit § = 1/L > 0. Pour € R™* avec |z| < §, on a —1/L <z < 0 donc 1/(—Lz) > 1
et donc g(z) =1/ < —L. On a montré (4.17).

Ainsi l(i)mh existe et vaut —oo # +o00. Donc h n’a pas de limite en 0 par (4.7) (avec f remplacée par h).

4.2.3 Prolongement par continuité.

On reste dans le cas ou K = C ou K = R.

Définition 4.25. Soit D une partie non vide de R et a € (R\ D) qui est adhérent ¢ D. Soit f : D — K
tel que £ = lim f existe dans K. L’application f : DU {a} — K définie par f(z) = f(x), siz € D, et

f(a) = /{, est appelé prolongement par continuité de f en a.

Remarquons que, dans le cadre de cette définition 4.25, le prolongement f de f en a est automatiquement
continue en a. En effet, la limite l;iém [ existe et vaut lim f, puisque (f)p,, = f. De plus, comme
a a

f(a) =(= I?iém f, la limite de f en a existe, par (4.9) avec f remplacée par f. D’apres la définition 4.14,

f est continue en a.

Voyons des exemples et un contre-exemple. Considérons la fonction f : R* — R définie par f(x) = x/|z|.
Peut-on la prolonger par continuité en 0?7 On étudie sa limite en 0. On remarque que la restriction de f &
RT* est constante égale & 1 donc elle tend vers 1 en 0. Donc 1('1)1}1 f existe et vaut 1. Comme la restriction

de f a R™* est constante égale a —1 donc elle tend vers —1 en 0. Donc lim f existe et vaut —1. Comme
-

lir+n f #lim f, f n’a pas de limite en 0. Elle ne peut donc pas étre prolongée par continuité en 0.

0 0-

En revanche, on peut prolonger par continuité en 0 la restriction f* de f & R**. La limite de f* en 0

est en fait la limite a dr01te de f en 0, qui est 1 € R. Donc er admet un prolongement par continuité en
0 qui est la fonction f+ RT — R définie par, pour x > 0, f+( )=1.

On peut aussi prolonger par continuité en 0 la restriction f~ de f a R™*, puisque f~ a pour limite
:\1 € R en 0. Son prolongement par continuité en 0 est la fonction F : R™ — R définie par, pour = > 0,
@) = 1.

Considérons la fonction g : R* — R définie par, pour x # 0, g(z) = z2/x. Pour = # 0, on a g(r) = .
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Comme 1il%x = 0, on a limxz = 0, par le 3 de la proposition 4.21, donc li(r)ng existe et vaut 0. Le
r—r x—0

prolongement par continuité de g en 0 est donc lapplication § : R — R définie par §(z) = g(x) =
2?/x =z, six #0, et §(0) = 0. Donc § = Id.

4.2.4 Limite a Pinfini.

On reprend ici la démarche suivie dans le paragraphe 4.2.2 précédent mais pour a € {—o00; +0c0}. Comme
il n'y a pas lieu d’'introduire des limites a gauche ou a droite dans ce cas, on se concentre sur des
reformulations concretes des limites.

On commence par les limites finies. On a donc K = C ou K = R.

Proposition 4.26. Soit D une partie non vide de R, f : D — K, a € {—o0; +o0} qui est adhérent ¢ D et
leK.
Pour a = 400, la proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :

Ve>0, FUEViwn; VzeD, ((zelU) = (f(x) =1 <e), (4.19)
Ve>0, 3A>0; VzeD, ((z>A4) = (|f(z) -1 <e¢), (4.20)
YV eV, 3A>0; VzeD, ((z>A4) = (f(z) eV)). (4.21)
Pour a = —o0, la proposition (4.1) est équivalente auzx propositions suivantes :
Ve>0, JUEV_»; VzeD, ((zelU) = (fzx) =1 <e), (4.22)
Ve>0, 3A>0; VzeD, ((z<-4) = (|f(x) =1 <e), (4.23)
VYV eV, 3A>0; VzeD, ((z<-4) = (f(z) € V)). (4.24)

C’est surtout les propositions (4.20) et (4.23) que ’on utilisera pour montrer, avec la définition, 'existence

d’une telle limite. Donnons un exemple. Soit f : R™ — R définie par f(z) = 1/x. On devine que sa

limite en +o00 existe et vaut 0. Vérifions-le avec (4.20).

Soit € > 0. On choisit A = 1/e. Pour z € R** avec > A, on a f(z) =1/2 < 1/A = e. On a montré que
lim (1/x)=0.

r—+00

Preuve de la proposition 4.26 : On traite d’abord le cas ou a = +00.

On montre successivement les implications : (4.1) = (4.19) = (4.20) = (4.21) = (4.1).

(4.1) = (4.19) : On suppose (4.1) vraie. Soit € > 0. En utilisant I’hypothése avec le voisinage V' := D(/; €]

si K = C et avec le voisinage V := I({; €[ si K =R, il existe U € Vo, tel que f(UND) C V. Pour z € D

avecx € U,onaxz € UND donc f(x) € V, cest-a-dire |f(z) — £| < e. On a montré (4.19).

(4.19) = (4.20) : On suppose (4.19) vraie. Soit € > 0. Par 'hypothese, il existe un voisinage U de 400

tel que, pour z € U ND, |f(z) — {| < e. Par définition des voisinages de 400, il existe A > 0 tel que

JA; +o0[C U. Pour z € D avec > A, x €]A; +00[C U donc |f(z) — ¢| < e. On a montré (4.20).

(4.20) = (4.21) : On suppose (4.20) vraie. Soit V' € V,. Par définition des voisinages de ¢, il existe € > 0

tel que D(£;e[C V si K = C et I(¢;e[C V si K = R. Par hypothese pour cet ¢, il existe A > 0 tel que,

pour x € D avec x > A, on ait |f(z) —¢| < e. Pour x € D avec x > A, on a donc |f(z) — ¢| < € soit

fx) e DW;e[c VsiK=Cet f(x) € I(f;¢e[C V si K=R. On a montré (4.21).

(4.21) = (4.1) : On suppose (4.21) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour x € D

avec © > A, on ait f(x) € V. Soit U =] A; +oo[. C’est un voisinage de +oo. Pour z € D avec x € U, on a

x> A donc f(r) € V. On a montré (4.1).

Voyons maintenant le cas a = —oo. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.22) =

(4.23) = (4.24) = (4.1).
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(4.1) = (4.22) : On suppose (4.1) vraie. Soit € > 0. En utilisant I’hypothese avec le voisinage V' := D(/; €]
si K = C et avec le voisinage V := I(¢;¢[ si K =R, il existe U € V_, tel que f(UND) C V. Pour z € D
avecx € U,onaxz € UND donc f(z) € V, c’est-a-dire |f(z) — £| < e. On a montré (4.22).

(4.22) = (4.23) : On suppose (4.22) vraie. Soit € > 0. Par 'hypotheése, il existe un voisinage U de —oo
tel que, pour x € UND, |f(xz) — £ < e. Par définition des voisinages de —oo, il existe A > 0 tel que
] —o00; —A[C U. Pour x € D avec x < —A, z €] —o0; —A[C U donc |f(x) — ¢| < e. On a montré (4.23).
(4.23) = (4.24) : On suppose (4.23) vraie. Soit V' € Vy. Par définition des voisinages de ¢, il existe e > 0
tel que D(4;e[C V si K = C et I(¢;e[C V si K = R. Par hypotheése pour cet e, il existe A > 0 tel que,
pour € D avec x < —A, on ait |f(z) — ¢| < e. Pour x € D avec x < —A, on a donc |f(x) — ¢| < € soit
f(z) e DU;elc VsiK=Cet f(x) € I({;e[C V si K=R. On a montré (4.24).

(4.24) = (4.1) : On suppose (4.24) vraie. Soit V € V,. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davec x < —A, on ait f(z) € V. Soit U =] — co; —A[. C’est un voisinage de —oo. Pour x € D avec
xeU,onax < —Adonc f(x) € V. On a montré (4.1). O

On traite les limites infinies. On prend donc K = R.

Proposition 4.27. Soit D une partie non vide de R, f: D — R, a € {—o00;+00} qui est adhérent ¢ D et
l e {—o0;+00}.
Pour a = 400 et £ = 400, la proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :

VL>0, JU€V,w; VzeD, ((xeU) = (f(z) > L)), (4.25)
VL>0, 34>0; VzeD, (>4 = (f(z) > L)), (4.26)
VV EViw, JA>0; VzeD, (> A = (f(z) eV)). (4.27)
Pour a = +0c et £ = —oo, la proposition (4.1) est équivalente auz propositions suivantes :
VL>0, 3U€Vin; VzeD, ((zelU) = (f(z) <-L)), (4.28)
VL>0, 34>0; VzeD, (&> A4A) = (fx) < L)), (4.29)
VVEV o, FA>0; VoeD, ((z>A) = (f(x)eV)). (4.30)
Pour a = —o0 et £ = 400, la proposition (4.1) est équivalente aux propositions suivantes :
VL>0, JU€EV_«; VzeD, (zeU) = (f(x) > L)), (4.31)
VL>0, 3A4>0; VzeD, ((z<-4) = (f(z) > L)), (4.32)
VV EViw, FJA>0; VzeD, ((z<-A4) = (f(z) €V)). (4.33)
Pour a = —oo et £ = —o0, la proposition (4.1) est équivalente auz propositions suivantes :
VL>0, FUEV_; VzeD, ((zeU) = (f(zx) <-L)), (4.34)
VL>0, 3A4>0; VzeD, ((z<-4) = (f(z) < -L)), (4.35)
VVEV o, FA>0; VzeD, ((z<-A) = (f(z) eV)). (4.36)

C’est surtout les propositions (4.26), (4.29), (4.32) et (4.35) que lon utilisera pour montrer, avec la
définition, I'existence d’une telle limite.

Preuve de la proposition 4.27 : On traite successivement les quatres cas.

Premier cas : a = +00 et £ = +00. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.25) =
(4.26) = (4.27) = (4.1).

(4.1) = (4.25) : On suppose (4.1) vraie. Soit L > 0. En utilisant ’hypotheése avec le voisinage | L; +o00|
de +o0, il existe U € Vi tel que f(U ND) C]L;4o0[. Pour € D avec x € U, on a x € U N D donc
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f(z) €]L; +o0], c’est-a-dire f(x) > L. On a montré (4.25).

(4.25) = (4.26) : On suppose (4.25) vraie. Soit L > 0. Par I'hypothese, il existe un voisinage U de
+oo tel que, pour x € UND, f(x) > L. Par définition des voisinages de +o0, il existe A > 0 tel que
JA;+o00[C U. Pour z € D avec > A, x €]A;4+00[C U donc f(z) > L. On a montré (4.26).

(4.26) = (4.27) : On suppose (4.26) vraie. Soit V' € V. Par définition des voisinages de 400, il existe
L > 0 tel que |L; +00[C V. Par hypothese pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour x € D avec x > A, on
ait f(z) > L. Pour z € D avec z > A, on a donc f(z) > L soit f(z) €]L;00[C V. On a montré (4.27).
(4.27) = (4.1) : On suppose (4.27) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davecx > A, onait f(z) € V. Soit U =]A; +o00[. C’est un voisinage de +o00. Pour z € D avec x € U,
on ax > A donc f(z) € V. On a montré (4.1).

Deuxiéme cas : a = +00 et £ = —co. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.28) =
(4.29) = (4.30) = (4.1).

(4.1) = (4.28) : On suppose (4.1) vraie. Soit L > 0. En utilisant I’hypothese avec le voisinage | — oo; — L]
de —o0, il existe U € V4 tel que f(UND) C] — oco; —L[. Pour x € D avec x € U, on a z € UND donc
f(z) €] — o0; —L], c’est-a-dire f(x) < —L. On a montré (4.28).

(4.28) = (4.29) : On suppose (4.28) vraie. Soit L > 0. Par I'hypothese, il existe un voisinage U de
+oo tel que, pour x € UND, f(x) < —L. Par définition des voisinages de +oo0, il existe A > 0 tel que
JA; +oo[C U. Pour & € D avec x > A, x €]A;+oo[C U donc f(r) < —L. On a montré (4.29).

(4.29) = (4.30) : On suppose (4.29) vraie. Soit V' € V_4. Par définition des voisinages de —oo0, il existe
L > 0 tel que | — 0o; —L[C V. Par hypothése pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour z € D avec x > A,
on ait f(z) < —L. Pour z € D avec x > A, on a donc f(x) < —L soit f(z) €] —o0o; —L[C V. On a montré
(4.30).

(4.30) = (4.1) : On suppose (4.30) vraie. Soit V' € V_,. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davecx > A, onait f(z) € V. Soit U =]A; 4+o00[. C’est un voisinage de +o00. Pour x € D avec z € U,
onax > Adonc f(z) € V. On a montré (4.1).

Troisiéme cas : a = —oo et £ = +00. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.31) =
(4.32) = (4.33) = (4.1).

(4.1) = (4.31) : On suppose (4.1) vraie. Soit L > 0. En utilisant ’hypothese avec le voisinage |L; +o00]
de 400, il existe U € V_ tel que f(U ND) C]L;+oo[. Pour z € D avec x € U, on a z € U ND donc
f(x) €]L; +o0], c’est-a-dire f(z) > L. On a montré (4.31).

(4.31) = (4.32) : On suppose (4.31) vraie. Soit L > 0. Par 'hypothese, il existe un voisinage U de
—oo tel que, pour x € UND, f(x) > L. Par définition des voisinages de —oo, il existe A > 0 tel que
] —o00;—A[C U. Pour x € D avec x < —A, x €] — 00; —A[C U donc f(x) > L. On a montré (4.32).
(4.32) = (4.33) : On suppose (4.32) vraie. Soit V' € V. Par définition des voisinages de 400, il existe
L > 0 tel que |L; +o0o[C V. Par hypothese pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour = € D avec x < —A,
on ait f(x) > L. Pour x € D avec z < —A, on a donc f(z) > L soit f(x) €]L;o00[C V. On a montré

(4.33).

(4.33) = (4.1) : On suppose (4.33) vraie. Soit V' € V. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davec x < —A, on ait f(z) € V. Soit U =] — co; —A[. C’est un voisinage de —oo. Pour x € D avec
xeU,onax<—Adonc f(x) € V. On a montré (4.1).

Quatrieme cas : a = —o0 et £ = —oco. On montre successivement les implications : (4.1) = (4.34) =

(4.35) = (4.36) = (4.1).

(4.1) = (4.34) : On suppose (4.1) vraie. Soit L > 0. En utilisant I’hypotheése avec le voisinage | — co; — L]
de —oo, il existe U € V_, tel que f(UND) C] —oo; —L[. Pour x € D avec x € U, on a x € U ND donc
f(z) €] — o0; —L], c’est-a-dire f(x) < —L. On a montré (4.34).

(4.34) = (4.35) : On suppose (4.34) vraie. Soit L > 0. Par 'hypothese, il existe un voisinage U de
—oo tel que, pour x € UND, f(z) < —L. Par définition des voisinages de —oo, il existe A > 0 tel que
] —o0;—A[C U. Pour x € D avec x < —A, z €] — c0o; —A[C U donc f(x) < —L. On a montré (4.35).
(4.35) = (4.36) : On suppose (4.35) vraie. Soit V' € V_,. Par définition des voisinages de —oo, il existe
L > 0 tel que | —oo; —L[C V. Par hypothese pour cet L, il existe A > 0 tel que, pour « € D avec & < —A,
on ait f(x) < —L. Pour € D avec © < —A, on a donc f(xz) < —L soit f(x) €] —oco;—L[C V. On a
montré (4.36).

(4.36) = (4.1) : On suppose (4.36) vraie. Soit V € V_.. Par hypothese, il existe A > 0 tel que, pour
x € Davecx < —A, on ait f(z) € V. Soit U =] — co; —A[. Cest un voisinage de —oo. Pour z € D avec
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xeU,onazx<—Adonc f(x) € V. On a montré (4.1). O

On traite quelques exemples. On reprend la fonction Id : R — R qui & = € R associe Id(z) = z. —oc est

adhérent & R. On devine que la limite lim Id existe et vaut —co. On le montre en utilisant (4.35).
—o0

Soit L > 0. On choisit A =L > 0. Pour € R avec x < —A, on a ¢ < —L. On a montré (4.35) et donc
que ljm Id = —c.

Soit g : R — R définie par g(x) = —22. On devine qu’elle a —cc pour limite en +o0o. On le montre en
utilisant (4.29).

Soit I > 0. On choisit A = v/L > 0. Pour x € Ravecz > A, onax? > A2 donc g(z) = —2% < —A? = —L.
On a montré (4.29).

4.3 Opérations sur les limites de fonctions.

Comme pour les limites de suites, on va voir que des opérations de base sur les fonctions se transmettent
aux limites de fonctions. On commence par des propriétés générales puis on considere séparément les cas
de limites finies et de limites infinies.

4.3.1 Composition.

On se place dans le cas général ou K = C ou K = R. Etant donnée une fonction f:D — K, on peut la
composer & droite par une fonction réelle g : D' — D. Que peut-on dire des limites de f o g & partir de
celles de f et g7

Proposition 4.28. Soit D et D' deux parties non vides de R. Soit g : D' — D et f : D — K. Soit
a € (RU{—o0;+00}) qui est adhérent o D' et tel que ¢ :=limg existe dans RU{—o0;+oo}. Alors ¢’ est
a

adhérent a D. On suppose, de plus, que £ := liem | existe. Alors lim (f o g) existe et vaut ¢, i.e.
’ a

lign(fog) = lim f.

(lim g)

Preuve : Vérifions d’abord que ¢’ est adhérent & D. Soit W € Vy. Comme ¢ est la limite de g en a, il
existe un voisinage U de a tel que g(UND’) C W. Soit € UND’ (qui est non vide car a est adhérent &
D’). On a donc g(x) € W et aussi g(x) € D. Donc (W N D) # (). Ceci étant vrai pour tout voisinage W
de ¢/, ¢ est adhérent a D.

On montre que la limite en a de f o g existe et vaut ¢ en utilisant (4.1) avec f remplacée par f o g.

Soit V' € V. Comme £ est la limite de f en ¢, il existe un voisinage W de ¢ tel que f(WND) C V
(cf. (4.1) avec a remplacé par ¢'). Comme ¢ est la limite de g en a, il existe un voisinage U de a tel
g{UND) CcW (cf. (4.1) avec f remplacée par g et ¢ remplacée par ¢'). Pour x € D' avec z € U, on
ax € UND donc g(x) € W. Comme g est & valeurs dans D, g(x) € D. Donc g(z) € W ND. D’ou
(fog)(z) = f(g9(x)) € V. On a montré que lién(f og)=~4. O

On a vu dans la proposition 4.23 que les translations ¢, (pour b € R) sont continues en tout point de R.
Ceci permet d’obtenir le corollaire suivant pour les limites en un point de R.

Corollaire 4.29. Soit D une partie infinie de R, f: D — K etaeR
On suppose que a est un point adhérent a D et que £ = lim f existe. Alors 0 est un point adhérent au
a

domaine de définition de fot_, et £ est aussi la limite en 0 de cette fonction fot_,, i.e.

lim f(z) = lim f = lign(fot,a) = }llirrb fla+h).

Tr—a
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Réciproqguement, si 0 est un point adhérent au domaine de définition de fot_, et si la limite en 0 de
fot_, existe alors a est un point adhérent a D, la limite en a de f existe et les deux limites sont €gales.

Preuve : On remarque tout d’abord que la restriction de t, & D est bijective de D sur D, := t,(D). De
plus, sa bijection réciproque est la restriction a D, de t_,. On note que f ot_, est définie sur D,.

a). On suppose que a est un point adhérent & D et que £ := lim f existe. Comme ¢, est continue en
a

a, sa limite en a est t,(a) = 0. Il en est de méme de la restriction de ¢, a D, d’apres le 1 de la
proposition 4.21, et 0 est un point adhérent & t,(D) = D,, d’apres la proposition 4.28. Comme t_,
est continue en 0, sa limite en 0 est t_,(0) = a. Il en est de méme de la restriction de t_, & D,,
d’apres le 1 de la proposition 4.21. Par la proposition 4.28 avec g remplacée par la restriction de
t_4 & Dy, a remplacé par 0 et ¢ remplacée par a, la limite en 0 de f ot_, existe et vaut £.

b). On suppose 0 est un point adhérent a D, et que £ := li(rjn(f ot_,) existe. Comme t_, est continue

en 0, sa limite en 0 est t_,(0) = a. Il en est de méme de la restriction de ¢t_, a D,, d’apres le
1 de la proposition 4.21, et a est adhérent & t_,(D,) = D, d’apres la proposition 4.28. Comme
t, est continue en a, sa limite en a est t,(a) = 0. Il en est de méme de la restriction de ¢, a
D, d’apres le 1 de la proposition 4.21. Par la proposition 4.28 avec f remplacée par fot_g,, g
remplacée par t,, et ¢’ remplacée par 0, la limite en a de (f ot_,) o t, existe et vaut £. Comme
(fot_g)oty,=fo(t_goty) = f, on en déduit que la limite en a de f existe et vaut £. O

Concernant la continuité, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.30. Soit D et D' deux parties non vides de R. Soit g : D' — D et f : D — K. On suppose
que g est continue sur une partie D)y, de D', que [ est continue sur une partie Dy de D et que g(D})) C Dy.
Alors f o g est continue sur D).

Preuve : Soit a € Dj. Par ’hypothése sur g, g est continue en a. Comme g(D})) C Dy et a € DY, g(a) € Dy.
De plus lim g = g(a) € R (cf. proposition 4.13). Par ’hypothése sur f, f est continue en g(a). Donc li(r% I
a g(a

existe. Par la proposition 4.28, lim(f o g) existe donc f o g est continue en a. Ceci étant vrai pour tout
a

a € D, f o g est continue sur D). a

4.3.2 Propriétés générales des limites de fonction.

On rappelle que K= C ou K =R.

Remarque 4.31. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o0;+00}) qui est adhérent a D. Soit
f:D—KetleK. Dapres les propositions 4.22 et 4.26, (lim, f = {) est équivalente a

Ve>0, 3U€V,; (zeU) = (f(z) -1 <e). (4.37)

Proposition 4.32. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o00;+00}) qui est adhérent a4 D. Soit
f:D—K,g:D—Ket(\0)eK.

1. Théoréme des gendarmes. On suppose qu’il existe une fonction h : D — R tendant vers 0 en a
et un voisinage U de a tels que

VeeD, (xeU) = (f)—1{ < h(x)). (4.38)

Alors lim f eziste et vaut £.
a
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2. Propriétés du module (ou de la valeur absolue).

(im f = () <= (lim |f — (| = 0). (4.39)
En particulier, quand { =0, on a
(lim f = 0) <= (lim |f] = 0). (4.40)
De plus, on a
(lim f = £) = (lim |f] = [¢]) . (4.41)

3. On suppose que lim f = £ et limg = ¢'. Alors les limites suivantes existent et on a
lim(f+g) = £+¢, lm(\f) = X-¢, lim(fg) = ¢-0.

Si, de plus, £ # 0, alors il existe un voisinage U de a tel que la fonction 1/ f soit définie sur UND
et on a
lim 1 = 1
a f I/
4. On suppose que a € D et que f et g sont continues en a. Alors f + g, Af et fg sont continues en
a. Si, de plus, f(a) # 0, alors il existe un voisinage U de a tel que la fonction 1/ f soit définie sur

UND, et1/f est continue en a.

5. On suppose que [ et g sont continues sur une partie D' de D. Alors f+g, \f et fg sont continues
sur D'. Si, de plus, f ne s’annule pas sur D', alors 1/f est définie et continue sur D’.

Preuve : On adapte les preuves des propositions 3.45 et 3.46.

1. Sous les hypotheses de I’énoncé, on montre que f tend vers £ en a en utilisant (4.37).
Soit € > 0. Comme h tend vers 0 en a, il existe, par (4.37) avec f remplacée par h et £ remplacée
par 0, un voisinage Uy de a tel que, pour x € D avec = € Uy, on ait |h(z)| < e. Soit Uy = U N Uj.
C’est un voisinage de a (cf. proposition 2.15). Pour € D avec x € Uy, on a € U donc, par
(4.38), | f(z) — £] < h(zx) et, comme z € Uy, h(xz) < |h(z)| < e. Donc |f(x) — ¢| < e. On a montré
que f tend vers £ en a.

2. On remarque que, pour tout z € D,
If = l(z) = 0] = [If(z) — € = 0] = |f(z) - 1.

Donc (4.37) est identique & (4.37) pour f remplacée |f — ¢| et £ remplacée par 0. En utilisant la
remarque 4.31 pour f et |f — £|, on obtient 'équivalence (4.39).
Montrons (4.41). On suppose que lim f = ¢. D’aprés ce que l'on vient de démontrer, la fonction

|f — £| tend vers 0 en a. De plus, pour = € D, on a, par (2.6),

If @) =10 < [f(z) — ¢
donc, par le théoreme des gendarmes appliqué a |f| (cf. 1), lim|f| = |[¢|. On a montré (4.41).
a
3. a). On montre que £+ /¢ est limite de f+ g en a, ¢’est-a-dire la proposition (4.37) avec f remplacée

par f + g et £ remplacée par £+ £'.
On remarque tout d’abord que, pour tout x € D,

((f + 9)(@) = (£ + )] = [(f(2) =€) + (9(x) = O)] < [f(z) = €] + |g(z) = ], (4.42)
d’apres I'inégalité triangulaire (cf. (2.5) lorsque K = C et (2.11) lorsque K = R).
Soit € > 0. Comme lim f = /¢, il existe un voisinage U; de a tel que, pour = € D avec x € Uy,
on ait |f(x) — €] < (¢/2). De méme, comme lim g = ¢, il existe un voisinage U, de a tel que,
pour z € D avec x € Uy, on ait |g(x) — ¢'| < (€/2). Soit U = Uy N Us. Clest un voisinage
de a (cf. remarque 4.9). Pour z € D avec z € U, on a |f(z) — 4| < (¢/2), car x € Un, et
lg(z) — €| < (¢/2), car © € Us. Donc, par (4.42), |(f +g)(z) — ({+ )] < 2(¢/2) = €. On a
montré que f + g tend vers £ + ¢ en a.
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b). On montre maintenant que £ - ¢’ est limite de f - g en a, c’est-a-dire la proposition (4.37) avec
f remplacée par fg et £ remplacée par £¢'.
On écrit tout d’abord, pour tout = € D,

(f - 9)x) = (- 0) = fx)-(9(x) =€) + (f(x) = O)- L.

Donc, par l'inégalité triangulaire,

(f - 9)@) = (- O < [f@)]|g(x) = €] + [f(@) — 2 |¢]. (4.43)

Soit € > 0. Soit
' cmin (1 ——S ).
‘ G]”’“““( ’mmmﬂ

Comme lim f = /¢, il existe un voisinage U; de a tel que, pour x € D avec z € Uj, on ait
a
|f(x) — £] < €. De méme, comme lim g = ¢, il existe un voisinage U, de a tel que, pour z € D
a

avec x € Ug, on ait |g(z) — | < €. Soit U = Uy NU;. Cest un voisinage de a (cf. remarque 4.9).
Pour z € Davecx € U,on a |f(x) — 4| < €, car x € Uy, et |g(z) — ¢'| < €, car € Us. Donc,
par (4.43) et le choix de €/,

((f - g)(@) = (C-O) < (€ + )¢+ <-4+ +]]) <e.

On a montré que fg tend vers £¢' en a.
¢). En remplagant la fonction v par la fonction constante égale & A, qui tend en a vers A, dans le
résultat précédent, on obtient im(Af) = AL.
a

d). On suppose maintenant que ¢ # 0. Par la proposition 2.16, il existe un voisinage A de ¢ et un
voisinage B de 0 tels que AN B = (. Comme lim f = ¢, il existe un voisinage Uy de a tel que,

pour z € D avec x € Up, on ait f(x) € A (cf. (4.1)). Comme B contient 0 (cf. proposition 2.15)
et ANB =10, f(x) # 0. Donc la fonction 1/f est bien définie sur Dy := Uy N D. De plus, a est
adhérent & Dy (cf. remarque 4.9). Montrons maintenant que 1/¢ est la limite en a de 1/f en
utilisant la proposition (4.37) avec f remplacée par 1/f et £ remplacée par 1/¢.

Comme B est un voisinage de 0, il existe dy > 0 tel que le disque D(0;dp[C B, si K = C, et
I'intervalle I(0;dp[C B, si K = R. Pour z € Dy, on a f(x) € B, donc f(x) & D(0; 6], si K = C,
et f(x) & I(0;00], si K =R, c’est-a-dire |f(z)| > dg. De plus, pour x € Dy,

I e f(x)
RN CE
done - f@)| _ |f@) — 1
1 1 — x xr) —
@ T F@rd S e (4.44)

Soit € > 0. Soit € €]0; dp - |¢| - €], ce qui est possible car g - |¢] - € > 0. Comme lim f = ¢, il existe
un voisinage U; de a tel que, pour x € D avec z € Uy, on ait |f(z) — €] < €. Soit U = Uy NUs.
C’est un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour € Dy avec z € U, on a x € U; et, d’apres
(4.44),
‘ 1 1 ’ - e <
_— = = — €
flx) ¢ do- | —
On a montré que lim(1/f) = 1/¢.

4. D’apres la définition de la continuité en a (cf. définition 4.14), il suffit d’appliquer le 3 avec £ = f(a)
et ' = g(a).
5. D’apres la définition de la continuité sur D’ (cf. définition 4.14), il suffit d’appliquer le 4. O

On termine ce paragraphe par deux résultats commodes sur les fonctions complexes (K = C). On rappelle
que 'on a défini les parties réelle et imaginaire d’une fonction complexe dans la définition 4.5.
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Proposition 4.33. Soit D une partie non vide de R, a € (RU{—o00; +00}) qui est adhérent a D, f : D — K
et £ € K. On a l’équivalence

imf = £ < ((hgnm(f) = R(0) et (ImS(f) = S(é))).

Preuve : On adapte la preuve de la proposition 3.47.
=) : On suppose que lim f = £. Pour tout € D, on a, d’apres (2.7),
a

((R()(@) =RO)| = [R(f(2) = O] < [f@)—€] et [(S())()=SO)| = [S(f(z) -0 < |f(2)—¢l.
En appliquant deux fois la propriété des gendarmes de la proposition 4.32 avec h = |f — /|, qui tend vers
0 d’apres 'hypothese et (4.39), on en déduit que lim R(f) existe et vaut R(¢) et que lim I(f) existe et
vaut I(£).

<=) : On suppose qu’en a, N(f) tend vers R(¢) et que I(u) tend vers I(¢). Par la proposition 4.32 (avec

f remplacée par S(f) et A = 14), iS(f) tend vers iS({) en a. Par la proposition 4.32 (avec f remplacée
par R(f) et g remplacée par i3(g)), f = R(f) +iS(f) tend vers R(¢) + iS(£) = £ en a. O

Corollaire 4.34. Soit D une partie non vide de R et f: D — K. On a Uéquivalence : f est continue sur
D si et seulement si f est continue sur D.

Preuve : On procede par double implications.
=) : On suppose f continue sur D. Soit a € D. Comme f est continue en a, lim f = f(a) done, par
a

I'implication “==" de la proposition 4.33, im R(f) = R(f)(a) et im I(f) = I(f)(a). Par multiplication,
lm(=S(f)) = —S(f)(a) (cf. proposition 4.32). Done, par l'implication “<=" de la proposition 4.33

appliquée & f, lim f = f(a). Donc f est continue en a. D’olt f est continue sur D.
a

<=) : On suppose f continue sur D. D’apres le cas précédent appliqué a f, f = ? est continue sur D. [J

4.3.3 Propriétés propres aux limites de fonctions réelles.

On reprend le cas ou K = R et on établit, pour les fonctions réelles, un pendant de la proposition 4.32
pour des limites infinies et certaines propriétés liées & la relation d’ordre sur R.

Remarque 4.35. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o0;+00}) qui est adhérent a D. Soit
f: D — R. D’aprés les propositions 4.24 et 4.27, (lim, f = +00) est équivalente a

VL>0, JU€V.; ((@elU) = (f(z) > L)) (4.45)
et (lim, f = —00) est équivalente a
VL>0, JU€EV,; ((zelU) = (f(z) <-L)). (4.46)

On commence par des propriétés liées a la relation d’ordre sur R. On rappelle la convention adoptée pour
les limites de suites : on décide que +o00 est supérieur a tout nombre réel et aussi a —oo; on décide que
—o0 est inférieur a tout nombre réel.

Proposition 4.36. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o0;+00}) qui est adhérent a D. Soit
f:D—R,g:D—R,{e(RU{—00;+00}) et ¥’ € (RU{—00;400}), tels que £ =lim f et £’ =limg.
a a

1. Soit b € R tel que b < L. Alors f est strictement supérieure a b “pres de a”, i.e. il existe un
voisinage U de a tel que, pour tout x € UND, f(x) > b.
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2. Soitb € R tel que b > L. Alors f est strictement inférieure a b “prés de a”, i.e. il existe un voisinage
U de a tel que, pour tout x € UND, f(z) <b.

3. Si ¢ €R alors f est bornée “prés de a”, i.e. il existe (m; M) € R? et un voisinage U de a tels que,
pour tout t e UND, m < f(z) < M.

4. On suppose que f est inférieure a g “prés de a”, i.e. il existe un voisinage U de a tel que, pour
tout £ € UND, f(z) < g(x). Alors £ < {'.

5. On suppose qu’une fonction réelle h : D — R est encadrée par f et g “prés de a”, i.e. il existe un
voisinage U de a tel que, pour tout x € UND, f(x) < h(z) < g(x), et que £ =" € R. Alors limh
a

existe et vaut £ = 1'.

6. On suppose qu’une fonction réelle h : D — R est minorée par f “pres de a”, i.e. il existe un
voisinage U de a tel que, pour tout x € UND, f(z) < h(z), et que £ = 4+00. Alors lim h existe et
a

vaut ¢ = +o00.

7. On suppose qu’une fonction réelle h : D — R est majorée par g “prés de a”, i.e. il existe un
voisinage U de a tel que, pour tout x € UND, h(x) < g(z), et que ¢! = —oco. Alors lim h existe et

a
vaut {' = —o0.

Avant de passer a la preuve de cette proposition, faisons quelques commentaires.

On ne peut appliquer la proposition 4.36 & f (ou & f et g) que si l'on sait déja que f a une limite (ou
que f et g ont une limite) en a.

Gréce a la convention précédente, les propriétés ont bien un sens lorsque une (les) limite(s) est (sont)
infinie(s). De plus, elles sont encore vraies.

La propriété 1 donne, en particulier, que, si f tend vers une limite strictement positive (y compris +00)
en a, alors f est strictement positive pres de a.

La propriété 2 donne, en particulier, que, si f tend vers une limite strictement négative (y compris —oo)
en a, alors f est strictement négative pres de a.

La propriété 4 s’'interpréte comme un passage a la limite x — a dans les inégalités f(x) < g(x), qui sont
vraies pres de a. Si 'on suppose que f(x) < g(x) pres de a, on a seulement £ < ¢/ en général comme le
montre le contre-exemple suivant :

Soit f la fonction nulle sur RT™ et g : R** — R, définie par g(z) = 1/x. On a bien, pour tout z € RT*,
fl@) = 0 < g(z) mais E{.réf =0= Egg (cf. proposition 4.23 et paragraphe 4.2.4). La proposition

(Em f< l+im g) est donc fausse.

On peut reformuler ceci en disant que, quand on passe a la limite x — a dans des inégalités strictes, on
récupere une inégalité large.

On utilise souvent cette propriété 4 lorsque I'une des fonctions est constante. Par exemple, si I’on considere
une fonction réelle positive qui a une limite en a alors sa limite est positive (en appliquant la propriété 4
avec f constante égale a 0).

La propriété 5 est appelée “propriétés des gendarmes” ou “théoreme des gendarmes”. Les fonctions f et g
jouent le role de gendarme. On remarque que, dans le cas ot f = —get £ =¢ =0, on a, pour x € UND,
les équivalences

(f(z) < h(z) <g(2)) == (-g(x) < h(z) < g(z)) = ([h(z)| < g(z)). (4.47)

Ceci explique la terminologie utilisée dans la proposition 4.32.
En raison de leur proximité avec la propriété 5, on peut aussi désigner par “propriétés des gendarmes” ou
“théoreme des gendarmes” les propriétés 6 et 7, méme s’il n'y a qu'un seul “gendarme”.

Voyons un exemple d’application d’un de ces théoremes des gendarmes. Soit f : R — R définie par
f(z) = 22(1 4+ 2%)~1. On étudie l'existence de la limite en 0. On devine que la fonction est continue en 0
donc que sa limite en 0 existe et vaut f(0) = 0. Pour démontrer cela, on peut utiliser des résultats de la
proposition 4.32. On va ici utiliser le théoréme des gendarmes.

Pourz € R,onal+2%>1,donc0< (1+2%)71 <1.D0ou0< f(z) <22 On avu que ilg%)m = 0 donc,



Cours d’analyse, 16-06-2023 78

par le 3 de la proposition 4.32 pour fg avec f =g =1d, on a lin}) z? = 0. Comme on a aussi lir%O =0,
r— r—
on en déduit, par le théoreme des gendarmes (cf. le 5 de la proposition 4.36), que lign f existe et vaut 0.

On remarque que 'on aurait aussi pu utiliser le 1 de la proposition 4.32.

Preuve de la proposition 4.36 :

1. Soit V :=]b; +o00[. C’est un voisinage de ¢ (cf. la preuve de la proposition 3.48). Comme ¢ = lim f,
il existe un voisinage U de a tel que, pour z € U ND, on ait f(z) € V. Donc, pour z € U N D, on
a f(x) € V soit f(z) > b.

2. Soit V :=] — 00; b[. C’est un voisinage de ¢ (cf. la preuve de la proposition 3.48). Comme ¢ = lim f,

a
il existe un voisinage U de a tel que, pour x € U N'D, on ait f(z) € V. Donc, pour € U N D, on
a f(z) € V soit f(z) <b.

3. On suppose £ € R. Soit m = ¢ —1 et M = £+ 1. L’intervalle [m; M| est un voisinage de ¢ car il
contient I(¢;1]. Comme ¢ = lim f, il existe un voisinage U de a tel que, pour z € U N D, on ait
f(z) € [m; M]. Donc, pour z € UND, on a bien m < f(z) < M.

4. On raisonne par 'absurde. Supposons que £ > ¢'. Dans la preuve de la proposition 3.48, on a vu
qu’il existe b € R tel que V :=]b; +00[ est un voisinage de £ et V' :=] — co; b est un voisinage de
¢. Comme ¢ = lim f, il existe un voisinage U; de a tel que, pour € Uy N D, on ait f(z) € V.
Comme ¢ = lim g, il existe un voisinage Us de a tel que, pour z € U N D, on ait g(z) € V’. Soit
Up = UNU; NUs. Clest un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour x € UyND, on a f(x) € V car

x € Uy, glx) € V' car x € Uy, et f(z) < g(x), car x € U. Donc, g(z) < b < f(x) et f(z) < g(x).
Contradiction. Conclusion ¢ < ¢'.

5. Lorsque ¢ = +00, la propriété est une conséquence de 6. Lorsque ¢ = —oo, la propriété est une
conséquence de 7. On traite le cas ou ¢ € R. On montre (4.37) avec f remplacée par h et U
remplacé par U’ (U étant déja défini dans 'hypothese).

Soit € > 0. Comme ¢ = h(lzm f, il existe un voisinage U; de a tel que, pour z € U; N D, on ait

|f(xz) — ¢ < e. Comme ¢ = lim g, il existe un voisinage U, de a tel que, pour z € Uy N D, on ait
a

|g(x) — €| < €. Soit U' = UNU; NUs. Clest un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour z € U' N D,
on a, en utilisant successivement que x € Uy, x € U et & € Uy, que £ — e < f(x) < £+ ¢,
f(z) <h(z) <g(z)et £ —e<g(x) <l+e donc

t—e < f(z) < hz) < glx) < l+e,

c’est-a-dire |h(x) — £] < e. On a montré que h tend vers ¢ en a.

6. On montre (4.45) avec f remplacée par h et U remplacé par U’ (U étant déja défini dans 'hypo-
these).
Soit L > 0. Comme lim f = 400, il existe, par (4.45), un voisinage U de a tel que, pour z € U1ND,
on ait f(z) > L. Soit U’ = UNU;. Cest un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour x € UND, on
a h(z) > f(z), car x € U, et f(x) > L, car x € Uy. Donc h(z) > L. On a montré que lim h existe

a

et vaut +o0.

7. On montre (4.46) avec f remplacée par h et U remplacé par U’ (U étant déja défini dans I’hypo-
these).
Soit L > 0. Comme lim g = —o0, il existe, par (4.45), un voisinage U; de a tel que, pour x € UyND,
on ait g(x) < —L. Soit U’ = U NUj. C’est un voisinage de a (cf. remarque 4.9). Pour z € U N D,
on a h(z) < g(x), car x € U, et g(x) < —L, car x € U;. Donc h(z) < —L. On a montré que limh

a

existe et vaut —oo. O

Maintenant, on revient sur les propriétés du 3 de la proposition 4.32 mais pour des fonctions réelles et
seulement lorsque au moins I'une des limites £ et ' est infinie.
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Proposition 4.37. Soit D une partie non vide de R et a € (RU {—o00;+00}) qui est adhérent ¢ D. Soit
f D—R,g:D—R,INeR, £ {—00;+00} et ¢’ € (RU{—00;+00}), tels que £ =lim f et ¢/ = limg.

Alors,
a).
b).
c).
d).
e).
0.

9)-

h).

dans les cas suivants, les limites suivantes existent et on a :
Sit € R alors im(f +g) =¢;
a

Sit =1 alors lim(f +g)=1¢;

Si A > 0 alors lilrln()\f) =/ et si A <0 alors im(Af) = —£;
Si A =0 alors liin()\f) =0; ’

Si ' > 0 alors lizn(fg) =/l et sil <0 alors li(Iln(fg) =—L;

La fonction 1/f est définie “prés de a” et tend vers 0 en a, i.e. il existe un voisinage U de a tel
que, pour x € UND, f(x) #0 et lim(1/f) = 0.
a

Si h: D — R est une fonction réelle, a valeurs strictement positives “prés de a”, i.e. il existe un
voisinage réel U de a tel que, pour x € UND, h(x) > 0, et qui tend vers 0 en a, alors 1/h est bien
définie “prés de a”, i.e. sur UND, et litlln(l/h) = 4o00.

Si h: D — R est une fonction réelle, a valeurs strictement négatives “prés de a”, i.e. il existe
un voisinage réel U de a tel que, pour x € UND, h(x) <0, et qui tend vers 0 en a, alors 1/h est
bien définie “prés de a”, i.e. sur UND, et 1i£n(1/h) = —00.

Comme dans la proposition 3.49, les cas non considérés sont indéterminés.

Preuve de la proposition 4.37 :

a).

On sépare les cas ou £ = 400 de ceux o £ = —o0.
Cas ¢ = 400 : On montre que lim(f +¢g) = +oo en utilisant la proposition (4.45) avec f remplacée
a

par f + g. Soit L > 0. Soit L’ = max(1; L — ¢ + 1) > 0. Comme lim f = 400, on sait, par cette
méme proposition (4.45), qu’il existe un voisinage U; de a tel que, pour z € U; N D, f(x) > L'
Comme limg = ¢, on sait, par la proposition (4.37) (avec f remplacée par g), qu’il existe un
a

voisinage Uy de a tel que, pour z € Uy ND, £/ — 1 < g(x) < £ + 1. Soit U = Uy N Us. C’est un
voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour z €e UND, on a f(x) > L', carz € Uy, et £/ —1 < g(x) < £/ +1,
car © € Uy. Donc f(z) + g(x) > L' + ¢ —1 > L. On a montré que lim(f + g) = +oo.

Cas ¢ = —o0 : On montre que lim(f +¢) = —oo en utilisant la proposition (4.46) avec f remplacée
par f+g. Soit L > 0. Soit L' = max(1; L+¢ +1) > 0. Comme lim f = —o0, on sait, par cette méme
proposition (4.46), qu’il existe un voisinage U; de a tel que, pour € U1 ND, f(z) < —L'. Comme
lim g = ¢, on sait, par la proposition (4.37) (avec f remplacée par g), qu’il existe un voisinage Us

a

de a tel que, pour x € Us ND, ¢! — 1 < g(z) < '+ 1. Soit U = U; N Us. C’est un voisinage a (cf.
remarque 4.9). Pour x e UND, on a f(z) < —L',carx € Uy, et £' —1 < g(x) < '+ 1, car x € Us.
Donc f(z)+ g(z) < —L'+ ¢ +1 < —L. On a montré que lim(f + g) = —oc.

. On sépare le cas ou £ = ¢/ = +oo du cas ou £ = ¥/ = —o0.

Cas £ =/ = +00 : On montre que lim(f + g) = 4oo en utilisant la proposition (4.45) avec f

remplacée par f + g. Soit L > 0. Comme lim f = +o0, on sait, par la proposition (4.45), qu’il
a
existe un voisinage U; de a tel que, pour x € Uy N D, f(x) > L. Comme lim g = 400, on sait, par
a

le 1 de la proposition 4.36 (avec f remplacée par g), qu’il existe un voisinage Us de a tel que, pour
x € UyND, g(x) > 0. Soit U = Uy NUs. C’est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x € UND,
ona f(x) > L, car x € Uy, et g(x) > 0, car x € Us. Donc f(x)+ g(x) > L+ 0= L. On a montré
que lign(f +g) = +o0.

Cas £ =/ = —o0 : On montre que lim(f + g) = —oo en utilisant la proposition (4.46) avec f
a
remplacée par f + g. Soit L > 0. Comme lim f = —oo, on sait, par la proposition (4.46), qu’il
a
existe un voisinage U de a tel que, pour x € Uy ND, f(x) < —L. Comme lim g = —o0, on sait, on
a

sait, par le 2 de la proposition 4.36 (avec f remplacée par g), qu’il existe un voisinage Us de a tel
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que, pour x € UsND, g(z) < 0. Soit U = Uy NUs. Clest un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour
xeUND,ona f(x) < —L, car x € Uy, et g(z) < 0, car x € Uy. Donc f(x)+g(z) < —L+0= —L.
On a montré que lim(f 4 g) = —oc.

. On distingue quatre cas.

Cas ot A > 0 et £ = 400 : On montre que lim(Af) = 400 en utilisant la proposition (4.45) avec f
a
remplacée par (Af). Soit L > 0. Soit L’ = L/X > 0. Comme lim f = +00, on sait, par la proposi-

tion (4.45), qu’il existe un voisinage U de a tel que, pour x € UND, f(x) > L'. Pour x € U N D,
ona f(x) > L et A >0 donc (\f)(z) = Af(z) > AL’ = L. On a montré que lim(\f) = +oo.

Cas ot A < 0 et £ = 400 : On montre que lim(Af) = —oo en utilisant la proposition (4.46) avec f
a

remplacée par (Af). Soit L > 0. Soit L' = —L/X > 0. Comme lim f = +00, on sait, par la propo-

sition (4.45), qu'il existe un voisinage U de a tel que, pour z € UND, f(z) > L. Pour x € UND,
ona f(x) >L et A <0donc (Af)(z) =Af(z) < AL’ = —L. On a montré que im(Af) = —oo.

Cas ot A > 0 et £ = —oo : On montre que lim(Af) = —oo en utilisant la proposition (4.45) avec
a

f remplacée par (Af). Soit L > 0. Soit L' = L/XA > 0. Comme lim f = —oo, on sait, par la

proposition (4.45), qu’il existe un voisinage U de a tel que, pour x € UND, f(x) < —L'. Pour
xeUND,ona f(z) <=L et A>0donc (Af)(z) =Af(z) < —AL' = —L.
Cas ot A < 0 et £ = —o0 : On montre que lim(Af) = +o0o en utilisant la proposition (4.46) avec

f remplacée par (Af). Soit L > 0. Soit L' = L/(—X) > 0. Comme lim f = —o0, on sait, par la

proposition (4.45), qu’il existe un voisinage U de a tel que, pour x € U N D, f(x) < —L'. Pour
zeUND,ona f(x) < —L' et A <0 donc (Af)(x) =Af(z) >—-AL =L.

. Comme (Au) est constante égale a 0, elle tend vers 0 en a.
. On distingue quatre cas.

Cas ou /' > 0 et £ = +o0 : Comme lim f = +o00, on sait, par la proposition 4.36, qu’il existe un
a

voisinage U; de a tel que f est strictement positive sur U; N D. Comme lim g = ¢, on sait, par la
a

proposition 4.36, qu’il existe un voisinage Us de a tel que g est strictement supérieure & ¢/ /2 > 0 sur
UsND. Soit U = Uy NUs. Cest un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x € UND, on a f(x) > 0, car
x €Uy, et g(x) > /2> 0, car x € Uy. Donc f(x)g(x) > (¢'/2)f(z). Par c), im((¢'/2)f) = +o0.

Par le théoreme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 4.36), lim(fg) = +oc.

Cas o ¥/ <0 et £ =+oo : Comme lim f = +o0, on sait, par la proposition 4.36, qu'il existe un
a

voisinage U; de a tel que f est strictement positive sur U; N D. Comme lim g = ¢, on sait, par la
a

proposition 4.36, qu’il existe un voisinage Uz de a tel que g est strictement inférieure & £'/2 < 0 sur
UsND. Soit U = U1NU;. C'est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour € UND, on a f(z) > 0, car
x €Uy, et g(z) <l'/2<0,car xz € Us. Donc f(x)g(z) < (¢/2)f(z). Par c), lim((¢'/2)f) = —cc.

Par le théoreme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 4.36), lim(fg) = —oc.

Casou ¥ > 0 et £ = —oo : Comme lim f = +o0o, on sait, par la proposition 4.36, qu'il existe un
a
voisinage U; de a tel que f est strictement négative sur U; N'D. Comme lim g = ¢/, on sait, par la
a

proposition 4.36, qu’il existe un voisinage Us de a tel que g est strictement supérieure a ¢/ /2 > 0 sur
UsND. Soit U = Uy NUs. Cest un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x € UND, on a f(x) < 0, car
x €Uy, et g(z) >0 )2 >0, car x € Us. Donc f(x)g(z) < (¢/2)f(z). Par c), lim((¢'/2)f) = —cc.

Par le théoreme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 4.36), lim(fg) = —oc.

Casou V' <0et £ =—00 : Comme lim f = +o00, on sait, par la proposition 4.36, qu’il existe un
a
voisinage U; de a tel que f est strictement négative sur U; N D. Comme limg = ¢, on sait,
a

par la proposition 4.36, qu’il existe un voisinage Us de a tel que g est strictement inférieure a
/2 < 0sur Uy ND. Soit U = U; NUs. Cest un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x € U N D,
ona f(x) <0, car xz € Uy, et g(x) < £/2 <0, car x € Uy. Donc f(z)g(z) > (¢'/2)f(x). Par ¢),
11511((6’/2)f) = +00. Par le théoreme des gendarmes (cf. le 6 de la proposition 4.36), lién(fg) = +00.
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f). On distingue deux cas.
Cas ou £ > 0 : Comme lim f = +00, on sait, par la proposition 4.36, qu’il existe un voisinage Uy
a

de a tel que f est strictement positive sur U; N'D. Donc 1/ f est bien définie sur U; N'D. Montrons
que lim(1/f) = 0 en utilisant la proposition (4.37).
a
Soit € > 0. Comme lim f = 400, il existe, par la proposition (4.45), un voisinage U de a tel que,
a

pour x e UND, f(x) > (1/¢). Pour x e UND, on a f(z) > (1/€) > 0 donc 0 < (1/f(x)) <e. On
a montré que lim(1/f) = 0.

Cas ou £ < 0 : Comme lim f = —oo, on sait, par la proposition 4.36, qu’il existe un voisinage U
a

de a tel que f est strictement négative sur Uy N'D. Donc 1/ f est bien définie sur U; N'D. Montrons
que lim(1/f) = 0 en utilisant la proposition (4.37).
a

Soit € > 0. Comme lim f = —o0, il existe, par la proposition (4.45), un voisinage U de a tel que,
a

pour x € UND, f(z) < —(1/€). Pour € UND, on a f(x) < —(1/€) < 0 donc —e < (1/f(x)) < 0.
On a montré que lilrln(l/f) =0.

g). Soit Uy un voisinage de a sur lequel h est strictement positive. Donc (1/h) est bien définie sur Up.
Montrons que lim(1/h) = 400 en utilisant la proposition (4.45).
a

Soit L > 0. Comme 1/L > 0 et limh = 0, il existe un voisinage U; de a tel que, pour x € Uy N D,

|h(z)| < (1/L). Soit U = Uy NU;. C'est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x € UND, on a
h(x) > 0, car © € Uy, et |h(z)| < (1/L), car x € U;. Donc 0 < h(z) < (1/L). D’ou (1/h(z)) > L.
On a montré que lim(1/h) = +o0.

h). Soit Up un voisinage de a sur lequel h est strictement négative. Donc (1/h) est bien définie sur
Up. Montrons que lim(1/h) = —oo en utilisant la proposition (4.46).

Soit L > 0. Comme 1/L > 0 et limh = 0, il existe un voisinage U; de a tel que, pour x € Uy N D,

|h(z)| < (1/L). Soit U = Uy N U;. C’est un voisinage a (cf. remarque 4.9). Pour x € UND, on a
h(z) <0, car x € Uy, et |h(z)| < (1/L), car z € Uy. Donc 0 < —h(x) < (1/L). Comme L > 0, on
a —Lh(z) <1 et, comme h(z) <0, (1/h(z)) < —L. On a montré que lim(1/h) = —oo. O

On s’intéresse maintenant aux fonctions monotones. On commence par les limites & ’infini.

Proposition 4.38. Soit D une partie non vide de R et a € {—o0;+00} qui est adhérent a D. Soit f : D —
R une fonction monotone. Alors lim f existe. On pose sup f := sup f(D) et inf f = inf f(D).

1. Si f est croissante et a = 400, Emf =sup f.
(oo}

2. Si f est décroissante et a = 400, Emf =inf f.
o0

3. Si f est croissante et a = —oo, lim f = inf f.
—0o0
4. Si f est décroissante et a = —oo, lim f = sup f.
— 00
Preuve :

1. On suppose [ croissante et a = +oc.
a). Cas ou sup f(D) = +o0o0. On montre que Emf = 400 en utilisant (4.26).
o0

Soit L > 0. Comme sup f(D) = +o0, L n’est pas un majorant de f(D). Il existe donc zy € D
tel que f(xo) > L. Comme +oco est adhérent a D, il existe A €]1 + |x¢|; +oo[ND. On a A > 0.
Pour 2 € D avec © > A, on a, puisque f est croissante et A > xq, f(z) > f(A) > f(xo) > L.
On a montré Emf = +o00.

b). Cas ou sup f(D) = ¢ € R. On montre que 1+im f =€ en utilisant (4.20).

Soit € > 0. Comme sup f(D) = ¢, £ — e n’est pas un majorant de f(D). Il existe donc zy € D tel
que f(zg) > ¢ —e. Comme +oo est adhérent & D, il existe A €]1 + |zg|; +o0o[ND. On a A > 0.
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Pour z € D avec x > A, on a, puisque f est croissante et A > xg, ( )
Comme ¢ majore f(D ),onaaus51 f(z) <l Doncl—e< f(z)<(.D
montré Em f=¢

oo

> f(A) = fzo) > L—e.
ou |f(z) — ¢ <e On a

2. On suppose f décroissante et a = 400.

a).

Cas ou inf f(D) = —oo. On montre que Emf = —oo en utilisant (4.29).

Soit L > 0. Comme inf f(D) = —oo, —L n’est pas un minorant de f(D). Il existe donc xg € D
tel que f(z9) < —L. Comme +oo est adhérent & D, il existe A €]1+ |zg]; +00[ND. Ona A > 0.
Pour 2 € D avec z > A, on a, puisque f est décroissante et A > g, f(x) < f(A4) < f(xo) < —L.
On a montré Emf = —00.

. Cas ou inf f(D) = £ € R. On montre que 1+im f = £ en utilisant (4.20).

Soit € > 0. Comme inf f(D) = ¢, £+ € n’est pas un minorant de f(D). Il existe donc xg € D tel
que f(zo) < £+e. Comme 400 est adhérent & D, il existe A €]1+]|x¢|; +00[ND. Ona A > 0. Pour
x € D avec x > A, on a, puisque f est décroissante et A > xg, f(z) < f(A4) < f(xo) <l +e.
Comme ¢ minore f(D), on a aussi f(z) > £. Donc £+ € > f(z) > £. D’ou |f(z) —¢| <e. On a
montré &g.} f=¢

3. On suppose f croissante et a = —o0.

a).

Cas ot inf f(D) = —oc. On montre que lim f = —oc en utilisant (4.35).

Soit L > 0. Comme inf f(D) = —oo, —L n’est pas un minorant de f(D). Il existe donc zg € D
tel que f(z9) < —L. Comme —oo est adhérent a D, il existe A’ €] — 0o; —1 — |xo|[ND. On
aAd:=—-A>0et A < —|xg| < x¢. Pour x € D avec v < —A = A’, on a, puisque [ est
croissante, f(x) < f(A’) < f(zo) < —L. On a montré lir£f = —00.

. Cas ou inf f(D) = £ € R. On montre que lim f = ¢ en utilisant (4.23).

Soit € > 0. Comme inf f(D) = ¢, £ + € n’est pas un minorant de f(D). Il existe donc xy € D
tel que f(xo) < €+ e. Comme —oo est adhérent & D, il existe A’ €] — co; —1 — |z¢|[ND. On
aAd:=-A>0et A < —|xg| < x¢. Pour x € D avec x < —A = A’ on a, puisque [ est
croissante, f(z) < f(A") < f(zp) < £+ e. Comme ¢ minore f(D), on a aussi f(z) > £. Donc
l+e> f(xz) > L. Dou |f(x) — £ < e. On a montré ligéf =/.

4. On suppose f décroissante et a = —oo.

a).

Cas ou sup f(D) = +oo. On montre que lim f = +oo en utilisant (4.32).

Soit L > 0. Comme sup f(D) = +o0, L n’est pas un majorant de f(D). Il existe donc zy € D
tel que f(zp) > L. Comme —oo est adhérent & D, il existe A’ €] — 0o;—1 — |zo|[ND. On a
A:i=—-A >0et A < —|zg] < x0. Pour z € D avec x < —A = A’ on a, puisque [ est
décroissante, f(x) > f(A’) > f(xg) > L. On a montré lilcrgf = +00.

. Cas ot sup f(D) = £ € R. On montre que lim f = £ en utilisant (4.23).

Soit € > 0. Comme sup f(D) = ¢, £ — e n’est pas un majorant de f(D). Il existe donc zg € D
tel que f(xzo) > ¢ —e. Comme —oo est adhérent & D, il existe A’ €] — o0; —1 — |zo|[ND. On

aAd:=—-A>0et A < —|zg| < x0. Pour € D avec x < —A = A’, on a, puisque f est
décroissante, f(x) > f(A’) > f(xg) > £ — e. Comme ¢ majore f(D), on a aussi f(x) < £. Donc
l—e< f(x) <L Dot |f(z) — 4] <e Ona montré lim f = £. O

Donnons un exemple simple d’application. La fonction Id : R — R, définie par Id(x) = z, est strictement
croissante et Id(R) = R. Donc, par la proposition 4.38, on a hrf Id(z) = supR = +o0.
Tr—r 400

Passons maintenant aux limites en un point de R de fonctions monotones.

Proposition 4.39. Soit D une partie non vide de R et a € R qui est adhérent a D. Soit f : D — R une
fonction monotone.

1. Sia est adhérent o D, =] — 0o0;a[ND alors lim f existe et vaut sup f(D, ), si f est croissante, et
pres

inf f(D,), si f est décroissante.
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2. Si a est adhérent a D} =|a;+oo[ND alors lir+nf existe et vaut inf f(D)), si f est croissante, et
a

sup f(D[), si f est décroissante.

Attention : Il se peut que, pour f : D — R monotone, lim f n’existe pas, méme si a € D. Reprenons
a

Pexemple de la fonction réelle f : R — R définie par f(z) =1siz >0, f(0) =0et f(z) =—-1siz <0.
f est croissante et définie en 0 mais on a vu que lign f n’existe pas.

Preuve de la proposition 4.39 :

1. On suppose que a est adhérent a D, et f croissante.
a). Cas ou sup f(D, ) = +oo. On montre que lim f = +o0o en utilisant (4.14) avec f remplacée
pres

par f|D;.
Soit L > 0. Comme sup f(D,) = +oo, il existe zg € D, tel que f(xg) > L. On choisit
0 €]0;a — xg]. Pour z € D avec |xr —a| < d,on a x> a— 08 > xg et, comme [ est croissante,
on a f(x) > f(xg) > L. On a montré que lim f = +oo0.
e

b). Cas ot sup f(D, ) = £ € R. On montre que lim f = £ en utilisant (4.11) avec f remplacée par
To;
Soit € > 0. Comme sup f(D,) = ¢, £ — e n’est pas un majorant de f(D, ). Il existe donc
xo € D, tel que f(zg) > ¢ — €. On choisit 6 €]0;a — z¢]. Pour « € D, avec |x —a| < J, on a
x >a—9 > xp et, comme f est croissante, on a f(z) > f(xg) > ¢ —e. Comme ¢ majore f(D, ),
on a aussi f(x) < /£ D'ou |f(z) — £| < e. On a montré que lim f = .

2. On suppose que a est adhérent & D, et f décroissante.

a). Cas ou inf f(D, ) = —oco. On montre que lim f = —oco en utilisant (4.17) avec f remplacée par
e
Fioz-
Soit L > 0. Comme inf f(D,) = —oo, il existe xg € D, tel que f(zg) < —L. On choisit

0 €]0;a — xg]. Pour z € D avec |t —a| < d§,onax >a—3§ > xg et, comme f est décroissante,
on a f(z) < f(zg) < —L. On a montré que lim f = —oo.

b). Cas ot inf f(D, ) = £ € R. On montre que lim f = £ en utilisant (4.11) avec f remplacée par
Tio; -
Soit € > 0. Comme inf f(D, ) = ¢, {+¢€ n’est pas un minorant de f(D, ). Il existe donc zg € D
tel que f(zo) < £+€. On choisit § €]0; a—xg]. Pour z € D, avec |[t—a| < d,onaxz >a—05 > xg

et, comme f est décroissante, on a f(z) < f(xp) < £+ e. Comme £ minore f(D, ), on a aussi
f(z) > L. Dot [f(x) — €] < e. On a montré que lim f = £.

3. On suppose que a est adhérent & D} et f croissante.

a). Cas ou inf f(DJ) = —oco. On montre que lirglf = —oo en utilisant (4.17) avec f remplacée par
fiot-
Soit L > 0. Comme inf f(D}) = —o0, il existe zg € D} tel que f(zg) < —L. On choisit

d €]0;z9 — a]. Pour x € D} avec [z —a| < §, onax < a+d < xg et, comme [ est croissante,
on a f(x) < f(zg) < —L. On a montré que lir+nf = —00.
a
b). Cas ou inf f(D}) = ¢ € R. On montre que lir+nf =/ en utilisant (4.11) avec f remplacée par
a
fioz-
Soit € > 0. Comme inf f(D}) = ¢, £+ € n’est pas un minorant de f(D}). Il existe donc x¢ € D}
tel que f(zg) < £+e. On choisit § €]0; x9—al. Pour z € D} avec [x—a| < d,onaz < a+d < zg

et, comme f est croissante, on a f(z) < f(xg) < £+ e. Comme ¢ minore f(D}), on a aussi
f(z) > ¢. Dot |f(z) — ] < e. On a montré que liI_Pf =/

4. On suppose que a est adhérent & D} et f décroissante.
a). Cas ou sup f(D}) = +oo. On montre que lir+nf = 400 en utilisant (4.14) avec f remplacée
a

par fIDI'
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Soit L > 0. Comme sup f(D}) = +oo, il existe 29 € D} tel que f(xg) > L. On choisit
d €]0; 20 —a]. Pour x € D avec |z —a| < d,onax < a+d <z et, comme f est décroissante,
on a f(x) > f(xo) > L. On a montré que lirPf = +o0.

a

b). Cas ou sup f(D}) = ¢ € R. On montre que liglf = { en utilisant (4.11) avec f remplacée par

Fioz-

Soit € > 0. Comme sup f(D}) = ¢, £ — € n’est pas un majorant de f(D;). Il existe donc

zo € D tel que f(zg) > ¢ — €. On choisit § €]0;z¢ — a]. Pour z € D} avec |z — a| < §, on

ar <a+d < xget, comme f est décroissante, on a f(z) > f(xg) > ¢ — e. Comme ¢ majore

f(DF), on a aussi f(x) < £. Dot |f(z) — | < e. On a montré que lim f = £. O
a

4.4 Limite de suite et limite a ’infini de fonction.

Il se trouve que ’on peut voir les suites infinies étudiées au chapitre 3 comme des fonctions particulieres.
Ainsi on peut déduire les propriétés des limites de suites, vues dans le chapitre 3, de celles des limites en
400 des fonctions. On explique ici ce point.

Soit D une partie infinie de N. On note tout d’abord que +o0o est adhérent a D dans le sens de la
définition 2.12. Vérifions cela.

Soit V' un voisinage réel de +oo. Par définition, il existe A € R tel que |A; +oo[C V. Par la propriété
d’Archimede (cf. (1.4)), il existe N € N tel que N > |A| + 1. Comme D est infinie, il existe d € D tel que
d > N, par la proposition 1.10. Donc d > N > |A| > A soit d €]A; +oo[. Comme |A;+oo[C V,d €V et
DNV est non vide.

Soit K =R ou K = C. Soit v : D — K une suite infinie. C’est aussi une fonction de domaine de définition
D c R. Comme +o00 est adhérent a D, on peut donc étudier la limite de la fonction u en +o00. On va
montrer que la suite v admet une limite si et seulement si la fonction u admet une limite en +o00 et que,
dans ce cas, les deux limites coincident.

Lorsque K = C, on considére un ¢ € C et, lorsque K = R, on considére un ¢ € (R U {—o0; +00}). On
rappelle que la suite u tend vers £ si la proposition (3.23), donnée par

VYV eV,, INeN; VneD, ((n>N) = (u, €V)), (4.48)
est vraie. On rappelle que la fonction u tend vers ¢ en +oo si la proposition (4.1), donnée par
VYV eV, FUEVin; VzeD, ((xeU) = (ulx)eV)), (4.49)

est vraie. Pour réaliser notre objectif, il nous suffit de vérifier que les propositions (4.48) et (4.49) sont
équivalentes. Vérifions cela.

Si la suite u n’a pas de limite alors, pour tout £ possible, la proposition (4.48) est fausse et, par I’équiva-
lence, la proposition (4.49) est aussi fausse, donc la fonction u n’a pas de limite en +o0.

De méme, si la fonction u n’a pas de limite en 400 alors, pour tout £ possible, la proposition (4.49) est
fausse et, par ’équivalence, la proposition (4.48) est aussi fausse, donc la suite u n’a pas de limite.

Si maintenant la suite u admet un certain ¢ pour limite alors, pour cet ¢, la proposition (4.48) est vraie
et, par I’équivalence, la proposition (4.49) est aussi vraie, donc la fonction u admet £ pour limite en +oo.
Les deux limites sont bien égales.

De méme, si la fonction w admet un certain £ pour limite en +oo alors, pour cet ¢, la proposition (4.49)
est vraie et, par I’équivalence, la proposition (4.48) est aussi vraie, donc la suite u tend vers £. Les deux
limites sont bien égales.

I1 nous reste donc & montrer la

Proposition 4.40. Dans le cadre précédent, les propositions (4.48) et (4.49) sont équivalentes.
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Preuve : On montre successivement ((4.48) = (4.49)) et ((4.49) = (4.48)).

(4.48) = (4.49) : On suppose (4.48) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un N € N tel que V
contienne tous les termes de la suite u & partir du rang N. Soit U := [N; +o00[. C’est un voisinage de +oc.
Soit z€ DNU.Onax € Detx>N,doncu(z) € V. On amontré (4.49).

(4.49) = (4.48) : On suppose (4.49) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un voisinage U de 400
tel que u(D NU) C V. Par définition des voisinages de +00, il existe A € R tel que |A; +oo[C U. Par la
propriété d’Archimede (cf. (1.4)), il existe N € N tel que N > |A| + 1. Soit n € D avec n > N. On a
n> N >|A| > Adonc n €]A;+oo[C U. Comme n € DNU, on a u, = u(n) € V. On a montré (4.48). O

Du fait de cette équivalence, un bon nombre de résultats sur les limites de suites sont en fait des cas
particuliers de résultats sur les limites de fonctions. Dans de nombreux cas, on remarque que la preuve du
résultat sur les suites est une simple adaptation de la preuve du résultat correspondant sur les fonctions.

On termine cette partie en donnant une liste de propriétés sur les limites de suites qui se déduisent de
propriétés sur les limites de fonctions.

La proposition 3.35 est une conséquence des propostions 4.11 et 4.18.
La proposition 3.40 est une conséquence de la proposition 4.26.
La proposition 3.43 est une conséquence de la proposition 4.27.
La proposition 3.45 est une conséquence de la proposition 4.32.
La proposition 3.46 est une conséquence de la proposition 4.32.
La proposition 3.47 est une conséquence de la proposition 4.33.
La proposition 3.48 est une conséquence de la proposition 4.36.
La proposition 3.49 est une conséquence de la proposition 4.37.
La proposition 3.51 est une conséquence de la proposition 4.38.

5 Continuité sur un intervalle de fonctions réelles.

Dans cette partie, on va s’intéresser aux fonctions réelles continues sur un intervalle. On établit d’abord
le théoreme des valeurs intermédiaires. On montre ensuite la bornitude des fonctions continues sur un
segment. Enfin, on s’intéresse a la notion de continuité uniforme qui est importante pour définir 'intégrale
de Riemann des fonctions continues.

5.1 Théoréme des valeurs intermédiaires.

On rappelle que la notion de continuité sur un intervalle a été définie dans la définition 4.14. On montre
ici le théoreme des valeurs intermédiaires qui dit essentiellement que 'image par une fonction continue
d’un intervalle n’a pas de “trou”.

Théoréme 5.1. Théoréme des valeurs intermédiaires. Soit D une partie non vide de R, I un intervalle non
vide inclu dans D et f : D — R une fonction réelle qui est continue sur I. Alors, pour tout (a;b) € I?,
pour tout réel £ compris entre f(a) et f(b), il existe x € I compris entre a et b tel que £ = f(x).

Preuve : Soit (a;b) € I? et £ compris entre f(a) et f(b).

Si £ = f(a) (resp. £ = f(b)), x = a (resp. © = b) convient.

Si f(a) = f(b), £ = f(a) donc x = a convient.

Si a =b, on a encore f(a) = f(b) donc £ = f(a) et £ = a convient encore.

On suppose désormais que a # b, f(a) # f(b), £ # f(a) et £ # f(b). On traite séparément les trois cas
suivants : (a < b et f(a) > f(b)); (a <bet f(a) < f(b)); a>b.
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a). Cas o a < bet f(a) > f(b). Soit £ €]f(b); f(a)]. Soit
A= {zelab]; flz)>1}.

A est non vide car a € A, par hypothése. On a A C [a;b] C I. Soit s = sup A. Comme A est

majorée par b, s < b. Comme a € A, a < s. Donc s € [a;b] C I. Par la proposition 3.50, il

existe une suite (s, )neny € A telle que s = lim s,,. Comme f est continue sur I, elle est continue
n

en s donc, par la proposition 4.15, lim f(s,) existe et vaut f(s). Pour tout n € N, s,, € A donc
n

f(sn) > €. Par passage & la limite n — +oo dans ces inégalités (cf. proposition 3.48), on obtient
f(s) > 2.

Supposons f(s) > £. On a forcément s # b car f(b) < £ et, comme s < b, on a en fait s < b.
Comme ;13}9 f(x) = f(s), on a, pour € = (f(s) — ¢) > 0, 'existence d'un 6 > 0 tel que, pour tout
x € D avec |x — s| < 4, on ait |f(z) — f(s)] < e (cf. (4.11)). Soit zg = s+ (1/2) min(b — s;0) > s.
On a |zg — s| < d et xg €]s;b] C [a;0] C I C D. Donc xg € D. On a donc |f(xg) — f(s)| < € soit,
en particulier, f(xzg) > f(s) —e = £. Comme z( € [a;b], on a donc zg € A. Par définition de s,
s > xg. Contradiction avec xg = s+ (1/2) min(b — s;9) > s.

L’hypothése f(s) > £ est donc fausse. On a donc f(s) < £. Comme f(s) > £, on obtient f(s) = ¢
avec s € [a; b].

b). Cas ol a < b et f(a) < f(b). Soit £ €]f(a); f(b)[. On consideére la fonction ¢ = —f, qui est
définie sur D. Comme f est continue sur I, g est continue sur I par la proposition 4.32. De plus,
g(a) = —f(a) > —f(b) = g(b). D’apres le a) appliqué a g, tout réel ¢ compris entre g(a) et g(b)
est 'image par g d’un certain 2’ € [a;b]. Comme —¢ €] — f(b); —f(a)[=]g(b); g(a)], il existe donc
un z € [a;b] tel que g(x) = —£. Do f(z) = —g(z) = 4.

c). Cas ol a > b. Soit £ strictement compris entre f(a) et f(b). On considere h : [—b; —a] — R définie
par h(z) = f(—x). On sait que Papplication Id est continue sur R done, par la proposition 4.32,
il en est de méme de —Id. Comme —Id envoie [—b; —a] sur [a;b], ou f est continue, on a, par
composition, la continuité de h (cf. corollaire 4.30). De plus, £ est compris entre f(a) = h(—a) et
f(b) = h(=0). On applique & h avec (a;b) remplacé par (—b; —a) le a) si h(—b) > h(—a) ou le b) si
h(—b) < h(—a). 1l existe donc y compris entre —b et —a tel que h(y) = £. D’ou £ = h(y) = f(—y)
avec —y compris entre a et b. 0

Une application classique de ce résultat est la suivante. Si un fonction continue sur un intervalle prend
une valeur positive et une valeur négative sur cet intervalle, alors elle s’annule sur cet intervalle. Il suffit
d’appliquer le théoreme 5.1 avec f(a) une valeur positive et f(b) une valeur négative.

Voyons maintenant une conséquence importante du théoreme 5.1. L’image par une fonction continue d’un
intervalle n’a pas de “trou”.

Corollaire 5.2. Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction réelle et continue sur I.
Alors Uimage f(I) de I par [ est un intervalle de R.

Preuve : Comme I est non vide, f(I) est aussi non vide. Soit v_ := inf f(I) € (RU {—o0}) et vy :=
sup f(I) € (RU {400}). On montre d’abord 'inclusion |Jv_;vy[C f(I) puis que f(I) est un intervalle.
1. Siv_ = vy, lintervalle Ju_; v4 [ est vide donc inclu dans f(I). On suppose désormais que v_ # v.
On a forcément v_ < vy, par la proposition 1.12. Soit y €Jv_;vy[. Comme y > v_, y ne minore
pas f(I). Il existe donc z_ € I tel que f(z_) < y. Comme y < vy, y ne majore pas f([). Il
existe donc x4 € T tel que y < f(z4). Par le théoréme 5.1 avec D remplacé par I, (a;b) remplacé
par (z_;x4) et £ remplacé par y, il existe x compris entre z_ et x4 tel que y = f(z). Comme I
est un intervalle, z € I, donc y € f(I). Ceci étant vrai pour tout y €Jv_;v4[, on a montré que
Jo_svilC A(T).
2. On montre que f(I) est 'un des intervalles suivants : Jv_;vy[, Jv_;vy], [v_;ve] et [v_;vy].
a). Cas ou (v_;vy) € R% Par définition de v_ et vy, on a, pour tout z € I, v_ < f(z) < vy.
Donc f(I) C [v—;v4]. D’apres le 1, Jv_; v [C f(I) donc f(I) est 'un des ensembles : Ju_;vy],
Juo_;vy], [v—;ve] et [v—;v4], qui sont tous des intervalles.
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b). Cas ot v_ € R et vy = +oo. Par définition de v_, on a, pour tout z € I, v_ < f(z). Donc
f(I) C [v—;+oo[. D’apres le 1, Ju_; +oo[C f(I) donc f(I) est I'un des ensembles : Ju_; +o00[ et
[v_;+oo], qui sont tous des intervalles.

¢). Cas ol v_ = —0 et vy € R. Par définition de vy, on a, pour tout = € I, f(z) < vy. Donc
f(I) C] — oo;v4]. Dapres le 1, | — co; v [C f(I) done f(I) est 'un des ensembles : | — oo; v |
et | — 0o;v4], qui sont tous des intervalles.

d). Cas ot v_ = —o0 et vy = +o00. Par 1, | — oo; +00[C f(I) donc f(I) =] — co; +o0[= R, qui est
bien un intervalle. O

Attention : Le résultat ne dit pas que I et f(I) sont forcément des intervalles de méme nature. Il est

possible que T soit un intervalle ouvert tandis que f(I) est un intervalle fermé. Voyons un exemple. Soit

I=]—2;2[et f:I — R définie par f(z) =x+2siz €]-2;-1], f(x) = —zsiz €]-1;1], et f(z) =22

si x € [1;2[. On vérifie que f est bien continue.

On montre maintenant que f(I) = [—1; 1].

Sur | — 2;—1], f est croissante donc, pour z €] — 2; —1], on a 0 = lirglf < f(z) < f(-1) = 1 donc

f(z) € [0;1]. Sur | — 1;1[, f est décroissante donc, pour & €] — 1;1[, on a 1 = f(-1) = (li{r)1+f >

f(z) > lim f = f(1) = —1 donc f(z) € [—1;1]. Sur [1;2[, f est croissante donc, pour = € [1;2[, on a
e

—1=f(1) < f(x) < lignf =0 donc f(x) € [-1;0]. On a montré que f(I) C [-1;1].

Soit y € [-1;1]. Siy =1 alors y = f(—1). Siy = —1 alors y = f(1). Siy €] — 1;1[, y = f(—y). Donc

y € f(I). On a montré que [—1;1] C f(I).

Donc f(I) =[—1;1], qui est bien un intervalle fermé.

On peut aussi avoir I non borné et f(I) borné. C’est le cas pour f : [1;+0o[— R définie par f(x) =1/z.
On vérifie que, dans ce cas, f(I) =]0;1].

5.2 Bornitude sur un segment.

On vient de voir que I'image par une fonction continue d’un intervalle est un intervalle mais pas forcément
de méme nature. Il y a cependant un cas particulier important : le cas ou I est un intervalle fermé et
borné. Dans ce cas, on a aussi plus de précisions sur le comportement de la fonction continue.

Théoréme 5.3. Théoréme de Heine.
Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R une fonction continue. Alors f est bornée et atteint ses
bornes, i.e. l'image f([a;b]) de [a;b] par f est bornée et il existe (c;d) € [a;b]? tel que

f(e) = inff = inff([a; b]) et f(d) = supf = sup f([a;]).

En particulier, f(c) est le minimum de f([a;b]) et f(d) est le mazimum de f([a;b]). De plus, f([a;b]) =
[inf f;sup f].

Preuve :

1. On montre d’abord par ’absurde que f est bornée.

a). Supposons que f ne soit pas majorée. Pour tout n € N, n ne majore pas f([a;b]) donc il existe
Zn € [a;b] tel que f(z,) > n. Comme la suite £ = (2, )nen est & valeurs dans [a; 0], elle est
bornée. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass (cf. théoreme 3.59), il existe une extractrice
¢ : D — N (ou D est une partie infinie de N) telle que x o ¢ soit convergente vers un certain
£ € R. Comme, pour tout n € D, a < z,(,,) < b, on a, par passage a la limite n — +o0 dans les
inégalités (cf. proposition 3.48), a < £ < b. Comme f est continue sur [a; b], elle est continue au
point £. D’apres la caractérisation séquentielle de la limite finie en ¢ de f (cf. proposition 4.15),
la suite (f(2y(n)))nep converge vers f(£).

Par ailleurs, on a, pour tout n € D, f(xyn)) > ©(n). On sait que ¢ est une suite tendant vers
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+00 (cf. proposition 3.54). Par le théoréme des gendarmes (cf. proposition 3.48), on déduit des
inégalités précédentes que (f(2,(n)))nep tend vers +oo. Contradiction puisqu’on a montré que
cette suite tend vers f(¢) € R.

La fonction f est donc majorée.

b). Supposons que f ne soit pas minorée. Pour tout n € N, —n ne minore pas f([a;b]) donc il
existe z,, € [a;b] tel que f(z,) < —n. Comme la suite x = (2, )nen est & valeurs dans [a; ], elle
est bornée. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass (cf. théoreme 3.59), il existe une extractrice
¢ : D — N (ou D est une partie infinie de N) telle que = o ¢ soit convergente vers un certain
¢ € R. Comme, pour tout n € D, a < x,(,) < b, on a, par passage a la limite n — +oo dans les
inégalités (cf. proposition 3.48), a < ¢ < b. Comme f est continue sur [a; ], elle est continue au
point £. D’apres la caractérisation séquentielle de la limite finie en ¢ de f (cf. proposition 4.15),
la suite (f(2,(n)))nep converge vers f(£).

Par ailleurs, on a, pour tout n € D, f(z,,)) < —¢(n). On sait que ¢ est une suite tendant
vers +oo (cf. proposition 3.54) donc —¢ tend vers —oco (cf. proposition 3.49). Par le théoréme
des gendarmes (cf. proposition 3.48), on déduit des inégalités précédentes que (f(Zy(n)))neD
tend vers —oo. Contradiction puisqu’on a vu que cette suite tend vers f(¢) € R.

La fonction f est donc minorée.

2. On montre maintenant que les bornes supérieure et inférieure de f sont des valeurs de f.

a). Notons m4 = sup f. On sait, par 1, que my € R. D’apres la caractérisation séquentielle
de la borne supérieure (cf. proposition 3.50), il existe une suite d’éléments de f([a;b]) qui
converge vers m., c’est-a-dire il existe une partie infinie D de N et (z,)nep € [a;b]P tels
que la suite (f(x,))nep converge vers m, . En procédant comme au 1.a), on montre Iexistence
d’une extractrice ¢ : D’ — D (ot D’ est une partie infinie de N) telle que z oy soit convergente
vers un certain £, € [a;b]. Comme f est continue sur [a;b], elle est continue en ¢4 . D’apres
la caractérisation séquentielle de la limite finie en ¢, de f (cf. proposition 4.15), la suite
(f(zp(n)))nepr converge vers f(£, ). Comme cette suite (f(2,(n)))nep’ est une sous-suite de la
suite convergente (f(xx))nepn, elle converge donc vers m4 (cf. proposition 3.55). Par unicité de
sa limite (cf. proposition 3.35), on a donc my = f(¢4).

b). Notons m_ = inf f. On sait, par 1, que m_ € R. D’apres la caractérisation séquentielle de la
borne inférieure (cf. proposition 3.50), il existe une suite d’éléments de f([a;b]) qui converge
vers m_, c’est-a-dire il existe une partie infinie D de N et (z,,)nep € [a;b]P tels que la suite
(f(zn))nep converge vers m_. En procédant comme au 1.b), on montre 'existence d’une ex-
tractrice ¢ : D' — D (ou D’ est une partie infinie de N) telle que x o ¢ soit convergente vers
un certain £_ € [a;b]. Comme f est continue sur [a; b], elle est continue en ¢_. D’apres la carac-
térisation séquentielle de la limite finie en £_ de f (cf. proposition 4.15), la suite (f(zy(n)))nen’
converge vers f(£_). Comme cette suite (f(z,(n)))nep’ est une sous-suite de la suite conver-
gente (f(zn))nep, elle converge donc vers m_ (cf. proposition 3.55). Par unicité de sa limite
(cf. proposition 3.35), on a donc m_ = f(£_).

3. On montre que f([a;b]) = [inf f;sup f].

Par définition des bornes supérieure et inférieure, on a f([a;b]) C [inf f;sup f]. Par 1 et 2, on sait

que inf f € f([a;b]) et sup f € f([a;b]). Par le corollaire 5.2, on sait que f([a;b]) est un intervalle.

Donc f([a;b]) contient [inf f;sup f]. On a montré I’égalité souhaitée par double inclusion. O

5.3 Continuité uniforme.

Dans cette partie, on se propose d’introduire une notion de continuité uniforme, qui est plus forte que
la continuité (elles sont cependant équivalentes sur un segment, comme on va le voir). Cette notion de
continuité uniforme est utile pour définir I'intégrale de Riemann d’une fonction continue sur un segment.

Avant de définir la continuité uniforme, faisons un petit jeu : chercher I'erreur 7 On sait que la fonction
f:]0;+00][— R, qui & & > 0 associe 1/x, est continue sur ]0; +oo| (cf. propositions 4.23 et 4.32). Donc,
pour chaque a €]0; 400/, elle est continue au point a. Ceci veut dire en particulier que, pour € = 1, on peut
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trouver un 6 > 0 tel que, pour tout  €]0; +o00[N]a—d;a+4[, on ait | f(z) — f(a)| < 1 (cf. propositions 4.13
et 4.22). En prenant z = a4+ 46/2 > 0, on a donc

1>

(5.1)

11 |3
a a+6/2]  aa+0)’

D’apres les opérations sur les limites (cf. proposition 4.37), la limite & droite, quand a — 0, du membre
de droite de I'inégalité précédente (5.1) est +oo alors que ce terme est majoré par 1!? Ou est la faute ?

Dans le raisonnement précédent, on a fait comme si § ne dépendait pas de a lorsqu’on a affirmé, a ’aide
de la proposition 4.37, que la fraction de droite dans (5.1) tend vers +oo, quand a tend vers 0T. Puisque
I'on a obtenu une contradiction, cette indépendance supposée de § par rapport a a est fausse.

Dire qu'une fonction est uniformément continue signifie essentiellement que “le & peut étre choisi indé-
pendant du a”. Le raisonnement précédent montre donc la fonction f n’est pas uniformément continue.
Précisément, on a la

Définition 5.4. Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — R. On dit qu’elle est uniformément

continue (sur D) si

Ve>0, 30>0; VY(z;2')eD?, (|x—x/\ <6 = |f(x) - f&)| < e)‘ (5.2)

Il se trouve que cette notion est plus forte que la continuité sur D (on exige plus de la fonction que pour
avoir la continuité sur D) comme 1’établit la

Proposition 5.5. Soit D une partie non vide de R. Si une fonction f : D — R est uniformément continue
sur D alors elle est continue sur D.

Preuve : Soit a € D. On montre que f est continue en a. Pour ce faire, on montre (4.11) avec £ = f(a).
Soit € > 0. D’apres (5.2), il existe § > 0 tel que

V(z;2') eD?,(p;—x’\ <8 = |fla) - f@@)| < e). (5.3)

Soit € DNja—§; a+d[. D’apres la propriété (5.3) avec 2’ = a, on a |f(z) — f(a)| < ¢, puisque |x —al < 4.
On a montré (4.11) donc la continuité de f en a. Ceci étant vrai pour tout a € D, on a montré la continuité
de f sur D. 0

On vient en fait de montrer que la continuité uniforme, qui est caractérisée par (5.2), implique la continuité
sur D est caractérisée par

VaeD, Ye>0, 36>0; VYeeD, (|x—a|<5:>|f(x)—f(a)\<e). (5.4)

On remarque que la différence entre (5.2) et (5.4) (en posant ' = a) réside dans la position du terme
“Ya' € D”. Dans (5.2), ce terme apparait apres § tandis que dans (5.4), il figure avant §. Lorsqu’on a (5.4)
avec un 0 indépendant de a alors on récupere (5.2). Cela ne se produit pas toujours comme le montre
I’exemple plus haut mais c’est ce qu'il se produit pour les fonctions continues sur un segment, comme
Patteste la suite de Théoréme de Heine (cf. théoreme 5.3) :

Théoréme 5.6. Théoréme de Heine (suite).
Soit (a;b) € R? avec a <b et f:[a;b] — R. Si f est continue alors elle est uniformément continue.

Démonstration : On suppose f continue. On procede par l'absurde. On suppose donc que f n’est pas
uniformément continue. La négation

Je>0; ¥6>0, Iaia') € [ab]?; <|acf:v/|<5 et |f(m)—f(:c’)’26> (5.5)
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de la proposition (5.2) est donc vraie. Soit €y > 0 un tel e. Pour tout n € N et pour § = 27", (5.5) nous
permet de trouver (un;vy,) € [a;b]? tel que |u, —v,| < 6 et |f(un) — f(vn)| > €. On a ainsi construit deux
suites (un)nen et (Un)nen d’éléments de [a;b], donc bornées. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass (cf.
théoreme 3.59), on peut extraire de (uy,), une sous-suite (uy(n))nen convergente (avec ¢ : N — N une
injection croissante). Soit ¢ sa limite. Comme, pour tout n € N, a < g,y < b, on obtient, par passage a
la limite dans les inégalités (cf. proposition 3.48), ¢ € [a; b].

Comme (2-%(™),,cy est une sous-suite de la suite géométrique (2~"),en, de raison 1/2 € [0; 1[, lim 2% =
0 par les propositions 3.58 et 3.55. Pour tout n € N, on a ugn) —2-%(n) < Vg(n) < Ug(n) +2-¢(n) (Vg(n))n
avec lim ug () — 2-9(") = 0 = lim Ug(n) T 2=9(") Par le théoreme des gendarmes (cf. proposition 3.48), la
suite (Vy(n))nen converge aussi vers c.

Comme f est continue au point ¢, les suites (f(ug(n))nen et (f(Vg(n))nen convergent vers f(c) (cf. pro-
position 4.15) donc, par différence, lim(f(ug(n))nen — f(vpm)) = 0 (cf. proposition 3.46). Par la pro-
position 3.45, la suite (|f(ugmn)) — f(Vpn))|)nen converge aussi vers 0. Par passage a la limite dans les
inégalités, vraies pour tout n, | f(uepmn)) — f(Vp(n))| > €o (cf. proposition 3.48), on obtient 0 > g, c’est-a-
dire une contradiction.

On a donc montré que f est uniformément continue. O

Un autre exemple de fonctions uniformément continues sur un intervalle est fourni par les fonctions
lipschitziennes que 1’on va voir maintenant.

Définition 5.7. Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R.
1. Soit k € RY. On dit que f est k-lipschitzienne (sur I) si

V(z;a') e I*, |f(z) = f(@)] < k-|z—2a]. (5.6)

2. On dit que f est lipschitzienne (sur I) s’il existe k € RT tel que f soit k-lipschitzienne.

Etant donné un intervalle non vide I de R, on voit que la fonction identité Id : I — R est 1-lipschitzienne.
D’apres (2.12), la fonction valeur absolue est 1-lipschitzienne sur R. On remarque aussi que les fonctions
0-lipschitziennes sur I sont les fonctions constantes sur I.

Proposition 5.8. Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction lipschitzienne sur I est uniformément
continue sur I (en particulier continue sur I).

Preuve : L’affirmation entre parathese découle de la proposition 5.5. Soit f : I — R lipschitzienne. Il
existe donc un k € RT tel que f soit k-lipschitzienne. On montre (5.2) avec D remplacé par I.
Soit € > 0. On choisit § = ¢/(k + 1). Soit (z;2') € I? avec |v — 2/| < §. D’apres (5.6),
€
k+1

On a bien montré (5.2). O

|f(@) = f(@)] < k-lz—2| < k- < €
6 Dérivabilité.

Dans cette partie, on s’intéresse a la notion de dérivabilité pour une fonction a valeurs dans K avec K = C
ou K =R.

6.1 Nombres dérivés, dérivée.

Soit D une partie infinie de R, f : D — K et a € D. Pres de a, on cherche a approcher “le mieux possible”
le graphe de f par une droite non verticale passant par le point (a; f(a)).
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Les droites de ce type se distinguent les unes des autres par leur pente. S’il existe une telle droite qui
approche “mieux” le graphe de f que les autres, on dira que f est dérivable en a et la pente p de cette droite
sera le nombre dérivé de f en a. Dans ce cas, le nombre dérivé en a donne une idée du comportement de
f pres de a puisque le graphe de f y ressemble & la droite d’équation y = f(a) + p(x — a). Cette derniere
sera appelée la tangente a f en a.

Si D ={0}U]Il;+o0[ et a = 0, par exemple, on sent qu’aucune droite passant par (a; f(a)) n’approchera
le graphe de f mieux que les autres. On remarque que, dans ce cas, 0 n’est pas adhérent & D\ {0}. On
ne peut pas s’approcher de 0 en restant dans D \ {0}.

Pour éviter ce phénomene, on imposera que a soit adhérent & D \ {a}.

Comment exprimer que le graphe de f est proche d’'une droite, pres de a? Cela revient essentiellement
a dire que, pres de a, f est proche de g, ou g est la fonction dont le graphe est la droite en question.
Comment exprimer que f est proche de g, pres de a? Une facon naturelle est de dire que, pres de a, la
différence f — g doit étre négligeable devant g — g(a). Bref, on demande que f(z) — g(x) soit un petit “o”
de x — a, c’est-a~dire le produit de (z — a) par une fonction qui tend vers 0 en a.

Voyons un peu ce que veut dire cette derniere propriété. C’est ’objet de la proposition suivante.

Proposition 6.1. Soit D une partie non vide de R, f : D — K, £ € K et a € D qui est adhérent a D\ {a}.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. 11 existe un voisinage Uy de 0 et une fonction n: Uy — K tels que lignn =0 et, pour tout h € Uy
avec a + h € D,
fla+h) = fla) + h-£ + h-n(h). (6.1)
fla+h)— f(a)

2. lim existe et vaut .
h—0 h

3. lim M existe et vaut /.
r—a xr—a

Remarque 6.2. On rappelle que la notion de translation a été introduite dans la proposition 4.23 et
utilisée dans la preuve du corollaire 4.29. Dans le cadre de la proposition 6.1, soit Uy un voisinage de
0. L’ensemble {h € Up;a+ h € D} est égal a t,(D) NUy et est aussi égal au domaine de définition de
la restriction d Uy de la fonction f(a + ). D’aprés la preuve en question, 0 est adhérent a t,(D) donc
0 est aussi adhérent a {h € Up;a + h € D}. De méme, l'ensemble {h € Uy \ {0};a + h € D} est égal d
ta(D) N (Up \ {0}) et, comme a est adhérent a D\ {a}, la preuve mentionnée établit que 0 est adhérent
{h € Uy \ {0};a + h € D}. Cet ensemble est aussi le domaine de définition de la restriction a Uy de la
fonction h — (f(a+ h) — f(a))/h.

Preuve de la proposition 6.1 : 1’équivalence (2 <= 3) découle du corollaire 4.29. On montre I’équivalence
(1 <= 2).

1 = 2: On suppose 1 vraie. Pour étudier la limite du 2, on peut restreindre h & Uy (cf. proposition 4.18).
Pour h € Uy \ {0} avec a+ h € D, on a, d’aprés ’hypothese,

fla+h) - f(a)
h

Comme li(r)nn = 0, le membre de gauche tend vers ¢ en 0, par somme (cf. proposition 4.32). On a donc

= ¢+ n(h).

montré 2.
2 = 1 : On suppose 2 vraie. Soit 7 :] — 1; 1[— K définie par n(h) =0 si a+ h € D, par n(0) = 0 et par

n(h) = w,g’

sih#0eta+heD.
Uy :=] — 1;1] est bien un voisinage de 0. De plus, pour h €] — 1;1[ tel que a + h € D, on a bien (6.1) (y
compris pour h = 0). Il reste & montrer que li(r]nn = 0. On le fait en utilisant (4.11).

Soit € > 0. D’apres 'hypothese, il existe 8’ > 0 tel que, pour h €] — ¢';§'[ avec a + h € D, on ait

fla+h) - f(a)

h — /0 < €.
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Soit § = min(1;6"). Pour h €] — 0;0[C] — 1;1[,ona,sia+h € D, [n(h)] =0 < ¢, et,sia+h € D, on a
h €] —¢';0'] et, d’apres ce qui précede, |n(h)| < e. On a montré 1. O

Définition 6.3. Soit D une partie non vide de R, f : D — K et a € D qui est adhérent a D\ {a}.
Lorsqu’une (donc toutes les) propriété(s) de la proposition 6.1 est (sont) vérifie(s), on dit que f est
dérivable en a et que £ est le nombre dérivé de f en a. On note ce dernier par f'(a). La droite d’équation
y = f(a) + f'(a)(x — a) est appelée la tangente ¢ f en a.

Lorsque a est adhérent a Ja; +00[ND et que l'une (donc toutes les) propriété(s) de la proposition 6.1 est
(sont) vérifiée(s) avec f remplacée par sa restriction fijq.1ocjnp @ [a;+00[ND, on dit que f est dérivable
a droite en a et que € est le nombre dérivée de f en a a droite. On note ce dernier par fi(a). La droite
d’équation y = f(a) + f'(a)(x — a) est appelée la demi-tangente & f en a & droite.

Lorsque a est adhérent a | — 0o;a[ND et que l'une (donc toutes les) propriété(s) de la proposition 6.1 est
(sont) vérifiée(s) avec [ remplacée par sa restriction fjj_oc;qjnp @] —00;a|ND, on dit que f est dérivable
a gauche en a et que £ est le nombre dérivée de f en a a gauche. On note ce dernier par f;(a). La droite
d’équation y = f(a) + f'(a)(z — a) est appelée la demi-tangente & f en a d gauche.

Soit D' une partie de D. On dit que [ est dérivable (resp. dérivable a droite, resp. dérivable & gauche) sur
D' si, pour tout a € D', f est dérivable (resp. dérivable a droite, resp. dérivable & gauche) en a. Dans ce
cas, la dérivée (resp. dérivée o droite, resp. dérivée o gauche) de f sur D' est la fonction f' : D' — K
(resp. fy: D' — K, resp. f,: D' — K) qui, a x € D’ associe f'(x) (resp. fy(x), resp. fy(z)).

Remarque 6.4. Dans le cadre de la définition 6.3, on suppose que f est dérivable en a. Pour p € K, soit
gp : R — K définie par gp(z) = f(a) +p(x —a). On a gp(a) = f(a). Le graphe de g, est donc une droite
non verticale qui passe par le point (a; f(a)). On a, pour h € Uy avec a+ h € D,

fla+h) = gyla+h) = h-(f'(a) —p+n(h).

Sip = f'(a) alors |f(a+h) — gp(a+h)| < |h|-|n(h)| avec h et n(h) tendant vers O quand h tend vers 0.
Sip # f'(a) alors, comme n(h) tend vers 0 quand h tend vers 0, il existe 6 > 0 tel que, pour h € UpN]—6; [
avec a + h € D, on ait

p — f'(a)]

) < =

Pour h € UpN| — §;0[ avec a +h € D, on a donc

- f@)

|[fla+h) = gplath)| > |n] 5

Le terme de droite tend certes vers 0 en 0 mais comme h, donc “moins vite” que hn(h). C’est dans ce
sens que la tangente a f en a (i.e. gy (q)) est plus proche de f que les autres droites g,,.

Voyons quelques exemples simples. Soit D une partie infinie de R et a € D tel que a soit adhérent a
D\ {a}. Soit ¢c € K et f : D — K la fonction constante égale & c¢. Pour h € R avec a + h € D, on
a fla+h) =c= fla) = f(a)+h-0+h-n(h) on n : R — R est la fonction nulle. Par le 1 de la
proposition 6.1, f est dérivable en a de nombre dérivé 0.

Vérifions que la fonction Idp : D — R définie par Idp(x) = = est dérivable en a de nombre dérivé 1.
Pour h e Raveca+h € D,onaldp(a+h) =a+h=1Idp(a)+h =Idp(a)+h-1+h-p(h)oun: R — R
est la fonction nulle. Par le 1 de la proposition 6.1, Idp est dérivable en a de nombre dérivé 1.

En particulier, si D est un intervalle, tout point a de D est adhérent & D\ {a} donc f est dérivable sur
D de dérivée nulle sur D et Idp est dérivable sur D de dérivée la fonction constante égale a 1 sur D.
On a montré la

Proposition 6.5. Soit D une partie infinie de R, f : D — K, a € D qui est adhérent a D \ {a}. Soit
ceKetf:D— K la fonction constante égale a c. Alors f est dérivable en a de nombre dérivé 0.
L’application Idp : D — R définie par Idp(z) = z, est dérivable en a de nombre dérivé 1.

Dans le cas ou D est un intervalle, f' est la fonction nulle sur D et Idy est la fonction constante égale
a1l surD.
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Voyons maintenant un lien entre continuité et dérivabilité.

Proposition 6.6. Soit D une partie non vide de R, f : D — K, a € D qui est adhérent a D\ {a}. Si
f est dérivable en a alors f est continue en a. En particulier, si [ est dérivable sur une partie D’ de D
alors elle est continue sur D’.

Remarque 6.7. On a aussi une version “a droite” et une version “a gauche” de la proposition 6.6.
Lorsque a est adhérent a |a; +0o[ND, on peut appliquer la proposition 6.6 a la restriction fi[q;4oojnp de
f a [a;+o0o[ND. Cela donne Uimplication : si f est dérivable en a & droite alors f est continue en a a
droite.

Lorsque a est adhérent a | —oo;a] N'D, on peut appliquer la proposition 6.6 a la restriction fj—se:a)np de
f a]—o0;alND. Cela donne Uimplication : si f est dérivable en a a gauche alors f est continue en a d
gauche.

Preuve de la proposition 6.6 : Par hypothese, la propriété 1 de la proposition 6.1 est vraie. On sait que

lim h = 0 et, comme lim n(h) = 0, on a, par produit (cf. proposition 4.32), lim hn(h) = 0. Chacun des
h—0 h—0 h—0

termes du membre de droite de I’égalité (6.1) a donc une limite en 0, & savoir f(a), 0 et 0, respectivement.
Par somme (cf. proposition 4.32), on en déduit que le membre de droite de (6.1) tend vers f(a), ce qui
démontre que f a une limite en a donc f est continue en a. O

Attention : la réciproque est fausse. Une fonction continue en un point peut ne pas étre dérivable en ce
point. C’est ce qui se produit avec la fonction f : R — R définie par f(z) = |z|. On peut vérifier qu’elle
est continue en 0, dérivable a droite en 0 de nombre dérivé a droite 1, dérivable a gauche en 0 de nombre
dérivé a gauche —1, mais qu’elle n’est pas dérivable en 0.

Proposition 6.8. Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — K et g : D — K deux fonctions
dérivables sur D. Soit A € K.

1. Alors les fonctions f+g, f-g et A\f sont dérivables sur D de dérivée f'+qg', f'-g+ f-g et \f’,
respectivement.

2. Si, de plus, f ne s’annule pas sur D, alors 1/ f est définie et dérivable sur D, de dérivée —f'/f>.
3. L’application f : D — K, définie par, pour x € D, f(x) = f(x), est dérivable sur D et (f) = f.

Preuve : Soit a € D. Par hypothese, a est adhérent & D\ {a} et on sait que le 1 de la proposition 6.1 est
vrai pour f et pour g. Il existe donc un voisinage U; de 0 et une fonction 7; : Uy — K, tendant vers 0
en 0, tels que, pour h € Uy avec a + h € D, on ait (6.1) avec n remplacée par 1y, c’est-a-dire

fla+h) = fla) + h-f'(a) + h-m(h). (6.2)

Il existe un voisinage Us de 0 et une fonction 72 : Us — K, tendant vers 0 en 0, tels que, pour h € U,
avec a + h € D, on ait (6.1) avec f remplacée par g et n remplacée par n,, c’est-a-dire

gla+h) = gla) + h-g'(a) + h-na(h). (6.3)

Soit Uy = Uy NUs. C'est un voisinage de 0 (cf. proposition 2.15). Pour h € Uy avec a+ h € D, on a donc,
par (6.2),

A= flath) = (A flla) +h- (A-f(a)) +h-(A-m)(h),
ou la fonction An; tend vers 0 en 0 (cf. proposition 4.32). Donc Af est dérivable en a de nombre dérivée

A (a).
Pour h € Uy avec a + h € D, on a, par (6.2) et (6.3),

(f +g)lla+h) = (f +9)a) + h - (f'(a) +g'(a) + h-(m + n2)(h),
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ou la fonction 71 + 72 tend vers 0 en 0 (cf. proposition 4.32). Donc f + g est dérivable en a de nombre
dérivé f'(a) + ¢'(a).
Pour h € Uy avec a + h € D, on a, par (6.2) et (6.3),
(f - 9)a+h) =(fg)a) + - (f(a) ga) + fla) g'(a)
+ he (hf'(a)g'(a) + (g(a) + hg'(a))m(h) + (f(a) + hf'(a))nz(h) + hnu(R)n2(h)) ,

avec

lim (hf"(a)g'(a) + (9(a) + hg'(@)m(h) + (f(a) + hf'(@)na(h) + ki (h)na(h)) = 0,

d’apres la proposition 4.32. Donc fg est dérivable en a de nombre dérivé f/(a)g(a) + f(a)g'(a).
On suppose de plus que f ne s’annule pas sur D. Donc f ne s’annule pas en a. Comme f est dérivable en
a, elle est continue en a (cf. proposition 6.6). Donc, par le corollaire 4.29, on a

lim f(a+h) = lm f(z) = f(a) # 0.
Pour h € Uy avec a+ h € D, on a, par (6.2),

: (W = farn) = f@ ) f) +m®)
(f>(a+h) (f)() Flat h)fla) " et i@

_ . ;'(a) - <’71((h) LA E m®), (f(al—&-h) B f(la))>

i (Fap g (arm 7)) =

d’apres la proposition 4.32. Donc 1/ f est dérivable en a de nombre dérivé — f'(a)/ f(a)?.

Soit @ € D. Comme f est dérivable en a, on a, pour h € Uy avec a + h € D, d’aprés (6.2), f(a+ h) =
f(a) + h- f'(a) + h-ni(h). Comme 1, tend vers 0 en 0, il en est de méme de |n;| d’apres (4.40). Or,
|| = |ml, donc 71 tend aussi vers 0 en 0, par (4.40). Par la proposition 6.1, f est dérivable en a de
dérivée f'(a). Ceci étant vrai pour tout a € D, on a montré le résultat annoncé. O

avec

Dans le cadre de cette proposition 6.8, si g ne s’annule pas sur D, f/g = f-(1/g) est dérivable sur D et
on obtient, pour a € D,

Gl @ = f@ 2+ e @ _ F@le) ~ S @)

9(a)? o@) (64)

On termine ce paragraphe par la composition.

Proposition 6.9. Soit D; et Dy deux parties infinies de R. Soit D' C Dy. Soit f : D1 — Do une fonction
réelle, qui est dérivable sur D', et g : Do — K une fonction dérivable sur limage f(D') de D' par f.
Alors go f est dérivable sur D' et, pour a € D',

(gof)(a) = g'(f(a)) f'(a). (6.5)

Preuve : Soit a € D’. On montrer que g o f est dérivable en a. Comme f est dérivable en a, il existe
un voisinage U; de 0 et une fonction 7 : Uy — K, tendant vers 0 en 0, tels que, pour h € U; avec
a+ h € Dy, on ait (6.1) avec n remplacée par n;, c’est-a-dire (6.2). Comme a € D', f(a) € f(D’) et,
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comme g est dérivable sur f(D’), g est dérivable en f(a). Il existe donc un voisinage Us de 0 et une
fonction 1, : Uy — K| tendant vers 0 en 0, tels que, pour k € Us avec f(a) + k € Do, on ait (6.1) avec a
remplacée par f(a), f remplacée par g et n remplacée par 7, c’est-a-dire

g(f(a)+k) = g(f(a) + k- (fla)) + k-ma(k). (6.6)

Soit Vo = {t € R;t — f(a) € Us}. Clest un voisinage de f(a). Comme f est dérivable en a, elle y est
continue (cf. proposition 6.6). Donc, par le corollaire 4.29, on a

lim f(a+h) = lim f(z) = f(a).
Il existe donc un voisinage U{ de 0 tel que, pour h € U avec a + h € Dy, on ait f(a + h) € Va. Soit
Uy = Uy NU{. Cest un voisinage de a (cf. proposition 2.15).
Pour h € Uy avec a+ h € Dy, on a h € U] donc f(a+h) € Va et k:= f(a+ h) — f(a) € Us. On a aussi
f(a+ h) € Ds. Donc, par (6.6),

g(fla+h) = g(fla)+k) = g(f(a)) + k-g(f(a)) + k-na(k).

Comme h € Uy et a+ h € Dy, on a, par (6.2),

g(fla+h) =g(f(@) + h-(f'(a) + m(h))- g (f(a)) + k-na(k)
=g(f(a) + h-f'(a) g (f(a)) + h- (g’(f(a))m(h) + (f'(a) + m(h)m(fa+h) — f(a))) :

D’apres les propositions 4.28 et 4.32,

lim (g’(f(a))m(h) + (f'(a) + m(h)n2(f(a+h) — f(a))> =0

h—0

donc g o f est dérivable en a de nombre dérivé f'(a) - ¢'(f(a)). O

6.2 Fonctions réelles dérivables et théoréme des accroissements finis.

Dans ce paragraphe, on se penche sur les fonctions réelles dérivables. On s’intéresse aux extréma de telles
fonctions. On montre ensuite le théoreme de Rolle et le théoreme des accroissements finis. On termine
en justifiant le fait qu'une fonction dérivable de dérivée positive sur un intervalle est croissante sur cet
intervalle.

Définition 6.10. Soit D une partie infinie de R et f : D — R. Soit a € D.

On dit que f admet un mazimum local en a s’il existe un voisinage U de a tel que f(a) majore l'ensemble
non vide f(UND) ={f(x);z € UND} (dans le sens de la définition 1.9). Dans ce cas, le réel f(a) est
le mazimum de f(U N'D) et est appelée valeur mazimale locale de f.

On dit que f admet un minimum local en a s’il existe un voisinage U de a tel que f(a) minore 'ensemble
non vide f(UND) = {f(z);z € UND} (dans le sens de la définition 1.9). Dans ce cas, le réel f(a) est
le minimum de f(U ND) et est appelée valeur minimale locale de f.

Lorsque f(a) majore f(D), f(a) est alors le maximum de f(D) et on dit que f admet un mazimum global
en a. Dans ce cas, f(a) est appelée valeur mazimale de f.

Lorsque f(a) minore f(D), f(a) est alors le minimum de f(D) et on dit que f admet un minimum global
en a. Dans ce cas, f(a) est appelée valeur minimale de f.

On dif que f admet un extrémum (resp. extrémum local) en a si elle admet un mazimum (resp. mazimum
local) en a ou bien si elle admet un minimum (resp. minimum local) en a.

On remarque qu’un extrémum global est aussi un extrémum local (il suffit de prendre R comme voisinage
de a). La fonction f : R — R définie par f(z) = |z| admet un minimum global en 0. Elle n’admet aucun
maximum local. La fonction g : R — R définie par g(z) = |z| si z € [-1;1] et g(z) = —|z| six & [-1;1].



Cours d’analyse, 16-06-2023 96

Elle admet un minimum local en 0 mais n’a pas de minimum global. Elle admet de maxima locaux : en
1 et —1. Ces deux maxima sont en fait globaux.

Voyons maintenant l'influence de la dérivabilité sur les extréma locaux.

Proposition 6.11. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R. Si f admet un extrémum local en a € I
et si f est dérivable en a alors f'(a) = 0.

Attention : Si, dans cette proposition 6.11, 'intervalle n’est pas ouvert, le résultat peut étre faux. C’est
le cas pour la fonction Id : [0; 1] — R qui, & = € [0;1], associe . Elle est dérivable sur [0;1] de dérivée
constante égale & 1 sur [0;1]. Elle admet un minimum global en 0 mais on a Id’(0) = 1 # 0.

Dans le cadre de la proposition 6.11, un point a qui vérifie f’(a) = 0 (on appelle cela un point critique de
f), n'est pas forcément un extrémum de f. C’est le cas pour f : R — R définie par f(x) = 23. Elle est
dérivable sur R de dérivée R > z + 322, Le point 0 est un point critique de f puisque f/(0) = 3-0% = 0.
Mais 0 n’est pas un extrémum local de f.

Preuve de la proposition 6.11 : Soit ¢ € I un extrémum local de f. Comme I est un intervalle ouvert, a
est adhérent aux ensembles I} =]a; +oo[NI et I, =] — oo;a[NI.
a). On suppose que a est un maximum local de f. Il existe donc un voisinage U de a tel que f(a)
majore f(U N1T). En particulier, pour x € UN I} onaxz—a>0et f(z) < f(a) donc

fla) = fla) _

Tr—a

0.

Comme f est dérivable en a, la limite a droite en a du membre de gauche de 'inégalité précédente
existe et vaut f’(a) (cf. proposition 4.21) donc, par passage & la limite dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), on obtient f'(a) < 0.

Comme f(a) majore f(UNI), on aaussi, pour z e UNI; , z—a<0et f(x) < f(a) donc

f(z) = f(a)

r—a

> 0.

Comme f est dérivable en a, la limite a gauche en a du membre de gauche de 'inégalité précédente
existe et vaut f’(a) (cf. proposition 4.21) donc, par passage & la limite dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), on obtient f/(a) > 0.
Conclusion : f/(a) = 0.

b). On suppose que a est un minimum local de f. Il existe donc un voisinage U de a tel que f(a)
minore f(U NI). En particulier, pour z € UNIS, onaz—a>0et f(x) > f(a) donc

f@) ~ f@)

> 0.
T—a

Comme f est dérivable en a, la limite a droite en a du membre de gauche de 'inégalité précédente
existe et vaut f’(a) (cf. proposition 4.21) donc, par passage & la limite dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), on obtient f/(a) > 0.

Comme f(a) minore f(UNI), on a aussi, pour z € UNI,, x—a<0et f(z) > f(a) donc

f@) ~ fa) _

< 0.
T—a

Comme f est dérivable en a, la limite & gauche en a du membre de gauche de I'inégalité précédente
existe et vaut f’(a) (cf. proposition 4.21) donc, par passage & la limite dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), on obtient f’(a) < 0.

Conclusion : f/(a) = 0. O

Cette proposition 6.11 va nous permettre de démontrer un cas particulier du futur théoreme des accrois-
sements finis (cf. théoréme 6.14), & savoir :
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Théoreme 6.12. Théoréme de Rolle.
Soit (a;b) € R? avec a < b et f: [a;b] — R une fonction, continue sur [a;b], dérivable sur |a;b[, et qui
vérifie f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = 0.

En particulier, pour une fonction dérivable (donc continue), il existe un point critique entre de points
prenant la méme valeur par f. Pour préparer la preuve de ce théoréme 6.12, on le montre dans un cas
particulier.

Lemme 6.13. Soit (a;b) € R? avec a < b et g : [a;b] — R une fonction, continue sur [a;b], dérivable sur
la; b[, et qui vérifie g(a) = g(b) = 0. Alors il existe ¢ €]a;b[ tel que g'(c) = 0.

Preuve : Soit m4 = supg([a;b]) et m_ = inf g([a; b]). Comme g est continue, on sait, d’apres le théo-
reme 5.3, m4 et m_ sont réelles et sont des valeurs de g. Comme g(a) =0, onam_ <0< m,.
a). Cas ot m_ = 0 = m. Par définition des bornes supérieure et inférieure, g est nulle. Sa dérivée

est donc nulle aussi. Tout point ¢ €]a; b[ vérifie ¢’'(¢) = 0.

b). Cas ot 0 < my. Soit ¢ € [a;b] tel que f(c) = my4. Comme g(a) =0 < my et g(b) =0 < my, cest
différent de a et de b, donc ¢ €la; b[. De plus, g admet un maximum (local) en ¢ et, comme ¢ est
dérivable sur ]a;b[, g est dérivable en c. Par la proposition 6.11, ¢’(c) = 0.

c). Cas onm_ < 0. Soit ¢ € [a; ] tel que f(c) = m_. Comme g(a) =0>m_ et g(b) =0>m_, cest
différent de a et de b, donc ¢ €]a; b[. De plus, g admet un minimum (local) en ¢ et, comme g est
dérivable sur ]a; b[, g est dérivable en c. Par la proposition 6.11, ¢’(c) = 0. O

Preuve du théoréme 6.12 : Soit g : [a;b] — R définie par g(z) = f(z) — f(a). Par hypothese, f est
continue sur [a;b] et la fonction constante égale & —f(a) y est aussi continue. Par somme (cf. proposi-
tion 4.32), g est continue sur [a; b]. Par hypothese, f est dérivable sur ]a; b[ et la fonction constante égale
& —f(a) y est aussi dérivable. Par somme (cf. proposition 6.8), g est dérivable sur Ja; b et ¢ = f'—0 = f’.
De plus, comme f(a) = f(b), on a g(a) = f(a) — f(a) =0 et g(b) = f(b) — f(a) = 0. Par le lemme 6.13,
il existe ¢ €]a; b tel que ¢'(c) = 0. Comme ¢’ = f’, on a aussi f/(c¢) = 0. O

On établit maintenant la généralisation suivante du théoreme de Rolle.

Théoreme 6.14. Théoréme des accroissements finis.
Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R une fonction, continue sur [a;b], dérivable sur ]a;b[. Alors
il existe ¢ €]a; b| tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Si l’on applique ce théoreme dans le cas ot f(a) = f(b), on trouve un point ¢ €]a; b[ tel que f'(c)(b—a) = 0.
Comme a # b, on en déduit que f’(c¢) = 0, c’est-a-dire le résultat du théoreme de Rolle.

Preuve du théoréme 6.14 : Soit g : [a;b] — R définie par

f) — f(a
o) = 1) - (1) + TO=L o)
D’apres la proposition 4.32, g est continue sur [a;b]. D’aprés la proposition 6.8, g est dérivable sur |a; b|
et, pour x €la; b|,
f(b) — f(a)
! . / _
@) = f) - L0
De plus,

o) =10 - (1@ + L= om0} = g0 - (160 + 10 - @) = 0,

o) = 1@ - (@) + TO=I - 0)) = @) - @) = 0.
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Par le théoreme de Rolle (cf. théoreme 6.12) appliqué a g, il existe ¢ €]a; b| tel que ¢'(¢) = 0. On a donc

f() — f(a)
b—a

et donc (b —a)f'(c) = f(b) — f(a). O

0 = f'(e) -

On peut maitenant démontrer le résultat suivant qui permet de dresser le tableau de variations d’une
fonction dérivable lorsqu’on connait le signe de sa dérivée.

Corollaire 6.15. Soit I un intervalle non réduit & un point de R (en particulier inf I < sup[). Soit
f: T — R une fonction continue, qui est dérivable sur |inf I;sup I].

Si f' est positive sur Jinf I;sup I[ alors f est croissante sur I.

Si f' est strictement positive sur |inf I;sup I[ alors f est strictement croissante sur I.

Si f' est négative sur |inf I;sup I[ alors f est décroissante sur I.

Si f' est strictement négative sur |inf I;sup I] alors [ est strictement décroissante sur I.

S e

Si f' est nulle sur |inf I';sup I[ alors f est constante sur I.

Remarque 6.16. Insistons sur ce que dit ce résultat.

Si, par exemple, a < b dans R et f : [a;b] — R est continue, dérivable sur |a;b| de dérivée positive, alors
f est croissante sur [a;b]. En particulier, pour x € [a;b], f(a) < f(x) < f(b), méme si f'(a) n'est pas
défini, méme si f'(b) n’est pas défini.

Pour dresser le tableau des variations d’une fonction dérivable sur des intervalles, on utilise souvent
ce corollaire 6.15 en conjonction avec le théoréme des valeurs intermédiaires (cf. théoréme 5.1) ou son
corollaire (cf. corollaire 5.2) ou encore avec le théoréme de Heine (cf. théoréme 5.3).

Preuve du corollaire 6.15 : Soit (z_;x) € I? avec x4 > z_. Par hypothese, on sait que f est continue
sur [z_; x4 ], dérivable sur Jx_;x [, donc, par le théoréme des accroissements finis (cf. théoréme 6.14), il
existe ¢ €]z_; x4 [, tel que f(x4) — f(z-) = f'(¢)(x4+ —x_). On a ¢ €]inf I;sup I[.
1. On suppose que f’ est positive sur |inf I;sup I[. Donc f'(¢) > 0. Comme zy — z_ > 0, on en
déduit que f(xy) > f(z_). Ceci est valide pour tout (z_;x,) € I? avec z, > x_ et aussi lorsque
x4 = x_. Donc f est croissante sur I.

2. On suppose que f’ est strictement positive sur |inf I;sup I[. Donc f’(¢) > 0. Comme x4 —x_ > 0,
on en déduit que f(zy) > f(z_). Ceci est valide pour tout (z_;z4) € I? avec 24y > z_ donc f
est strictement croissante sur I.

3. On suppose que f’ est négative sur |inf I;sup I[. Donc f’(¢) < 0. Comme x4 — z_ > 0, on en
déduit que f(z1) < f(x_). Ceci est valide pour tout (z_;z,) € I? avec x4 > x_ et aussi lorsque
x4+ = x_. Donc f est décroissante sur I.

4. On suppose que f’ est strictement négative sur | inf I; sup I[. Donc f/(¢) < 0. Comme z —x_ > 0,
on en déduit que f(z,) < f(z_). Ceci est valide pour tout (z_;x,) € I? avec x, > x_ donc f
est strictement décroissante sur I.

5. On suppose que f’ est nulle sur |inf I;sup I[. Donc f'(¢) = 0 et f(zy) = f(z_). Ceci est valide
pour tout (x_;x4) € I? avec 2 > x_ donc f est constante sur I. O

6.3 Classes de fonctions.

On se place de nouveau dans le cas o K = C ou K = R. On introduit des classes de régularité pour des
fonctions a valeurs dans K.
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6.3.1 Classes CY et C1.

Définition 6.17. Soit D une partie non vide de R. L’ensemble des fonctions définies et continues sur D a
valeurs dans K est noté par C°(D;K).

Proposition 6.18. Soit D une partie non vide de R.

L’ensemble C°(D;K) est un sous-espace vectoriel de (KP; +; -). En particulier, si (f;g) € (C°(D;K))?
alors f + g € C°(D;K) et, si A € K, A\f € CY(D;K).

Pour (f;g) € (C°(D;K))2, le produit fg appartient a C°(D;K).

Si f € C%D;K) et f ne s’annule pas sur D, alors (1/f) est bien définie sur D et (1/f) € C°(D; K).

Si f € C%D;K) alors f appartient a C°(D;K).

Si D' une partie non vide de R, h : D' — D avec h € C°(D';K), et si g € C°(D;K), alors go h, la
composée de g par h appartient ¢ C°(D'; K).

Preuve : On a vu que la fonction nulle sur D est continue. Elle appartient donc a C°(D;K). D’apres
la proposition 4.32, la somme de deux éléments de CY(D;K) est encore dans C°(D;K), le produit d’un
scalaire de K par un élément de C%(D;K) est encore dans CY(D;K). Donc CY(D;K) est bien un sous-
espace vectoriel de KP.

Les deux propriétés suivantes sont une reformulation du 5 de la proposition 4.32.

L’avant-derniere propriété est une conséquence du corollaire 4.34.

Le dernier résultat est une conséquence immédiate de la proposition 4.28. O

Définition 6.19. Soit D une partie non vide de R. L’ensemble des fonctions, & valeurs dans K, définies et
dérivables sur D, dont la dérivée est continue sur D, est noté par C1(D;K).

Proposition 6.20. Soit I un intervalle non réduit a un point de R.

L’ensemble C(I;K) est un sous-espace vectoriel de K!. En particulier, si (f;g) € (CY(I;K))? alors
f+geCHLK) et, si A€ K, \f € CHI;K).

On a Uinclusion C*(I;K) C C°(I;K).

Pour (f;9) € (CHI;K))?, le produit fg appartient a C*(I;K).

Si f € CYI;K) et f ne s’annule pas sur I, alors (1/f) est bien définie sur I et (1/f) € CY(I;K).

Si f € CY(I;K) alors f appartient a C*(I;K).

Si I' un intervalle non réduit a un point de R, h : I' — I avec h € CY(I';K), et si g € CY(I;K), alors
goh, la composée de g par h appartient a C1(I'; K).

Preuve : On a vu que la fonction nulle sur I est dérivable sur I de dérivée nulle, donc continue sur I.
Elle appartient donc & C*(I;K). D’apres la proposition 6.8, la somme de deux éléments de C!(I;K) est
encore dans C*(I;K), le produit d’un scalaire de K par un élément de C'(I;K) est encore dans C(I; K).
Donc C1(I;K) est bien un sous-espace vectoriel de KI.

Soit g € C*(I;K). Par définition, g est donc dérivable sur I. D’apres la proposition 6.6, g est continue
sur I donc g € CY(I;K). On a bien C*(I;K) C C°(I;K).

Soit (f;9) € (CH(I;K))%. D’apres la proposition 6.8, fg est dérivable sur I et (fg)' = f'g + fg'. Par
définition de CY(I;K), f € C%L;K) et ¢ € C°(I;K). D’apres CH(I;K) C C°(I;K), f € C%;K) et
g € C°(I;K). Par la proposition 6.18, f'g + fg' € C°(I;K) donc (fg)’" € C°(I;K). On a montré que
(f9) € CLIK),

Soit f € CY(I;K) telle que f ne s’annule pas sur I. D’aprés la proposition 6.8, 1/f est dérivable sur
Iet (1/f) = —f'/f? On a f' € C°I;K) et, dapres CH(I;K) c C%L;K), f € C°(I;K). Par la
proposition 6.18, —f/f% € C°(I;K) soit (1/f) € C°(I;K). On a montré que (1/f) € C'(I;K).

Soit f € CY(I;K). D’apres la proposition 6.8, f est dérivable sur I et (f)’ = f/ sur I. Comme f’ est
continue sur I, on a la continuité de (f)’ sur I par le corollaire 4.34. Donc f € C1(I;K).

Soit h : I' — I de classe C! sur I' et g € C'(I;K). Par la proposition 6.9, g o h est dérivable et
(goh) = (g’ oh)-h'. Par hypothese, on a ¢’ € C°(I;K) et b’ € CY(I’;K). Comme C'(I’;K) C C(I';K),
h € C°(I';K). Par la proposition 6.18, (¢’ o h)-h' € C(I';K) donc (goh)" € C°(I’; K). On a montré que
(goh)ECl(I/;K). 0
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Voici une famille d’exemples de fonctions de classe C*.

Définition 6.21. Soit I un intervalle non réduit a un point de R. Pourn € N, soit f,, : I — K définie par,
pour x € I, fn(x) =2™. On a f, € KI. On note par P(I;K) le sous-espace vectoriel de K! engendrée par
la famille {fn;n € N}. C’est lespace des fonctions polyndmiales sur I a coefficients dans K et a valeurs
dans K.

On rappelle que P(I;K) est le plus petit K-espace vectoriel contenant I’ensemble {f,;n € N}. Comme
K’ est un K-espace vectoriel contenant ’ensemble {f,;n € N}, P(I;K) est un sous-espace vectoriel de
KI!. Un élément de P(I;K) est donc une fonction f: I — K telle qu’il existe p € N*, (iy;---;4,) € NP,
(A15-- -3 Ap) € KP tels que, pour tout z € I,

f@) = > e filx).
k=1

Si d = max{i; k € [1;p]}, on peut trouver (ag;---;aq) € K™ tel que, pour tout x € I,
d d
flz) = Z ag - fu(x) = Zak-xk.
k=0 k=0

Proposition 6.22. Soit I un intervalle non réduit & un point de R. Le K-espace vectoriel P(I;K) est un
sous-espace vectoriel de CH(I;K) (et donc aussi de C°(I;KK)). De plus, f5 = 0 et, pour tout n € N*,

f7lz = nfn—1~

Preuve : Comme la fonction fj est la fonction constante égale a 1 sur I et comme on a vu qu’une fonction
constante sur un intervalle est C' sur cet intervalle de dérivée nulle, fo € C'(I;K) et f§ = 0. Comme
f1 est la fonction identité sur I, elle y est dérivable de dérivée constante égale a 1 donc elle est aussi de
classe C! sur I de f] = fo.

Pour n € N*, soit P(n) = (f, € CH(I;K)et f, =nf,_1). Comme f; € CH(L;K) et f] = fo=1- fo, P(1)
est vraie.

Supposons que P(n) soit vraie pour un n € N*. Comme f,1 = fi - fn, comme f; € C*(I;K), comme
fn € CHI;K) par hypothese de récurrence, on déduit de la proposition 6.8 que f, 11 € C1(I;K) et que

frlL+1 = f{fn+flfv/L = fot+tn fifa1 = (n+1)'fn-

Donc P(n + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 1), P(n) est vraie pour tout n € N*. Le
K-espace vectoriel C*(I;K) contient donc ensemble {f,;n € N}. Par définition de P(I;K), P(I;KK) est
donc un sous-espace vectoriel de C1(I;K). .

6.3.2 Classes CV, pour N entier naturel ou infini.

On introduit maintenant des classes de régularités supérieures & C'. Pour un intervalle non réduit a
un point I de R, on va construire par récurrence une suite (C™(I;K)),en de sous-espaces vectoriels de
C°(I;K). En particulier, on retrouvera I’espace C*(I;K) introduit dans le paragraphe précédent.

Proposition 6.23. Soit I un intervalle non réduit ¢ un point de R. Il existe une suite C = (C™(I;K))nen
de sous-espaces vectoriels de C°(I;K), de premier terme C°(I;K) et vérifiant la relation de récurrence :

VneN*, C™I;K) = {feK'; f est dérivable et f' € C" ' (I;K)} . (6.7)
Preuve : Voir le paragraphe 9.2.3. g

On note que la définition de C!(I;K) donnée par cette proposition 6.23 est identique & celle donnée dans
la définition 6.19 avec D = I. On montre que la suite (C™(I;K))nen est décroissante.
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Proposition 6.24. Soit I un intervalle non réduit & un point de R. La suite C = (C™(I;K))nen de sous-
espaces vectoriels de C°(I;K), de premier terme CO(I;K) et vérifiant la relation de récurrence (6.7) est
décroissante, i.e.

V(min) eN?, (m>n = C™(;K) c C"(I;K)). (6.8)

Preuve : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note C™(I;K) par C™. On
montre par récurrence sur n € N la proposition P(n) = (C"*1 c C™).

Par la proposition 6.20, P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un n € N. Soit f € C™*2. Par définition, f est dérivable et f € C"*!. Par
hypothese de récurrence, f' € C™. Comme f est dérivable et f' € C™, f € C™t!, par définition de C™ 1.
Donc P(n + 1) est vraie.

Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4), P(n) est vraie pour tout n € N.

Pour prouver (6.8), on montre par récurrence la proposition Q(q) donnée, pour ¢ € N, par

Q(q) = (WpeN, CPT cC CP).

Q(0) est vraie. Supposons que Q(g) soit vraie pour un ¢ € N. Soit p € N. Par ’hypothese de récurrence
appliquée & p + 1, on a CPTetl = Ccwt+a ¢ CP+H1 Dlapres P(p), CPT1 C CP. Donc CPHItl C CP.
Ceci étant vrai pour tout p € N, Q(g+ 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec
ng = 0), Q(q) est vraie pour tout ¢ € N.

Soit (m;n) € [ng; +oo[* avec m > n. Comme Q(m — n) est vraie, on a C™ = C"+(m=n) c C" On a
montré (6.8). O

Définition 6.25. Soit I un intervalle non réduit a un point de R. On pose

C*(LK) = ) CHI;K).
k=0
Soit f: 1 — K.
Pour n € N, on dit que f est (de classe) C™ sur I si f € C™(I;K).
On dit que f est (de classe) C* sur I si f € C°(I;K).

Proposition 6.26. Soit I un intervalle non réduit a un point de R.

1. L’ensemble C*(I;K) est un sous-espace vectoriel de C°(I;K).
2. Pour tout n € N, C**(I;K) c C"(I;K).

3. La formule (6.7) est encore valable pour n remplacé par 400 avec la convention +oo — 1 = 400 :

C*(;K) = {fe K!; f est dérivable et f' € C*(I; K)} . (6.9)

Preuve : Comme C*°(I;K) est une intersection de K-espaces vectoriels, ¢’est un K-espace vectoriel. Par
sa définition, C>°(I;K) est contenu dans chaque C*(I;KK), pour k € N, et en particulier dans C°(I;K). Il
reste & montrer (6.9). On note par £ 'ensemble & droite dans 1’égalité (6.9).
Soit g € C°°(I;K). Soit k € N*. Par définition de C*>(I;K), g € C*(I;K). D’aprés (6.7), g est dérivable
et ¢ € C*~1(I;K). Ceci étant vrai pour tout k € N*,
g € () CF (LK) = (| CYILK) = C™(K).

k=1 =0
Donc g € £. On a montré que C*(I;K) C £.
Soit g € £. On a donc g dérivable et ¢’ € C>(I;KK). Soit k € N. Par définition de C>=(I;K), ¢’ € C*(I;K)
donc, par (6.7), g € C**1(I;K). Ceci étant vrai pour tout k € N,

ge ) CHUELK) = () CULK).
k=0 =1
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Comme g est dérivable, elle est continue, par la proposition 6.6. Donc g € C°(I;K). D’ou

g € C°(IK) N (ﬂ C%I;K)) = [ C‘(I;K) = C*(I;K).
(=1 £=0

On a montré que & C C*([;K).

On a donc montré (6.9). O

Pour une fonction f € CN(I;K) avec N € (N* U {o0}), on voudrait définir la suite (éventuellement
finie) de ses dérivées successives, tant qu’elles existent : dérivée (premiere), dérivée seconde = dérivée de
la dérivée, dérivée troisieme = dérivée de la dérivée de la dérivée, etc .... Afin d’inclure le cas N = 0,
on décide qu’une fonction est aussi sa dérivée Oieme. On va procéder par récurrence. C’est 'objet de la
proposition suivante.

Proposition 6.27. Soit I un intervalle non réduit ¢ un point de R, N € (NU {oc}) et f € CN(I;K). Soit
Dy :={n € N;n < N}. Il existe une unique application d : Dy — C°(I;KK) telle que d(0) = f et

¥ne (NN Dy), (d(n) = (dn—-1)) et dn) € CN_”(I;K)>, (6.10)

avec la convention selon laquelle, pour n € N, oo —n = oo. Ici {g)'” désigne la dérivée d’une fonction
dérivable g : I — K.

Preuve : Voir le paragraphe 9.2.4. g

Définition 6.28. Soit I un intervalle non réduit a un point de R, N € (NU {oo}) et f € CN(I;K). Soit
Dy :={n € N;n < N}. Pourn € Dy, on appelle dérivée nieme de f sur I la fonction d(n) € CN~"(I;K)
construite dans la proposition 6.27. On la note f™).

On a donc fO) = f et

vne (NnDy), (f = (f<”—1>)' et f™ e CVIK)) (6.11)

Il est commode de pouvoir repérer les fonctions de classe CV sur I (pour un N € NU{+oc}) en appliquant
successivement 'opération de dérivation en partant de f. C’est ce que donne le résultat suivant.

Proposition 6.29. Soit I un intervalle non réduit a un point de R, p € N* et f : I — K. On considére
les propositions

D(p) = (3 (90; -1 9p-13 9p) € (CH(I;K))” x COULK); (90 = f) et (Vje[0sp—1], gf = gj+1))

et
E(p) = ((f €CP(;K)) et (Vjel[op], fY) = 9j)> :

On a Uimplication : (D(p) = E(p)).

Preuve : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note C™(I; K) par C™. Pour
p € N* soit P(p) = (Vf € KL, D(p) = E(p)).

Soit f € KI. Supposons D(1) vraie. Il existe donc go € C* et g1 = g € C°. De plus f = go. Donc f est
dérivable et f' = g; € CO. Par (6.7) avecn =1, f € C' et £(1) est vraie. On a montré P(1).

Supposons P(p) pour un p € N*. Soit f € K!. On suppose D(p+1) vraie. Il existe donc (go; - - -5 gp) € (C1)P
et gp+1 € CV telles que go = f et, pour j € [0;p], 95 = gj+1. Comme C! c C° D(p) vraie. Par ’hypothese
de récurrence, f € C? et, j € [0;p], fY9) = gj. Donc f" = g1 et, en prenant les fonctions gi1;---; gp+1, On
voit que D(p) est vraie avec f remplacée par f’. Par ’hypotheése de récurrence avec f remplacée par [,
f € CP. Par (6.7), f € OPL. De plus, fP+) = (f))" = (g,) = gp41. On a montré E(p + 1).

Donc P(p + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 1), P(p) est vraie
pour tout p € N*. Donc, pour tout p € N* et toute f € K, 'implication (D(p) = £(p)) est vraie. [
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Remarque 6.30. Prenons la fonction nulle sur un intervalle I, notée f. On sait qu’elle y est continue,
dérivable de dérivée nulle. Pour p € N* et (go;---59p—159p) = (f5---3 f) € (CI(I;]K))p x CY(I;K), la
propriété D(p) de la proposition 6.29 est vraie donc E(p) est aussi vraie. Ceci étant vrai pour tout p € N*,
la fonction nulle appartient ¢ C*°(I;K), d’apreés la définition 6.25, et ses dérivées successives sont nulles
(i.e. égales a f).

Pour une fonction f € C°°(I;K), par exemple, on obtient donc ses dérivées de proche en proche : f © =7
fO = £ £ = (f') notée aussi f”, f& = ((f)) = (f"), etc ... On vérifie que f3) est aussi (f')?.
On va voir que c’est un fait général.

Proposition 6.31. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — K. Soit (p;q) € N2. On
considére les propositions Py = (f € CP(I;K) et fP) € CU(I;K)), Py = (f € CPTI([;K)) et

Ps = (f € CP(I;K) et P e CUIK) et (fP)D = f(p+q)) .

On a les implications : Py =—> Py —> Ps.
Comme P3 implique Py, on a P; <= P> et, quand l'une des deux est vraie, les deux sont vraies et on a
(f(p))(q) = flota),

Preuve : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note C™(I; K) par C™. Pour
q € N soit

Qq) = (VfEKI,VpEN, (Py=>Py) et (732:>7>3)) :
Pour ¢ = 0, I'implication (P; = P») s’écrit
(fechet [P eC®) = (fecrt?).
Elle est vraie. Toujours pour ¢ = 0, I'implication (P, = P3) s'écrit
(fecrt®) = (fecret P e et (FPHYO = f(p+0)) .

Elle est aussi vraie, d’apres la proposition 6.27. Donc Q(0) est vraie.

Supposons Q(q) vraie pour un ¢ € N. Soit f: ] — Ket p € N.

On montre 'implication (731 == ’Pg) avec q remplacé par ¢ + 1. On suppose f € C? et fP) € C9+1, Par
(6.7) avec n = q + 1, fP) est dérivable et (fP)) € C? En prenant les fonctions g; = ) € C*, pour
Jj€[0;p], et gpy1 = (f) € €9, 1a proposition D(p+ 1) de proposition 6.29 est vraie. On obtient donc,
par cette proposition 6.29, que f € CP*1. Comme f' = f() = g; et D(p + 1) est vraie, la proposition
D(p), avec f remplacée par f’ et (go;---;gp) remplacé par (g1;---;gp+1), est vraie. Donc, encore par la
proposition 6.29, f' € C? et (f')®) = g,.1 = (f®))" € C% Par 'hypothese de récurrence pour f', on a
f! € CPT4. Par définition de CP+7+! (cf. (6.7)), on obtient f € CPT41. On a montré (P; = P3) avec ¢
remplacé par q + 1.

On montre 'implication (PQ = 733) avec g remplacé par ¢ + 1. On suppose que f € CPT(+D Comme
f € CPtN+a on sait, par la seconde implication de Q(q), que f € CP+! et fPTD) € 09 et (fPT)(@) =
fe++a) Donc fP) est dérivable et (fP)) = fP+1) ¢ C9. Par (6.7) avec n = g + 1, f® € €9+, De

plus,

(@) _ (f(p))(q+1)

flt@r) = p((p+D+o) (f(p+1))(q) _ ((f(m)’)
d’aprés ’hypotheése de récurrence Q(q) appliquée & f (). On a montré (732 — ’Pg) avec ¢ remplacé par
g+ 1
Donc Q(g + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), Q(q) est vraie
pour tout ¢ € N. g

Comme les ensembles CV (I K) sont des sous-espaces vectoriels de K’, on sait que la somme de deux
fonctions de classe CV est de classe CV et le produit d’une fonction de classe CV par un élément de K
est aussi de classe CV. Qu’en est-il d’autres opérations ? C’est 1'objet du résultat suivant.
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Proposition 6.32. Soit I un intervalle non réduit & un point de R, N € (NU{oc}) et Dy :={n e N;n <
N}. Soit (f;9) € (CN(I;K))? et A € K.
1. On sait déja que (f + \g) € CN(I;K) (cf. propostion 6.23). Pour tout n € Dy, sa dérivée niéme
est (™) 4 \g().
2. Le produit fg appartient a OV (I;K) et, pour tout n € Dy, sa dérivée nieme est donnée par la
formule de Leibnitz suivante :

(f-9)™ = SoCp R g® = S o 8 gk (6.12)
k=0 k=0

ot, pour 0 < k < n, les C}' sont les coefficients du binome de Newton définis par

k= (k')((n—k)') et ausst notes par k .

3. Si, de plus, f ne s’annule pas sur I, alors 1/f est bien définie sur I et (1/f) € CN(I;K).
4. La fonction conjuguée f appartient a CN (I;K) et, pour tout n € Dy, sa dérivée nieme est f(),

5. Si J un intervalle non réduit a un point de R, h: J — I et h € CN(J;K) alors la composée goh
de g par h est de classe OV sur J.

Preuve : Tout d’abord, on remarque que, pour (k;n) € N2 avec k < n, on a les propriétés Cp=0Cp_y,
Cr=Cp=1let,pour k>1,Cp+Cp , =Cpt.

Soit I et J deux intervalles non réduits & un point de R. On rappelle que, pour n < N, OV (I;K) C
C™(I;K) et CN(J;K) C C™(J;K), d’apres les propositions 6.24 et 6.26.

Pour n € Dy, soit S(n) la proposition : ((f 4+ Ag)™ = f() 4 Ag(™).

S(0) est vraie car, par définition, (f 4+ A\g)©@ = f + Ag = (O 4+ Ag(©).

Supposons S(n) vraie pour un n € N vérifiant n < N — 1 (avec la convention N — 1 = +o00 si N = +00).
On a (f +Ag)™ = f £ X\g(™. Puisque n +1 < N, (f + Ag)(™ est dérivable (cf. (6.11)) et, par la

proposition 6.8,
((F+20)™) = (57) + A(s™)".

En utilisant encore (6.11), on obtient (f + Ag)(" TV = f(n+1) 4 \g("+1) Donc S(n + 1) est vraie.

Par le théoréme de récurrence éventuellement finie (cf. théoreme 9.17 avec n, = N + 1), S(n) est vraie
pour tout n € Dy.

On montre les autres résultats d’un seul coup.

Pour n € Dy, soit P(n) la proposition suivante :

Pour tout (f;g) € (CN(I;K))?, pour tout fo € CV(I;K) ne s’annulant pas sur I, pour toute application
h:J— Tavech € CN(J;K),ona f € C"(I;K), fg € C"(I;K), (1/fo) € C™(I;K) et (goh) € C™(J;K).
De plus, on a (f)(™ = £ et la formule (6.12).

On remarque que, pour n = 0, la formule (6.12) s’écrit : fg = fg, car f(O = f et ¢(© = g. Pour n = 1,
cette formule s'écrit : (fg) = f'g + fg'. D’apreés la proposition 6.18, P(0) est vraie. Si N = 0, on a
terminé. On suppose désormais que N > 1. D’apres la proposition 6.20, P(1) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un n < N — 1. Soit (f;g) € (CN(I;K))2, fo € CN(I;K) ne s’annulant pas
sur [ et h:J — I avec h € CN(J;K). Toutes ces fonctions sont dérivables. Par la proposition 6.8,

7. fg. (1/fo) et g o h sont dérivables et on a (f) = ', (fg) = f'g + fd's (/o) = —fb/(fo)? et
(goh) = (¢ oh)h. Par (6.7), on a f' € C"([;K), ¢’ € C™"(I;K), f§ € C*(I;K) et b’ € C"(J;K).

Par I'hypothese de récurrence, on a (f)' € C™(I;K), (fg) = f'g+ fg' € C(L;K), (1/fo) = —f/(fo)? €
C™"(I;K) et (goh) = (¢’ o h)h' € C"(J;K). Par (6.7), on a donc f € C"*Y(I;K), fg € C"TY(I;K),
(1/fo) € C™H LK) et (g0 h) € O™ (J;K). De plus, ()0 = ((/)™) = (f) = f0rFD), dapres
Ihypothese de récurrence et la proposition 6.8. En dérivant une fois chaque membre de I’égalité (6.12),
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on obtient, en utilisant les propositions 6.8 et 3.9,

(f ) g) (nt+1) _ Z cn . (f(nfk) k) Z cr f(n+1 k) g(k f(nfk) .g(k+1))
k=0 =
n n+1
= Z Cp . flrti=h) (k) 4 Z Cp - fr=tD g0

k=0

=Cp. it 6O 4 Z (cr+ opy) =Ry gy om p(0) (1)
k=1

_ C61+1 X f (n+1) | g + Z Cn+1 (n+1—k) g(k) + Cn+1 f(O) (n+1)

n+1 n+1

_ Z Cptl . plntioR) o) Z CrHL, . O gnti=0
k=0 =0
n+1 n+1

— Z C?+1 . f(l) .g(n+1—€) _ Z Cvg+1 . f(k) _g(n+1—k) ]
=0 k=0

On a montré que P(n+1) est vraie. Par le théoréme de récurrence éventuellement finie (cf. théoréme 9.17
avec n, = N + 1), P(n) est vraie pour tout n € Dy. O

On a vu dans le paragraphe 6.3.1 précédent que ’espace vectoriel P(I;K) des fonctions polynomiales sur
I & coefficients dans K et & valeurs dans K est un sous-espace vectoriel de C1(I;K) (cf. proposition 6.22).
On a bien mieux comme le montre le résultat suivant. On rappelle (cf. définition 6.21) que, pour n € N,
fn i I — K est définie par f,(x) = ™.

Proposition 6.33. Soit I un intervalle non réduit & un point de R. Le K-espace vectoriel P(I;K) est un
sous-espace vectoriel de C*°(I;KK). De plus, pour tout (n;p) € N2,
o = “fnep st p<n et ) =0 si p>n. (6.13)

— n

(n—p)!

Preuve : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note C™(I;K) par C™ et
P(I;K) par P. Pour (n;p) € N2, soit g, : I — K définie par
n! . .

Gnip = m~fn,p si p<n et gpp =0 si p>n.
D’apres la proposition 6.22, on sait que f, € C, pour tout ¢ € N, et 0 € C'. Donc, toujours gréace i cette
proposition 6.22, on a, pour (n;p) € N2,
SLP > 1, Gip = 0= Gnipt1,
sip=n, gnyp = () ((n—=p)) " (fo) = 0= gnip+1,

et sip<m,
, n! nl n!
Insp :W (f" p) = (n—p)!.(n_ ) fo-p-1 = (n—p—1) “Jn—p—1
nl
S iy ey T e
Soit n € N. Pour p € N*, on a, en prenant f = f, et (go; - ;9p) = (gn,05 " ; gnyp), la validité de la

proposition D(p) de la proposition 6.29. Par cette proposition 6.29, on en déduit que, pour tout p € N*|

fn € CP et, pour j € [0;p], fT(Lj) = nyj-
Comme f, € Ct et C* C CY (cf. (6.8)), on a aussi f, € C°. Par la définition 6.25, f,, € C*. De plus,

pour tout j € N| f,(Lj) = gnj, ce qui démontre (6.13).
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L’espace vectoriel C*° contient 'ensemble {f,;n € N} donc il contient le sous-espace vectoriel engendré
par cet ensemble, & savoir P. O

On a vu, au paragraphe 4.2.3, la notion de prolongement par continuité. On va introduire ici une notion
de prolongement a la classe CV, pour N € (NU {+00}).

Proposition 6.34. Soit I un intervalle non réduit & un point de R, a € I et N € (NU {o0}). On pose
I, =] —oc;a[NI, I} =Ja;+oo[NI et Dy :={n € Nyn < N}. Soit f: I\ {a} — K une fonction dont
la restriction f,— a I, est de classe CN sur I et la restriction fiy a I} est de classe CN sur I}. On
suppose, de plus, que

Vpe Dy, 3 €eK; 1i£n(f|,;)(p> =4, = n;n(fl,;)(p). (6.14)

Alors f admet un prolongement par continuité g en a, g € CN(I;K) et

Vpe Dy, ¢gP(a) = 1. (6.15)

Dans le cadre de cette proposition 6.34, on dit que le prolongement par continuité g de f en a prolonge
f ala classe CN.

Preuve de la proposition 6.34 : Soit f : I\ {a} — K vérifiant les hypotheéses de I’énoncé. Par I'hypothese
(6.14) avec p = 0, on sait que les limites & gauche et & droite de f en a existent dans K et coincident. Par
la proposition 4.21, f admet ¢y pour limite en a. On peut donc définir le prolongement g par continuité
de f (cf. définition 4.25) et g(a) = &p.

Pour n € N, soit P(n) la proposition : pour toute fonction f : I\ {a} — K, dont la restriction & I est
de classe C™ sur I, et dont la restriction a I est de classe C™ sur I\, telle que (6.14) avec N remplacé
par n soit vraie, son prolongement g par continuité en a est de classe C™ sur I et vérifie (6.15) avec N
remplacé par n.

P(0) est vraie par la proposition 4.21 et la définition 4.25.

Supposons P(n) vraie pour un n € N. Soit f : I\ {a} — K dont la restriction & I, est de classe C"*!
sur I et dont la restriction & I est de classe C"1 sur I7, telle que (6.14) avec N remplacé par n + 1
soit vraie. On sait que f est dérivable sur I\ {a} et que la restriction de f’ & I, (resp. I]) est (i)
(vesp. (fj;+)'). Par (6.7), f|;- (resp. f+) est de classe C" sur I (resp. IF). Pour p € Dy, on a, d’apres
la proposition 6.31,

(p+1) n® (p) (»)
()" = (0)) T = (@)™ = () L.
puisque f et fl -+ coincident sur J + et puisque f’ et (f’ )‘ + coincident sur I +. De méme, on a

(p)

(fu;)(pH) _ ((f\fi)l) _ ((fI)IIJ)(p) _ ((f/)(p))

Par (6.14) avec N remplacé par n + 1,

I

VpeD,, 1ién(f|1 YD) — g = 11(1}1(fm)<p+1>

donce
¥p€ Dy, 1m((f)-)? = L = lim((f)0)"

On peut donc appliquer ’hypothese de récurrence a f’. Elle admet donc un prolongement g; par continuité
ena, gy est C" sur I et on a
Yqe D,, giq) (@) = Lgy1. (6.16)

Pour montrer que P(n + 1) est vraie, il suffit de montrer que le prolongement g par continuité de f en a
est dérivable sur I et que ¢’ = g;. En effet, dans ce cas, g sera O™ sur I car g; y est C™ (cf. (6.7)) et
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(6.16) donnera (6.15) avec N remplacé par n + 1.
Sur I, (resp. I]), g = f et f est de classe C"*!, donc dérivable. De plus, sur I, (resp. I]), f' = g1,
donc g’ = g1 sur cet intervalle. Il reste & montrer que g est dérivable en a et que g'(a) = g1(a).
Comme g est continue sur I et dérivable sur I\ {a}, on peut lui appliquer le théoréme des accroissements
finis sur [z;a] ou [a;z], pour tout « € I\ {a}. Soit € I\ {a}, il existe donc un ¢, € I strictement
compris entre x et a tel que g(xz) — g(a) = ¢'(¢.)(x — a). De plus, comme g¢; est continue en a, on a, par
la proposition 4.21,

l;iérgg’ = lmg, = gi(a) = &1

Soit € > 0. D’apres Uexistence de la limite précédente, il existe 6 > 0 tel que, pour y €]la—d; a+d[N(I\{a}),
lg'(y) — £1] < €. Pour x € I'\ {a} avec z €]a — d;a + [, on a donc

g(l’) g(a) _ 51 — |gl(cx) _ €1| < €
T—a

car ¢; €]la — d;a+ 0[N(I \ {a}). On a montré que g est dérivable en a de nombre dérivé ¢, = gy (a).
Donc P(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(n) est vraie
pour tout n € N.

Pour N € N, les résultats de la proposition 6.34 sont valables d’aprés P(N). Comme ces résultats sont
valables pour tout N € N, ils le sont pour N = co. O

7 Fonctions réciproques.

Dans cette partie, on donne quelques propriétés basiques sur les bijections. Ensuite, on conjugue la
stricte monotonie et la continuité d’une fonction réelle pour établir la bijectivité d’une telle fonction et la
continuité de sa bijection réciproque. Enfin, lorsque la fonction en question est plus réguliére, on montre
qu’il en est de méme pour la bijection réciproque.

7.1 Bijections.

On rappelle brievement ici les notions d’injection, de surjection et de bijection (cf. paragraphe 1.1). On
renvoie au paragraphe 9.1.1 pour plus d’informations a ce sujet.

Définition 7.1. Soit E et F' deux ensembles et f: E — F.
On dit que f est injective si

V(za) e B2, ((f(z) = f(z') = (z = 7). (7.1)
On dit que f est est surjective si
VyeF, JazeFE; y= f(x). (7.2)

On dit que f est bijective si f est injective et f est surjective.

Lorsque f : E — F est bijective, l'application h : F — E, qui vérifie foh =Idr et ho f = Idg, est
appelée bijection réciproque de f et est notée par f(~1 :=h.

Lorsque f : E — F est injective, on dira que f est bijective de E sur f(E). Cela se référe au fait que
Uapplication f dans la proposition 9.2 est bijective. De maniere abusive, on dira que la bijection réciproque
(f)<’1> de f est la bijection réciproque de f et on la notera f¢=1.
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7.2 Fonctions continues strictement monotones.

Dans ce paragraphe, on revient sur les fonctions réelles monotones. On travaille donc avec K = R.

Pour une fonction monotone sur un intervalle, on dispose d’une condition suffisante étonnante pour avoir
la continuité de la fonction.

Proposition 7.2. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — R une fonction monotone.
Si Uimage f(I) de I par f est un intervalle de R alors f est continue sur I.

Preuve : Silintervalle f(I) est un singleton {c}, avec ¢ € R, alors f est constante égale & ¢ donc continue
sur 1. On suppose désormais que f(I) est un intervalle non réduit & un point de R. Soit a € I. On montre
que f est continue en a en utilisant (4.11). On rappelle que sup f := sup f(I) et inf f := inf f(I). Comme
f(I) est un intervalle, on remarque que |inf f;sup f[C f(I).

1. Cas ol f est croissante. On distingue les trois cas suivants : f(a) = inf f, inf f < f(a) < sup f et

f(a) = sup f.

a). On suppose f(a) = inf f. Dans ce cas, f(a) = min f(I) et il existe m € (]f(a); +oo[U{+00})
tel que f(7) = [f(a);m[ ou £(I) = [f(a);m].
Soit € > 0. L’ensemble f(I)N]f(a); f(a) + €] est non vide donc il existe b € T tel que f(b) €
1f(a); f(a) + €. Comme f est croissante, on a forcément b > a. Soit 6 =b—a > 0. Pour z € I
avec |x —a| < J, on a, comme f est croissante et f(a) = inf f, f(a) < f(z) < f(a+0) = f(b) <
f(a) + e Donc |f(z) — f(a)| < e. On a montré que f est continue en a.

b). On suppose que f(a) = sup f. Dans ce cas, f(a) = max f(I) et il existe m € (J]—o0; f(a)[U{—00})
tel que f(I) = [m; f(a)] ou f(I) =|m; f(a)].
Soit € > 0. L’ensemble f(I)N]f(a) — € f(a)] est non vide donc il existe b € T tel que f(b) €
1f(a) — ¢ f(a)[. Comme f est croissante, on a forcément b < a. Soit § =a —b > 0. Pour z € T
avec |r — al] < 0, on a, comme f est croissante et f(a) = sup f, f(a) > f(z) > fla—9¢) =
f(®) > f(a) —e. Donc |f(z) — f(a)] < e. On a montré que f est continue en a.

¢). On suppose inf f < f(a) < sup f. Il existe donc (m_;my) € (f(I))? tel que m_ < f(a) < m.
En particulier, [m_;m4] C f(I).
Soit € > 0. Les ensembles [m_;my|N]f(a) — € f(a)] et [m—_;my]N]f(a); f(a) + €] sont non
vides. Donc il existe (c_;cy) € I? tel que f(a) — e < f(c_) < f(a) < fley) < f(a) + e
Comme f est croissante, on a forcément ¢ < a < c4. Soit 6 = min(a — c_;cy —a) > 0.
Pour z € I avec |z — a|] < 4, on a, comme f est croissante et ¢ < a—d <z < a+d < cy,
fla)—e< fleo) < f(z) < f(cq) < f(a) + e Donc |f(z) — f(a)] < . On a montré que f est
continue en a.

2. Cas ou f est décroissante. On distingue aussi les trois cas suivants : f(a) = inf f, inf f < f(a) <

sup f et f(a) =sup f.

a). On suppose f(a) = inf f. Dans ce cas, f(a) = min f(I) et il existe m € (]f(a); +oo[U{+0o0})
tel que (1) = [f(a);m[ ou £(I) = [f(a);m].
Soit € > 0. L’ensemble f(I)N|f(a); f(a) + €] est non vide donc il existe b € T tel que f(b) €
1f(a); f(a)+¢€[. Comme f est décroissante, on a forcément b < a. Soit § = a—b > 0. Pour z € T
avec |x — a| < 0, on a, comme f est décroissante et f(a) = inf f, f(a) < f(z) < fla—9) =
f(b) < f(a) 4+ €. Donc |f(z) — f(a)] < e. On a montré que f est continue en a.

b). Onsuppose que f(a) = sup f. Dans ce cas, f(a) = max f(I) et il existe m € (]—o0; f(a)[U{—o0})
tel que £(I) = [m; f(a)] ou £(I) =lm: f(a)].
Soit € > 0. L’ensemble f(I)N]f(a) — € f(a)] est non vide donc il existe b € T tel que f(b) €
1f(a)—¢; f(a)]. Comme f est décroissante, on a forcément b > a. Soit 6 =b—a > 0. Pour z € T
avec | — a|] < 4, on a, comme f est décroissante et f(a) = sup f, f(a) > f(z) > fla+9) =
f(b) > f(a) —e. Donc |f(z) — f(a)] < e. On a montré que f est continue en a.

¢). On suppose inf f < f(a) < sup f. Il existe donc (m_;my) € (f(I))? tel que m_ < f(a) < m.
En particulier, [m_;m4] C f(I).
Soit € > 0. Les ensembles [m_;m4]N|f(a) — ¢ f(a)] et [m—;my]N]f(a); f(a) + €[ sont non
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vides. Donc il existe (c_;cy) € I% tel que f(a) —e < f(c_) < f(a) < f(cy) < f(a)+e. Comme
f est décroissante, on a forcément c_ > a > cy. Soit 6 = min(a — c¢y;c- —a) > 0. Pour
x € I avec |r — al] < J, on a, comme f est décroissante et ¢4 < a—0 <z <a+9d < c_,
fla)—e< fleo) < f(z) < f(cq) < f(a) + e Donc |f(z) — f(a)] < . On a montré que f est
continue en a. O

Maintenant, voyons ce que ’on peut dire des fonctions réelles continues et strictement monotones sur un
intervalle.

Proposition 7.3. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f: I — R une fonction strictement
monotone et continue. Alors f(I) est un intervalle et f est bijective de I sur f(I). De plus, sa bijection
réciproque f{=1) f(I) — I est continue et strictement monotone de méme sens de variation que f.

Preuve : Par le corollaire 5.2, on sait que f(I) est un intervalle. Vérifions que f est injective.

Soit (z;2') € I? tel que f(x) = f(2'). Si x > 2’ alors, comme f est strictement monotone, on a soit
f(x) > f(2) soit f(z) < f('), ce qui est contradictoire avec ’hypotheése. Si z < z’ alors, comme f
est strictement monotone, on a soit f(x) > f(z') soit f(z) < f(2), ce qui est aussi contradictoire avec
I’hypothese. Donc z = z’. On a montré que f est injective.

D’apres la définition 7.1, f est bijective de I sur f(I). Vérifions que sa bijection réciproque f(~1)
f(I) —> I est strictement monotone de méme sens de variation que f.

a). Cas ol f est strictement croissante. Soit (y;4') € (f(I))? avec y < y'. Soit x = f{~V(y) € I et
o = fEN(y) eI Six=a alors y = f(x ) = f(z') = y/. Contradiction avec y < y'. Si x >
alors, comme f ebt btrlctement croissante, y = f(x) > (x ) = y'. Contradiction avec y < y'. D’ou
x <z’ soit fFV(y) < £ (y). On a montré que f~1) est strictement croissante.

b). Cas ou f est strictement décroissante. Soit (y;y') € (f(L )) avec y < y'. Soit x = f(=N (y) € I et
' = fCU(y) €1 Siz =2 alors y = f(x) = f(2') = ¢/. Contradiction avec y < y'. Si x < 2’
alors, comme f est strictement décroissante, y = f(z) > f(a’) = y/. Contradiction avec y < y'.
D'ott 2 > 2’ soit f¢V(y) > f&U(y/). On a montré que f(~1) est strictement décroissante.

H“ﬁ |

L’application f(~1 est définie sur un intervalle, & savoir f (I), son image est un intervalle, & savoir I. De
plus, elle est strictement monotone donc monotone. Par la proposition 7.2, elle est continue sur f(I). O

Dans le cadre de la proposition 7.3, on peut se demander si I’on a des informations sur I'image f(I) de I
par f. Lorsque I est un segment (c’est-a-dire un intervalle fermé et borné), on a déja une réponse donnée
par le théoreme de Heine (cf. théoreme 5.3).

Prenons I = [a;b] et f : I — R strictement croissante et continue. Alors, par ce théoréme, f(I) s’écrit
[m; M] ot m =inf f et M =sup f. Comme f est croissante, on a bien sir m = f(a) et M = f(b). Donc
F(I) = [f(a); £ (b))

Si f: I — R est strictement décroissante et continue, on voit de méme que f(I) = [f(b); f(a)].

Qu’en est-il si I n’est pas un segment ?

Proposition 7.4. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f: I — R une fonction strictement
monotone et continue. Soit a = infI € (RU{—o0}) et b = supl € (RU {400}). On rappelle que les
limites lim f et lil{nf existent dans R U {—o00;+00} (c¢f. propositions 4.38 et 4.39). Alors,

a

1. si f est strictement croissante,
f(la:bl) = Jlim f; lim £,
2. si f est strictement décroissante,

f(Ja;b])

}lignf;liinf[.

Dans le cadre de la proposition 7.3, cette proposition 7.4 s’applique, puisque qu’'une fonction strictement
monotone est aussi monotone. De plus, pour déterminer complétement f(I), il suffit de calculer f(a) si
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a€let f(b)sibeI. En effet,

siagTetb¢ I, alors I =|a;bl et f(I)= f(]a;b]),
siaeletb¢l, alors I =[a;b[= {a}U]g; b[etf() {f(a
siagTetbel,alors ] ]ab}—{b}u]ab[etf() {f(b)
sia€letbel, alors I =a;b] ={a;b}U]a;b[ et f(I)={f

)pu
u

}
(

f(Ja; b,
f(la; b)),
a); (B)} U f(Jas ).

Preuve de la proposition 7.4 : Soit g la restriction de f & Ja;b[. On a f(Ja;b]) = g(Ja;b]). Comme f
est continue, g est continue, d’apres la proposition 4.21. Comme f est strictement monotone, g est stric-
tement monotone de méme sens de variation que f. Comme f et g sont monotones, on sait, par les
propositions 4.38 et 4.39, que li;n f, 1i£n g, lilr)n f et 1ilrjng existent dans R U {—o0; +00}. Par la proposi-

tion 4.21, limg = lim f et ligng = lil{n f.
a a

1. Cas ou f est strictement croissante. Par les propositions 4.38 et 4.39 appliquées a g, on sait que
lim g = inf g(]a; b]) et ligng = sup ¢(Ja; b[).
a
Soit zg €]a;b[. 1l existe (z_;x4) €]a;b[ tel que x_ < x9 < x4 (cf. remarque 1.8). Comme g
est strictement croissante, on a g(z_) < g(zo) < g(z4+). Pour z < z_, on a g(z) < g(z_) donc,
par passage & la limite z — a dans ces inégalités (cf. proposition 4.36), limg < g(z_) < g(xo).

a
Pour z > x4, on a g(x) > g(x4) donc, par passage a la limite x — b dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), lilr)ng > g(z4+) > g(zg). Donc g(xo) €] limg;ligng[. On a montré que g(]a; b[) C
a
] lim g; liing[.
a
Soit y €] 1img;lilr)ng[. On a donc y €]inf g(]a; b[); sup g(Ja; b))[. Comme y ne majore pas g(]a;b[),
a

il existe x4 €]a;b[ tel que y < g(z4). Comme y ne minore pas g(Ja;b), il existe xz_ €]a;b[ tel
que y > g(z_). On a donc g(z—) < y < g(z4+) et, comme g est croissante, z_ < ;. Comme g
est continue, on a, par le théoréme des valeurs intermédiaires (cf. théoréme 5.1) appliqué & g sur
[z—sa+], y € g([z—;2+]) C g(Ja; b]). On a montré que ]lim g;lim g[C g(Ja; b]).

Conclusion : g(Ja; b[) =]lim g; h;l,m g[. Donc f(Ja; b)) = g(Ja; b[) =] lim g;lilrjng[:] lim f;liin fl.
a a a
2. Cas ou f est strictement décroissante. Par les propositions 4.38 et 4.39 appliquées a g, on sait que
lim g = sup g(Ja; b[) et ligng = inf g(]a; b]).

Soit g €]a;b|. 1l existe (z_;z4) €]a;b[* tel que x_ < x¢ < x4 (cf. remarque 1.8). Comme g est

strictement décroissante, on a g(z_) > g(xg) > g(z4). Pour z < x_, on a g(z) > g(x_) donc,

par passage a la limite 2 — a dans ces inégalités (cf. proposition 4.36), limg > g(x_) > g(zg).
a

Pour z > x4, on a g(z) < g(z4) donc, par passage a la limite x — b dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), ligng < g(xzy4) < g(zo). Donc g(xg) €] liing;limg[. On a montré que g(Ja; b[) C
a

] lign g;lim g.
Soit y €] lil{n g;lim g[. On a y €]inf g(]a; b]); sup g(Ja; b[)[. Comme y ne majore pas g(]a;b|), il existe

x4 €]a; bl tel que y < g(z4). Comme y ne minore pas g(]a; b[), il existe x_ €]a; b[ tel que y > g(z_).
On a donc g(z_) < y < g(x4) et, comme g est décroissante, x_ > x,. Comme g est continue,
on a, par le théoréme des valeurs intermédiaires (cf. théoréme 5.1) appliqué & g sur [xi;2_],
y € g(fz+;2-]) € g(Ja;b]). On a montré que Jlim g; lim g[C g(Ja; b).

Conclusion : g(]a; b]) =] 1ilI]ng; lién gl. Donc f(Ja; b)) = g(Ja; b]) =] lizr)ng;ligng[:] lilI]n f;lign fl- O

7.3 Fonctions dérivables strictement monotones.
Dans ce paragraphe, on continue 1’étude des fonctions réelles monotones en considérant 'influence de la
dérivabilité.

Proposition 7.5. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — R une fonction strictement
monotone et dérivable. Alors f(I) est un intervalle, f est bijective de I sur f(I), sa bijection réciproque
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AR f(I) — I est continue et strictement monotone de méme sens de variation que f. De plus, pour
tout point yo € f(I) tel que f'(f$(yo)) #0, £~V est dérivable en yo de nombre dérivé

1

(=1)y/ - -
U0 = Frene)

Preuve : Comme f est dérivable sur I, elle y est continue, d’apres la proposition 6.6. On peut donc
appliquer la proposition 7.3. Ceci prouve que f(I) est un intervalle, f est bijective de I sur f(I), sa
bijection réciproque f{~1 : f (I) — I est continue et strictement monotone de méme sens de variation
que f.

Soit yo € f(I) tel que f'(f~ (yo)) # 0. On montre que f{~1 est dérivable en gy en utilisant la proposi-
tion 6.1.

Pour y € f(I)\ {yo}, on a, par I'injectivité de f(=1, f1(y) # £ (y0) done

F) = 70 w) ( Y~ )1 () - HE ) ) (73)
Y=o FE W) = F0 (o) () — S0 (o) S

Comme (=1 est continue en yg, on a lim =1 = f<_1>(y0) et, d’apres la proposition 4.21, Liém e =
Yo Yo
f<_1>(y0). Comme f est dérivable en f(=(y), on a

b @) = )

= f(f=D
a—f(=1) (yo) x — fD (yo) F(F7 (o)) -

Par composition de limites (cf. proposition 4.28), on a

- f(f< (y)) f(f )
v “(y) — £ (o)

= f(f"Yw)) # 0,

par hypothese. Par inversion de limite (cf. proposition 4.28) et (7.3), on en déduit que f(~1 est dérivable
en yo de nombre dérivé

(P ) 0

Corollaire 7.6. Soit I un intervalle non réduit ¢ un point de R et f : I — R une fonction strictement
monotone et de classe C* sur I. Alors f(I) est un intervalle, f est bijective de I sur f(I), sa bijection
réciproque f{=1 : f(I) — I est continue sur I, de classe C1 sur tout sous-intervalle, non réduit a un
point, J de f(I) vérifiant

Jc{yef): f(V0) # 0} =

Preuve : On note P(f) par F. La dérivée f’ de f ne s’annule donc pas sur f(~1(F).

Par la proposition 7.5, on sait que f(I) est un intervalle, f est bijective de I sur f(I) et sa bijection
réciproqu$ f&U 0 f(I) — T est continue sur I. De plus, f(~1 est dérivable sur F et sa dérivée est
(ffofo)t

Soit J un intervalle, non réduit & un point, inclu dans F. Comme f{~1) est continue sur J et f’ est continue
sur f&D(), f'o f —1) est continue sur J, par composition (cf. proposition 6.18). Comme f{~%(J) C
fEU(F), £ ne sannule pas sur f(~(J) donc, par inversion (cf. proposition 6.18), (f' o f(=1)=1 est
aussi continue sur J. Par la définition 6.19, £~ est C* sur J. O

Lorsque la fonction f est plus réguliere, il en est de méme de sa bijection réciproque.

Corollaire 7.7. Soit I un intervalle non réduit ¢ un point de R et N € (N* U {oo}). Soit f: I — R une
fonction strictement monotone et de classe O sur I. Alors f(I) est un intervalle, f est bijective de I sur



Cours d’analyse, 16-06-2023 112

f(I), sa bijection réciproque f¢~V : f(I) — I est continue sur I, de classe CN sur tout sous-intervalle,
non réduit ¢ un point, J de f(I) vérifiant

J c{yefd); fr0w) £ 0} = P(f).

Preuve : On note P(f) par F. Soit f : I — R une fonction strictement monotone et dérivable sur
I. On sait, par la proposition 7.5, qu’elle est bijective de I sur f(I) et que sa bijection réciproque
&0 f(I) — T est continue sur I et dérivable sur tout intervalle non réduit & un point J C F.

Soit J un intervalle, non réduit & un point, inclu dans F'. Pour n € N*, soit P(n) I'implication

(fest C"sur I) = (f¢1 est O™ sur J).

Par le corollaire 7.6, P(1) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un n € N*. Pour montrer P(n + 1), on suppose que f est C"*! sur I. Par la
définition 6.25, f est C™ sur I et donc aussi sur f(~1)(.J). Par la proposition 6.24, on sait que f est C™ sur
I et donc, par Phypotheése de récurrence, f(~1 est C™ sur J. Par la proposition 7.5, on sait que (f<*1>)’
est donnée par (f' o f{=1)~1. Par composition (cf. proposition 6.32), f' o f{=1 est C™ sur .J et, comme
f o £ ne s’annule pas sur J, puisque J C F, on en déduit que, par inversion (cf. proposition 6.32),
(f&1) est C™ sur J. D’apres la définition 6.25, f(~1 est C™*! sur J. On a montré donc que P(n + 1)
est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 1), P(n) est vraie pour tout n € N*.

Si N € N, P(N) prouve que f{~1 est CN sur .J. Ceci étant vrai pour tout N € N, on a le résultat aussi
pour N = oo. O

8 Fonctions usuelles et fonctions plates.

Dans cette partie, on procede a la construction de plusieurs fonctions usuelles. On en donne des propriétés.
On classe ces fonctions en quatre familles : fonction exponentielle et logarithmes, fonctions puissance,
fonctions circulaires, fonctions hyperboliques. On termine par la construction de fonctions régulieres
“plates”.

8.1 Fonction exponentielle complexe.

Dans ce paragraphe, on donne la définition de la fonction exponentielle complexe ainsi que certaines
propriétés de cette fonction. La justification complete de la construction et des propriétés est renvoyée
au paragraphe 9.7.

Définition 8.1. Pour z € C, on admet que la suite complexe

N
(z )
n!
n=0 NeN

converge dans C. On note par exp(z) sa limite, i.e.

exp(z) := lim —.

L’application exp : C — C qui, a tout z € C, associe exp(z) est appelée fonction exponentielle complexe.
Pour z € C, on note aussi e := exp(z).
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Pour z € C, on a défini la suite (2")nen par récurrence (cf. définition 3.13). Si z # 0, cette suite ne
s’annule pas, d’apres la proposition 3.14. Pour z # 0 et n € N, on pose z7" = 1/2z".
La fonction exponentielle complexe possede les propriétés remarquables suivantes.

Proposition 8.2. Soit U := {z € C; |z| = 1}. On a les propriétés suivantes :

VzeC, exp(z) = exp(E) , (8.1)
V(21522) € C*,  exp(z1 +22) = exp(z1) - exp(za),
1
VzeC, exp(z) # 0 et o) exp(—z), (8.3)

VzeC, VpeZ, exp(p-2) (exp(z))p , (8.4)
VzeR, exp(r) € RM™, .
VzeR, exp(ix) €eU. (8.6)

Preuve : Voir la proposition 9.61 au paragraphe 9.7. g

On a aussi le résultat de régularité suivant.

Proposition 8.3. Soit o« € C et f : R — C définie par, pour t € R, f(t) = exp(at). La fonction f est de
classe C' sur R et sa dérivée f' : R —s C est donnée par, pour t € R, f'(t) = aexp(at).

Preuve : Voir la proposition 9.62 au paragraphe 9.7. O

On donne la proposition suivante qui permettra d’étudier les fonctions sinus et cosinus au paragraphe 8.4.

Proposition 8.4. La fonction ¢ : R — U, donnée par o(t) = exp(it), est surjective.
L’image réciproque ¢~ ({1}) du singleton {1} par ¢ est donnée par p=1({1}) = 2nZ := {27 - k; k € Z}.
En particulier, on a

V(zy,22) €R?*, (p(21) = @(22)) <= (21 — 22 € 20Z) . (8.7)
L’application ¢ est 2w-périodique i.e.
VeeR, o+ 2n) = ¢(z).

Enfin, on a ¢(0) =1, o(n/2) =1, o(r) = —1 et p(37/2) = —i.

Preuve : Voir les propositions 9.63 et 9.66 au paragraphe 9.7. g

Corollaire 8.5. Pour tout z € C*, l'ensemble A, := {t € R; z = |z|exp(it)} est infini et s’écrit A, =
{0 + 2nk; k € Z}, pour un certain 0 € R. De plus, l’ensemble A,N| — m; 7| a exactement un élément.

Preuve : Pour z € C*, on a |z| # 0 et z/|z| € U. Par la proposition 8.4, il existe § € R tel que ¢(0) = z/|z|
donc z = |z|exp(if) et 6 € A,.

Soit 8 € A,. On a p(0) = z/|z| = ¢(0') et, d’apres (8.7), il existe k € Z tel que ' = 6 + 27k. Donc
A, C {0+ 2rnk; ke Z}.

Pour k € Z, on a p( + 27k) = ¢(27k)¢p(0), d’apres (8.2). Comme 27Z = =1 ({1}) (cf. proposition 8.4),
w(2rk) =1 et p(0 + 2wk) = p(0) = z/|z|. Donc {0 + 27k; k € Z} C A,.

On a montré que A, = {6 + 2nk; k € Z}.

On note par E la fonction partie entiere définie dans la proposition 9.8.

Par la proposition 9.8, (6/(27)) — E(0/(2x)) € [0;1].

Si (8/(2m)) — E(8/(2m)) € [0;1/2], on a, pour k = —F(0/(27)) € Z, (0/(27)) + k € [0;1/2] donc aussi
(0/(2m)) + k €] —(1/2);1/2]. D’ou 0 + 27k €] — m; 7] et A,N] — ;7] contient au moins un élément.
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Si (8/(2w)) — E(0/(27)) €]1/2;1], on a, pour k = —1 — E(8/(27)) € Z, (8/(27)) + k €] — (1/2);0[ donc
(0/(2m)) + k €] —(1/2);1/2]. D’ou 0 + 27k €] — m; ] et A,N] — ;7] contient au moins un élément.
Dans tous les cas, on a vérifié que A,N] — ;7] contient au moins un élément.

Soit (k1;k2) € Z2 tel que 0 + 2rky €] — w57 et 0 + 2wk €] — m; 7). Par la remarque 1.5, on a donc
0 < |27k — 27ko| < 27 soit 0 < |ky — ko| < 1. Comme (ky;ks) € Z2, on a forcément ki = ko. Donc, il y
a au plus un élément dans A,.N] — 7; 7.

On a montré que A,N] — ;7] a exactement un élément. O

Définition 8.6. Pour z € C*, on dit qu’un réel t vérifiant z = |z| exp(it) est un argument de z. L’ensemble
A, , défini dans le corollaire 8.5, est donc ’ensemble infini des arguments de z. L’unique élément de A,
qui appartient & | — ;| est appelé argument principal de z et est noté par Arg(z).

D’apres la proposition 8.4, 0 est Pargument principal de 1, 7/2 est argument principal de i, 7 est
Pargument principal de —1, 37/2 est un argument de —i mais c’est 37/2 — 27 = —7/2 qui est 'argument
principal de —i.

Remarque 8.7. Il se trouve que l’on peut donner une formule pour ’argument principal de z lorsque z
n’appartient pas & Uensemble {z € C; R(z) < 0 et I(z) = 0}. Cette formule fait intervenir la fonction
Arctan définie dans la proposition 8.24. On renvoie a la proposition 8.26 a ce sujet.

Pour terminer, on signale que ’exponentielle complexe exp : C — C* est surjective, comme on le verra
dans la proposition 8.9 du paragraphe 8.2.

8.2 Fonction exponentielle réelle et logarithmes.

Dans ce paragraphe, on se concentre sur I’exponentielle réelle, la restriction a R de I’exponentielle complexe
du paragraphe 8.1.

Tout d’abord, on remarque que, pour x € R, la suite

N
( xn)
n!
n=0 NEN

est en fait réelle positive croissante et de premier terme 1. Donc, par la proposition 3.51, sa limite exp(x)
est réelle et vérifie

N . N
exp(z) = NLHEOOZ% = sup{Zi'; NEN} > 1. (8.8)
— nl !

n=0
De plus, pour z € R, exp(z) est non nul et exp(—x) = 1/ exp(z), cf. (8.3) et (8.5).

Proposition 8.8. La fonction exponenticlle réelle est o valeurs dans RT*, i.e. exp : R — RT*. Elle est de
classe C! sur R et sa dérivée est elle-méme, i.e. exp’ = exp. Elle est strictement croissante et bijective
de R sur RY*. Sa bijection réciproque exp{=" : RT* — R est de classe C", strictement croissante et on
a, pour x > 0,

_ 1
(exp< 1>)/(z) = - (8.9)
De plus, pour tout m € N, on a
Iggloo ™ -exp(z) = 0 et IEIEOO ™™ exp(z) = +00. (8.10)

Preuve : Le fait que exp(R) C RT* vient de (8.5). Le fait que Pexponentielle réelle soit C'! sur R de dérivée
elle-méme découle de la proposition 8.3 pour a = 1. En particulier, ’exponentielle réelle est continue sur
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R (cf. proposition 6.20).

Comme la dérivée de I'exponentielle réelle est une fonction strictement positive (& savoir I'exponentielle
réelle), exponentielle réelle est strictement croissante, d’apres le corollaire 6.15. D’apres la proposition 7.3,
exp est bijective de R sur exp(R) et sa bijection réciproque exp‘~" : exp(R) — R est continue et
strictement croissante. Comme la dérivée de l'exponentielle réelle ne s’annule jamais, on sait, par le
corollaire 7.6, que exp‘~! est de classe C* sur exp(R) et on a, pour z € exp(R),

exp) () = ! = 1 - :
( p ) ( ) ((exp’) ° exp<—1))(l‘) (exp o exp(—1>)($) T

b

ce qui donne (8.9) sur exp(R).
Soit m € N. Pour > 0 et N > m + 1, on a, par la proposition 3.9,

1 ix”_l zm:x”_’_ gmtl +1 zN:x”> x
am = n! am = n! xm-((m—i—l)!) Tm ol n!l = (m+1)!

donc, par passage a la limite N — +oo dans les inégalités (cf. proposition 3.48), on obtient

T

1 exp(z) >
— - eXp(T —_— .
P G ]

Comme lim z = 400, on a, d’apres les propositions 4.37 et 4.36,
r——+0o0

: —m _
wEI-lr-loo x exp(z) +oo .

Par inversion (cf. proposition 4.37) et produit (cf. proposition 4.32),
1

li -7 —— =0
x—lgloo( )" exp(x)

Comme \ lim (—t) = +o0, on a, par composition (cf. proposition 4.28),
——0c0

lim " — =0
S =

Comme exp(—t) = 1/ exp(t), pour tout t € R, on en déduit que

lim z™-exp(z) = 0.
Tr—r—00
On a montré (8.10).
Il reste & vérifier que exp(R) = RT*.
D’apres (8.10) avec m = 0, on sait que
im exp(z) = 0 et xBr—iI-loo exp(z) = +o0.
Par la proposition 7.4, on en déduit que exp(R) = R**. O

Gréce a cette proposition 8.8, on peut montrer la surjectivité de I'exponentielle complexe, étudiée dans
le paragraphe 8.1.

Proposition 8.9. L’exponentielle complexe exp : C — C* est surjective i.e. tout compleze z € C* s’écrit
exp(c) pour un ¢ € C.

Preuve : Soit z € C*. On a donc |z| # 0 et z/|z| € U (U étant défini dans la proposition 8.2). Par
la proposition 8.4, il existe 5 € R tel que z/|z| = ¢(8) = exp(if). Comme |z| > 0, il existe, par la
proposition 8.8, un « € R tel que exp(«) = |z|. D’ou

2= |z - ﬂ = exp(a) - exp(if) = exp(a+if),
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d’apres (8.2). O

On introduit maintenant les logarithmes.

Définition 8.10. La bijection réciproque exp'~" : R™* — R de lexponentielle réelle est appelée loga-
rithme népérien et est noté In. Pour a € RT* \ {1}, In(a) # 0 car exp(0) = 1 et le logarithme de base a
est la fonction Log, : R™ — R définie par, pour x > 0, Log,(z) = In(x)/In(a).

Proposition 8.11. La fonction logarithme népérien In :)0; +o0o[— R est de classe C1, strictement crois-
sante, bijective. Sa dérivée In’ :]0; +00[— R est donnée par, pour z > 0, In'(z) = 1/z. On a

ilg}) In(z) = —oo et mgr}_loo In(z) = 4o00. (8.11)
On a |
lm zln() = 0 et Lm 2@ _ (8.12)
x—0 T—+00 x

Pour (x1;22) €]0; +00[?, on a In(z1 - 22) = In(z1) + In(z2).

Preuve : Par la proposition 8.8, on sait que In = exp(™! est C!, strictement croissante et bijective
]0; +00[ sur R. De plus, (8.9) donne une expression de sa dérivée.
Comme In(]0; +00[) = R et comme In est strictement croissante, on a, par les propositions 4.38 et 4.39,
lim In(z) = infR = —co et lim In(z) = supR = o0,
z—0 z—+00
ce qui donne (8.11).
Pour z > 0, on a zln(z) = exp(In(z)) - In(x). Comme lim0 In(z) = —o0 et tlim t - exp(t) = 0, d’apres
rT— — — 00
(8.10) avec m = 1, on a, par composition (cf. proposition 4.28), 111% 2In(z) = 0. De plus, pour z >
r—
0, on a (In(z))/z = (In(z))/exp(In(z)). Comme lim In(z) = +oo et lim t/exp(t) = 0, d’aprés
T—>+00 t—+o0
(8.10) avec m = 1 et par inversion (cf. proposition 4.37), on a, par composition (cf. proposition 4.28),
wll)r_{loo (In(z))/xz = 0.
On a montré (8.12).
Pour (z1;72) €]0; +00[?, soit 21 = In(x1) et 22 = In(z2). Par (8.2), exp(21 + 22) = exp(21) - exp(z2) et, en
appliquant la fonction In, on obtient z; + zo = In(exp(z1 + 22)) = In(exp(z1) - exp(z2)) = In(z; - x2) soit
In(z1 - x2) = 21 + 22 = In(z1) + In(xs). O

On termine ce paragraphe en déterminant la régularité maximale de ’exponentielle réelle et des loga-
rithmes.

Proposition 8.12. La fonction exponentielle réelle est de classe C*° sur R. La fonction logarithme népérien
est de classe C sur RY*. Pour a € R™ \ {1}, le logarithme de base a est de classe C* sur RT*.

Preuve : On rappelle que RF est I'ensemble des fonctions de R dans R. Soit f : R — R la fonction
exponentielle réelle, qui est de classe CY sur R (cf. proposition 8.8), et g : N — RF la suite constante
égale a f. Pour tout p € N*, la propriété P(p) de la proposition 6.29 est vraie, d’apres la proposition 8.8.
Par la proposition 6.29, f est de classe C? sur R, pour tout p € N*. Donc f € C®(R;R), d’apres la
définition 6.25. Comme exp’ = exp ne s’annule pas, on déduit du corollaire 7.7, que In = exp{~1 est de
classe C* sur exp(R) = RT*. Comme C*®°(RT*;R) est un R-espace vectoriel (cf. proposition 6.26), le
logarithme de base a est aussi de classe C* sur R**. g

8.3 Fonctions puissances.

Dans ce paragraphe, on construit plusieurs fonctions puissances. On dispose déja des fonctions R 5 x +—
2™ € R avec n € N, qui engendre 1’espace vectoriel des fonctions polyndmiales sur R (cf. définition 6.21).
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On va compléter cette collection en construisant notamment des fonctions I 3 x — z® € R, pour a € R
et I un intervalle approprié.

Considérons la fonction R 3 o +— 22 € R. Elle est & valeurs dans RT. Elle n’est pas injective car —1 et 1
ont la méme image. Cependant, sa restriction & RT est strictement croissante continue donc bijective de
RT sur I'image de RT. La bijection réciproque est en fait définie sur RT et est la fonction racine carrée
et constitue un nouvel exemple de fonction puissance comme on le verra plus loin.

Notons que la restriction & R~ de la fonction précédente est strictement décroissante et continue donc
bijective de R~ sur son image. On aurait pu prendre cette fonction pour définir la racine carrée mais on
a historiquement fait ’autre choix.

Si I'on considere la fonction R 3 & — 23 € R, on voit qu’elle est strictement croissante et continue sur R.
Elle est donc bijective de R sur son image. La bijection réciproque nous donne la fonction racine cubique
qui sera en fait définie sur R.

La différence entre les deux cas précédents est liée a la parité de n dans R 5 x — 2™ € R. On va procéder
a une étude similaire mais dans le cas général n € N*.

Pour n € N*, on pose D,, = R si n est impair et D,, = RT si n est pair.

Proposition 8.13. Soit n € N*. On considére f, : D, — R définie par, pour x € D, f,(x) = 2™. La
fonction f, est strictement croissante sur D,,, continue sur D,, et bijective de D,, sur D,. Sa bijection

v, D,, — D,, est continue et strictement croissante. Elle est strictement positive sur RT*

réciproque fff
et ffl_w(()) = 0. De plus, lorsque n est impair, f,i_m est une fonction impaire (cf. définition 4.5).
)

Cette bijection réciproque fri_l est appelée fonction racine n-iéme et est notée par /-

Pour n pair et non nul, {/- est donc une fonction de R* & valeurs dans R™. Pour n impair, {/- est donc
une fonction de R & valeurs dans R.

Pour n = 2, on retrouve la fonction racine carrée i.e. &/- = /- : Rt — R mentionnée au paragraphe 2.1
(cf. aussi proposition 9.10 et définition 9.11). Pour n = 3, ¥/ : R — R est appelée fonction racine cubique.

Preuve de la proposition 8.13 : Soit n € N*. On a vu dans la proposition 6.22 que I’application R 3 x — 2™
est de classe C'! et on a une expression pour sa dérivée. Donc sa restriction & D,,, & savoir f,, est de classe
C! sur D, et, pour x € D,,, f(x) = nz"~'. En particulier, f,, est continue sur D,, (cf. proposition 6.20).
Si n est impair alors D,, = R et, pour tout z € R*, f(z) = nz"~! > 0, car n — 1 est pair. Donc f,, est
strictement croissante sur | — 0o; 0] et strictement croissante sur [0; +o00[ (cf. corollaire 6.15). On en déduit
que f, est donc strictement croissante sur R = D,,.

Si n est pair et non nul alors D,, = RT et, pour tout z € R™*, f/ (z) = nz"~! > 0. Donc f,, est stricte-
ment croissante sur [0; +oo[= D,, (cf. corollaire 6.15).

Par la proposition 7.3, f, est donc bijective de D,, sur f(D,,) et sa bijection réciproque f,<fl> : fn(Dn) —
D,, est continue et strictement croissante. De plus, comme f,,(0) = 0, f,§71>(0) =0.
On a vu, au paragraphe 4.3.3, que lim z = +o00 et, au paragraphe 4.2.4, que lim z = —oo0.

T—r+00 T—r—00

Considérons le cas ol n est impair. Pour x > 1, on a f,(z) > x. Par le théoréme des gendarmes (cf.
proposition 4.36), on a donc lirf fu(x) = +00. Pour x < —1, on a fy(z) < x. Par le théoreme des
T—>+00

gendarmes (cf. proposition 4.36), on a donc lim f,(x) = —oo. Gréce a la proposition 7.4, on en déduit
r——00

que fr(Dp) = fn(R) =R =1D,.

Pour tout = € R, fn(—f£71>(x)) = (—1)"z = —x, car n est impair et d’apres la proposition 3.14, donc

fé_w(—a:) = —fé_n(a:). La fonction ffl_” est donc impaire.

Voyons maintenant le cas ol n est pair et non nul. Pour > 1, on a f,,(z) > z. Par le théoréme des gen-
darmes (cf. proposition 4.36), on a donc 122100 fn(z) = +00. Comme f,, est continue en 0, il_r)r%) folz) =
fn(0) = 0. D’apres la proposition 7.4, f,(]0;+o00[) =]0;4oo[. Donc f,(Dy) = fn([0; +00]) = {fn(0)} U
fn(]0; 00[) = {0}U]0; +oo[= [0; +oo[= Dy.

Dans les deux cas, comme fffl est strictement croissante et f7<fl>(0) =0, fﬁfl) est strictement positive
sur RT*, O
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Pour n € N* et © € D, on a, par la proposition 8.13 {/z" = 2. Donc {/- se comporte intuitivement
comme une puisance 1/n. Cependant, lorsque n est pair, elle n’est définie que sur R*.

On peut se demander si 'on peut fabriquer une fonction puissance rationnelle et strictement positive
de la fagon suivante : comme un rationnel strictement positif s’écrit p/q avec (p;q) € (N*)2, on pourait
prendre x + (¢/Z)P. Mais, pourquoi pas z — (¥/x?)?

On éclaircit cette question dans la proposition 8.14 suivante. Pour ce faire, on introduit une nouvelle
fonction.

Soit ¢ € N*. Lorsque q est pair, on étend la fonction -, qui est seulement définie sur R*, & R par imparité
en considérant I'application - : R — R définie par /x = ¥z, si x > 0, et par ¢/ = — W, six < 0.
Lorsque ¢ est impair, on pose /- = /-, qui est définie sur R et est impaire (cf. définition 4.5).

On rappelle que, pour p € Z\ N et pour r > 0, r—P # 0 (cf. proposition 3.14) et 7P := 1/r~P.

Proposition 8.14. Soit p € Z* et g € N*.
1. On supposep > 0. On a

hS]

VreR", (¥r)" = ¥rr. (8.13)

o

On suppose p < 0. On a

3. On suppose q impair. On a

vreR™, (¢r) = . (8.14)
xP

V<0, (%)p =

B

. On suppose p > 0. On a

Ve eR, ("75)1) = vaP.

5. On suppose p < 0. On a

VaeR", (T\/E)p = VuP.

On remarque que, dans le cadre cette proposition 8.14, pour ¢ pair et 2 < 0, on ne peut appliquer - ni
a x, ni a xP si p est impair. En revanche, on peut 'appliquer a zP si p est pair. Ceci explique ’hypothese
“q impair” dans 3.

Preuve de la proposition 8.14 :

1. Soit p > 0. Comme ¥0 =0et 0P =0, on a (%)p =0 = v/0P. Pour r > 0, ¥/rP > 0 et est 'unique
solution de I’équation d’inconnue z € D, donnée par z? = rP (cf. propostion 8.13). Comme, par

la proposition 3.14, )
(") = (e = ()" =,

(/r)P est solution de I’équation précédente. Par unicité, (¢/r)P = ¥/rP.
2. Soitp<O0etr>0.Parl,ona (r)?=+vrP>0.On adonc

q

P! _ 1 - L -
((\/;)) - (\q/rfp)q P

Or, ¥/rP est 'unique solution de I’équation d’inconnue x € D, donnée par z? = rP (cf. propos-

tion 8.13), donc ¥/r? = (¢/7)P.

3. Soit ¢ impair. Pour x < 0, on a, par imparité de /-, par la proposition 3.14 et par 1 ou 2,

() = (V) = (0 (Y = (Y = YOI (e = V.

4. Soit p > 0. Lorsque = > 0, la formule & démontrer découle de (8.13). Pour x < 0, on peut refaire
le calcul du 3 avec ¢~ remplacée la fonction impaire /-,

5. Soit p < 0. Lorsque > 0, la formule & démontrer découle de (8.14). Pour < 0, on peut refaire
le calcul du 3 avec - remplacée la fonction impaire /- O
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Définition 8.15. Soit p € Z* et ¢ € N*. Soit Df =R*sip<0et Dg =R si p > 0. On appelle fonction
puissance p/q Uapplication Py, : DII,D — R définie par

. —\P —
VxGDZI:, P,e(x) = (\Q/E) = VuP.

On constate des limitations déplaisantes de cette construction. Tout d’abord, méme lorsque la fonction
T/q est définie sur R, elle est en général seulement continue. Pﬂ exemple, on peut vérifier que m =Y
n’est pas dérivable en 0. C’est la méme chose avec ?/3 = ¥ et % D’autre part, on ne voit pas
comment généraliser cette construction pour obtenir une fonction “puissance o” avec a € R.

C’est pourquoi une attitude différente est adoptée dans la littérature mathématique, une attitude que
I’on va suivre ci-dessous.

Proposition 8.16. Soit p € Z* et ¢ € N*. On a

1
Ve eR™, ¥z = exp (ln(x)) = ean® (8.15)
q
et
Ve € RT™, P, ,(z) = exp (Z~ln(x)) = ealn(@ (8.16)

Preuve : Soit 2 > 0. Par (8.4) et la définition de In,

(oo (1 01) )" = et = »
LIn(x)

donc ea est solution de I’équation d’inconnue ¢ € R donnée par f,(t) = = dont I'unique solution est
¥z. On a donc montré (8.15).
Par (8.4) et (8.15),

exp <§-1n(x)) - <exp (;-m(x)))p — (¢2)" = Byyla),

d’apres la définition de P,/, dans la définition 8.15. d

Ce résultat nous conduit naturellement a la définition suivante d’une fonction “puissance a” avec a € R.

Définition 8.17. Soit o € R. La fonction puissance a est la fonction P, : R™* — R** définie par

Yz e RT*, P,(z) := exp(a-In(z)) = @, (8.17)

Cette définition est satisfaisante dans la mesure ou l'on a la

Proposition 8.18. Pour a € R, la fonction P, est de classe C* et P, = aP,_1. Pour a € R*, la fonction
P, est bijective et sa bijection réciproque P,i_1> est Pyjo. Lorsque a > 0, la fonction P, se prolonge par

continuité en 0 et son prolongement P, est aussi bijectif. Lorsque o est rationnel non nul et s’écrit p/q
avec p € 7* et ¢ € N*, P, est la restriction ¢ RT* de Pyq-

Preuve : La proposition 8.16 donne immédiatement la derniere affirmation. Soit o € R. Par composition
(cf. propositions 8.8, 8.11 et 6.20), la fonction P, est de classe C! et, pour 2 > 0,

VzeR™, Pl(a) =

«
T

- Py(z) = a- en@) —In(z) — . P,_1(z).
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Soit a € R*. Pour = > 0, on a, par la définition 8.10,

P, (Pl/a(x)) = exp(a (1/a) - ln(a:)) = exp(In(x)) = exp((l/a) yox ln(x)) = Pi/q (Pa(x)) .

Donc Py 0 Py/q = ldg++ = Py/q o P,. Par la proposition 9.2, P, est bijective et sa bijection réciproque
est P /q-

Soit o > 0. D’apres les propositions 8.8, 8.11, 4.37et 4.28, P, tend vers 0 en 0. Par la définition 4.25,
P, se prolonge par continuité en 0 et son prolongement P, vérifie P,(0) = 0. Donc P, : Rt — R¥ est
bijectif (cf. proposition 9.2). O

On détermine maintenant la régularité des fonctions introduites dans ce paragraphe.

Proposition 8.19. Soit p € Z*, ¢ € N* et a € R.

1. Sur R™, les fonctions /- et V, qui coincident, P, et Py sont toutes de classe C™.

2. Sur R™*, les fonctions V et Py, sont de classe C>.

Preuve :

1. D’apres les formules (8.15), (8.16) et (8.17), et d’aprés la proposition 6.32, les fonctions ¢/~ et /-,
P,,, et P, sont toutes de classe C™> sur Rt*.

2. Larestriction & R™* de la fonction valeur absolue || est une fonction polynéme & valeurs dans R**.
Elle est donc de classe C*° sur R™*, par la proposition 6.33. Par composition avec la restriction de
— ¢/ a RT™, qui est de classe C* (proposition 6.32), la fonction /- est de classe C>° sur R™* (cf.
proposition 6.32). Par la proposition 6.33, la fonction R™* > x +— 2P, avec p € N*, est de classe
C° et, par la proposition 6.32, la fonction R™ 3 z — P, avec p € (Z\N), est aussi de classe C*°.

Donc, par composition avec la restriction de /- a R™* (cf. proposition 6.32), P,/, est de classe
C*> sur R™*. O

8.4 Fonctions circulaires.

Ce paragraphe est consacré a ’étude des fonctions circulaires sinus, cosinus, tangente et cotangente, ainsi
qu’a leurs fonctions réciproques. On rappelle que U = {z € C; |z| = 1}.

Définition 8.20. Les parties réelle et imaginaire de la fonction ¢ : R — U, donnée par o(t) = exp(it)
(cf. définition 4.5 et proposition 8.4), sont appelées respectivement fonction sinus et fonction cosinus. On
note, pour x € R, sin(z) = Rp(z) et cos(x) = Sp(x).

Des propriétés de la fonction ¢ (cf. proposition 8.4), on déduit les propriétés suivantes de sinus et cosinus.

Proposition 8.21. Les fonctions sin : R — [—1;1] et cos : R — [—1;1] sont de classe C' sur R. Leurs
dérivées sont données par sin’ = cos et cos’ = — sin. Elles sont 2w-périodiques (dans le sens donné par la
proposition 8.4). La fonction sin est impaire et la fonction cos est paire (cf. définition 4.5). De plus, pour
tout x € R, on a (sin(x))? + (cos(z))? = 1.

La fonction sin est strictement positive sur|0; 7|, strictement négative sur|—m;0[. On a sin(0) = sin(7) =

0, sin(—n/2) = —1 et sin(n/2) = 1. Elle est strictement croissante sur [—m/2;7/2] et strictement dé-
croissante sur [w/2;w| et sur [—m : —mw/2].

La fonction cos est strictement positive sur | — w/2;7/2[, strictement négative sur | — m; —w /2| et sur
J7/2;w[. On a cos(0) =1, cos(m/2) = 0 = cos(—7/2) et cos(mw) = —1. Elle est strictement croissante sur

[—7 : 0] et strictement décroissante sur [0;7].

Preuve : On renvoit a celle du lemme 9.64. O
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Proposition 8.22. La restriction de la fonction sin a Uintervalle [—m /2;7/2] est bijective de [—m /2; /2] sur
[—1;1]. Sa bijection réciproque, appelée Arcsinus et notée Arcsin : [—1;1] — [—7/2;7/2], est impaire,
strictement croissante, continue sur [—1;1] et dérivable sur ] — 1;1[. De plus,

1
Vre]—-1;1], Arcsin’(z) = ———. 8.18
-1l @ = s (5.19)
La restriction de la fonction cos a Uintervalle |0; 7] est bijective de [0; 7] sur [—1; 1]. Sa bijection réciproque,
appelée Arccosinus et notée Arccos : [—1;1] — [0; 7| est strictement décroissante, continue sur [—1;1]
et dérivable sur ] — 1;1[. De plus,
-1

VvV 6] — 1, 1[, AI‘CCOS/(JC) = ﬁ . (819)
-

Pour tout x € [—1;1], Arccos(x) + Arcsin(z) = 7/2.

On peut remarquer que sin est aussi bijective de [7/2;37/2] sur [—1;1], de [7n/2;97/2] sur [—1;1]. Le
choix de lintervalle [—m/2;7/2] pour définir la fonction Arcsin est donc arbitraire. Il a cependant le
mérite de préserver I'imparité de sinus et de la transmettre a Arcsinus. Dans le cas de cosinus, le choix
de lintervalle [0; 7] est aussi arbitraire.

Preuve de la proposition 8.22 : Par la proposition 8.21, sin est continue et strictement croissante sur
[—7/2; /2] donc, par la proposition 7.3, elle est bijective de [—7/2; /2] sur sin([—7/2; 7/2]) et sa bijection
réciproque Arcsin est continue et strictement croissante sur sin([—w/2;7/2]).

Toujours par la proposition 8.21, sin(7/2) = 1 et, par imparité, sin(—m/2) = —1. D’apreés la proposition 7.4

et la continuité de sinus, sin(] — 7/2;7/2[) =] — 1; 1[. D’on
sin([-7/2;7/2]) = {sin(—7/2);sin(r/2)} U sin(] —7/2;7/2]) = [-1;1].
Comme sin’ = cos ne s’annule pas sur | — 7/2; /2] et y est strictement positive (cf. proposition 8.21), la
proposition 7.5 garantit que Arcsin est dérivable sur sin(] — 7/2;7/2[) =] — 1; 1] et que, pour = €] — 1;1],
1 1 1 1
Arcsin’(z) = =

sin’ (Arcsin (z)) cos(Arcsin (z)) - \/1 B (sin(Arcsin(a:)))2 - V1—a22

Pour z € [-1;1], on a —x € [—1;1] et, puisque sinus est impaire (cf. proposition 8.21), sin(—Arcsin (z)) =
—sin(Arcsin(x)) = —z donc —Arcsin (z) est solution de I’équation d’inconnue t € [—7/2; /2] donnée par
sin(t) = —x, dont 'unique solution est Arcsin(—z) d’apres la bijectivité de sin de [—7/2;7/2] sur [—1;1]
(cf. proposition 9.2). D’ott —Arcsin (z) = Arcsin(—z). On a montré que Arcsin est impaire.

Par la proposition 8.21, cos est continue et strictement décroissante sur [0; 7] donc, par la proposition 7.3,
elle est bijective de [0;7] sur cos([0;7]) et sa bijection réciproque Arccos est continue et strictement
décroissante sur cos([0; 7).

Par la proposition 8.21, cos(0) = 1 et cos(m) = —1. D’apres la proposition 7.4 et la continuité de cosinus,
cos(]0; w[) =] — 1;1[. D’on
cos([0;7]) = {cos(0); cos(m)} U cos(]0;n]) = [-1;1].

Comme cos’ = —sin ne s’annule pas sur |0;7[ et y est strictement négative (cf. proposition 8.21), la
proposition 7.5 garantit que Arccos est dérivable sur cos(]0; w[) =] — 1;1[ et que, pour x €] — 1; 1],

1 1 —1 —1

Arccos’(x) = - = . = - 2"
cos’ (Arccos (z)) — sin(Arccos (z)) \/1 — (cos(Arccos (x)))2 V1—z

Par les propositions 4.32 et 6.8, la fonction Arccos 4+ Arcsin est continue sur [—1; 1], elle est dérivable
sur | — 1;1[ et, d’apres (8.18) et (8.19), sa dérivée est nulle. Par le corollaire 6.15, elle est constante sur
[—1;1] égale & Arccos(0) + Arcsin (0) = (7/2) + 0 = 7/2. O
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Attention : on a, certes, pour tout x € [—7/2;7/2], sin(Arcsin(x)) = x et Arcsin (sin(z)) = = mais, pour
x & [—m/2;7/2], Arcsin (sin(x)) # z, puisque Arcsin est a valeurs dans [—7/2;7/2].

D’apres la proposition 8.21, I’ensemble des points d’annulation de la fonction cosinus et celui de la fonction
sinus sont respectivement les ensembles

D. = {tGR; (t—g) E’/TZ} et Dy = {tGR;tGWZ}.

Définition 8.23. On appelle fonction tangente la fonction tan : R\ D, — R définie par, pour x € R\ D,,
sin(x

tan(z) = E )) On appelle fonction cotangente la fonction cotan : R\ Dy — R définie par, pour
cos(z

x € R\ Ds, cotan(z) =

cos(z) 1

sin(r)  tan(z)’

On remarque que les domaines de définitions de tangente et cotangente vérifient

R\ D, = U}—%—l—kﬂr;g—i—kw[ et R\D, := U]kﬂ';(k-‘rl)ﬂ'[. (8.20)
kez keZ

On remarque aussi qu’ils sont symétriques par rapport a 0 :

(@ €R\D) = (-2 € R\D,)) et ((z€R\D,) = (~z € R\D,)).
Proposition 8.24. La fonction tangente est impaire. Elle est strictement croissante et de classe C* sur
chaque intervalle composant son domaine de définition. De plus,

1
(cos(ac))2 .

La restriction de la fonction tan a Uintervalle | —w/2;7/2[ est bijective de | —m/2;w/2[ sur R. Sa bijection
réciproque, appelée Arctangente et notée Arctan : R —] — 7w /2; /2], est impaire, strictement croissante,
dérivable (donc continue) sur R. De plus,

Ve eR\D., tan'(z) = 1+ (tan(g;))2 =

1

VzeR, Arctan’(z) = T 22
x

(8.21)

La fonction cotangente est impaire. Elle est strictement décroissante et de classe C' sur chaque intervalle
composant son domaine de définition. De plus,

-1
(sin(at))2 .
La restriction de la fonction cotan a intervalle |0; 7| est bijective de |0; [ sur R. Sa bijection réciproque,

appelée Arccotangente et notée Arccotan : R —|0; 7|, est strictement décroissante, dérivable (donc
continue) sur R. De plus,

Ve e R\ D., cotan'(z) = 7(1 + (cotan(x))2> =

-1

VzeR, Arccotan’(z) = T (8.22)
Pour tout x € R, Arctan(z) + Arccotan (z) = 7/2. De plus,
lim  Arct = -2 et lim Arct =2 8.23
lim - Arc an(z) = 5 et lim Arc an(z) = 5 (8.23)
lim Arccotan(z) = 7 et lim Arccotan(z) = 0. (8.24)

T—r—00 T—r—+00
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Preuve : Comme le domaine de définition de tangente est symétrique par rapport a 0, comme cosinus est
paire, comme sinus est impair, on voit que tangente est impaire.

Pour k € Z, soit I =] — 7/2 + 27k; /2 + 27k[. Pour k € Z fixé, on sait, par la proposition 8.21, que sin
et cos sont de classe C! sur Ij, et que cos y est strictement positive. Donc, par la proposition 6.20, tan
est de classe C! sur I, et, pour © € I;, on a

in’ — sin(z))? 9
tan’(z) = ZI:S((;U)) + sin(z) - (COS(;)2 ccos'(z) = 1+ Ecosim))é = 1 + (tan(z))
_ (cos(x))2 + (sin(x))2 _ 1 50,

(cos(x))2 (cos(a:))2

En particulier, tan est strictement croissante sur Iy, par le corollaire 6.15.

Comme tan est aussi continue (cf. proposition 6.20), on déduit de la proposition 7.3 que tan est bijective
de Iy =]—m/2;m/2] sur tan(Ip) et que sa bijection réciproque Arctan est strictement croissante et continue
sur tan(Ip).

Comme cosinus est continue, strictement positive sur Iy, et comme cos(—m/2) = cos(n/2) = 0, on a,
d’apres la proposition 4.37,

1
lim = 400 et lim = +o00.
z—(—m/2)+ cos(x) z—(r/2)~ cos(x)
Donc, comme sinus est continue, sin(—m/2) = —1 et sin(w/2) = 1, on déduit de la proposition 4.37 que
i tan(z) = —oo et lim tan(z) = 4o0.
z—(—m/2)* z—(m/2)~

Par la proposition 7.4, tan(Ip) = R.
Comme tan’ > 1, tan’ ne s’annule pas donc, par la proposition 7.5, Arctan est dérivable sur R et, pour
tout x € R,
1 1 1
Arctan’(z) = = = :
tan’(Arctan (z)) 1+ (tan(Arctan(x)))2 1+ a2

Pour x € R, puisque tangente est impaire, tan(—Arctan (z)) = — tan(Arctan (z)) = —x donc —Arctan ()
est solution de 1’équation d’inconnue ¢ €] — 7/2; /2] donnée par tan(t) = —z, dont I'unique solution est
Arctan (—z) d’apres la bijectivité de tan de Iy =] — 7/2;7/2[ sur R. D’ot —Arctan(z) = Arctan(—x).
On a montré que Arctan est impaire.

Comme le domaine de définition de cotangente est symétrique par rapport a 0, comme cosinus est paire,
comme sinus est impair, on voit que cotangente est impaire.

Pour k € Z, soit J =|nk;n(k + 1)[. Pour k € Z fixé, on sait, par la proposition 8.21, que sin et cos sont
de classe C! sur J, et que sin y est strictement positive. Donc, par la proposition 6.20, cotan est de classe
C' sur Jj, et, pour z € Ji, on a

cotan’(x _ cos'(z) cosx~771~sin’x = — —M — —1 — (cotan(z))”
tan’(z) = sin(z) * (=) sin(x))2 (#) = -1 (sin(x) z =1 ( tan( ))
_ (cos(z))? + (sin(z))? _ -t

(sin(x))2 (sin(x))2

En particulier, cotan est strictement décroissante sur Ji, par le corollaire 6.15.

Comme cotan est aussi continue (cf. proposition 6.20), on déduit de la proposition 7.3 que cotan est
bijective de Jy =]0; 7| sur cotan (Jy) et que sa bijection réciproque Arccotan est strictement décroissante
et continue sur cotan (Jp).

Comme sinus est continue, strictement positive sur Jy, et comme sin(0) = sin(7w) = 0, on a, d’apres la
proposition 4.37,

lim — = 400 et lim — = +400.
z—0+ sin(z) z—r— sin(x)
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Done, comme cosinus est continue, cos(0) = 1 et cos(m) = —1, on déduit de la proposition 4.37 que
lim cotan(z) = 400 et lim cotan(x) = —oco.
z—0t T

Par la proposition 7.4, cotan(Jp) = R.
Comme cotan’ < —1, cotan’ ne s’annule pas donc, par la proposition 7.5, Arccotan est dérivable sur R
et, pour tout x € R,

1 1 -1

Arccotan’(z) = = = .
) cotan’ (Arccotan (z)) —1 — (cotan (Arccotan(:c)))2 1+ a2

Par les propositions 4.32 et 6.8, la fonction Arctan 4+ Arccotan est continue et dérivable sur R et, d’apres
(8.21) et (8.22), sa dérivée est nulle. Par le corollaire 6.15, elle est constante sur R égale & Arctan(0) +
Arccotan (0) = 0+ (7/2) = /2.

Comme Arctan est croissante,

inf Arctan (R) = inf}fg; g[ = fg et supArctan(R) = sup]fg; g[ = g,
la proposition 4.38 donne (8.23). Comme Arccotan est décroissante,
inf Arccotan(R) = inf]0; 7[= 0 et supArccotan(R) = supl0; n[ = =,
la proposition 4.38 donne (8.24). O

On détermine maintenant la régularité des fonctions circulaires.

Proposition 8.25. On a les régularités C* suivantes :
1. Pour a € C, la fonction f, : R — C, donnée par f,(t) = exp(at), est de classe C* sur R.
2. Les fonctions sin et cos sont de classe C*° sur R.

3. La fonction tan est de classe C™ sur tout intervalle I non réduit ¢ un point et inclu dans R\ D,
tandis que la fonction cotan est de classe C'°° sur tout intervalle J non réduit a un point et inclu
dans R\ Dy (les ensembles R\ D, et R\ Dy étant définis dans (8.20)).

4. Les fonctions Arcsin et Arccos sont de classe C™ sur] —1;1].

5. Les fonctions Arctan et Arccotan sont de classe C*° sur R.

Preuve : On rappelle que R¥ est ’ensemble des fonctions de R dans R.

1. Soit o € C. Par la proposition 8.3, on sait que la fonction f, est de classe C' donc aussi de classe
CY (cf. proposition 6.20) et que f/ = af,. Soit g : N — RE la suite définie par, pour p € N,
gp = aP fo. Pour p € N, g, € C}(R; C) C C°(R; C), d’apres la proposition 6.20. Pour tout p € N*,
gy =0alfy = aPtf, = gp41 (cf. proposition 6.8) donc la propriété P(p) de la proposition 6.29 est
vraie. Par cette proposition 6.29, f, est de classe CP sur R, pour tout p € N*. Donc f, € C*(R;C),
d’apres la définition 6.25.

2. Comme cos = (f; + f—;)/2 et sin = (f; — f—;)/(2i), on déduit du 1 et de la proposition 6.32 que
sin et cos sont de classe C*° sur R.

3. Comme tan = sin /cos sur I et cotan = cos/sin sur J, on déduit du 2 et de la proposition 6.32
que tan est C™ sur I et cotan est de classe C'°° sur J.

4. Par le 2, on peut appliquer le corollaire 7.7 & sin et cos. Cela montre que Arcsin est de classe C*°
sur tout intervalle I non réduit & un point et inclu dans P(sin) et que Arccos est de classe C* sur
tout intervalle J non réduit & un point et inclu dans P(cos). On a

P(sin) = {y €sin([-7/2;7/2]); sin'(Arcsin(y)) # 0}
= {y esin([-7/2;7/2]); cos(Arcsin(y)) # 0}
={ye[-11]; Arcsin(y) & {-n/2;7/2}} =]-1;1].
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Donc Arcsin est de classe C* sur | — 1;1[. On a

P(cos) = {y € cos([0;7]); cos’(Arccos(y)) # 0}
= {y € cos([();w]) ; —sin(Arccos (y)) # O}
={ye[-1;1]; Arccos(y) ¢ {0;7}} =]-1;1][.

Donc Arccos est de classe C* sur | — 1;1].

5. Par le 3, on peut appliquer le corollaire 7.7 a tan et cotan. Cela montre que Arctan est de classe
C*° sur tout intervalle I non réduit & un point et inclu dans P(tan) et que Arccotan est de classe
C* sur tout intervalle J non réduit & un point et inclu dans P(cotan). Par la proposition 8.24, ni
tan’, ni cotan’ ne s’annule donc P(tan) = R = P(cotan). Donc Arctan et Arccotan sont de classe
C* sur R. 0

On termine cette partie en établissant deux formules pour la fonction “argument principal” définie dans
la définition 8.6.

Proposition 8.26. On rappelle que, pour z € C*, l’argument principal Arg(z) de z est le réel défini dans
la définition 8.6. On rappelle que la fonction Arctan est définie dans la proposition 8.24. On note par R~
la partie de C définie par {z € C; R(z) <0 et I(z) = 0}.
1. Pour z € C avec R(z) > 0, l'argument principal Arg(z) de z est donné par
S(2)

Arg(z) = Arctan (%(z)) . (8.25)

2. Pour z € C\R™, l’argument principal Arg(z) de z est donné par

3(2)
A = 2. Arct = ] - 8.26
rg(2) rctan (?R(z) m |z|) (8.26)
Preuve :
1. Soit z € C avec R(z) > 0. En particulier, z # 0. Par la définition 8.6, on sait que Arg(z) €] — m; 7]

7r
et que exp(iArg(z)) = z/|z|. Par définition de sinus et cosinus (cf. définition 8.20), sin(Arg(z)) =
3(2)/12| et cos(Arg(2)) = R(2)/|2|-
Par les propriétés de cosinus de la proposition 8.21, comme R(z) > 0, on a nécessairement Arg(z) €
| — (w/2); (w/2)[. Par définition de la fonction tangente (cf. définition 8.23),

SE/1E _ S()

R(2)/Iz] — R(z)

tan(Arg(z)) =

Donc, par définition de ’arctangente (cf. proposition 8.24), on obtient la formule (8.25).

2. Soit z € C\R™. Si ¥(z) # O alors |[R(2)| = /]2]? — (3(2))? < |2] donc —R(z) < |z| et R(2)+]|z| > 0.
Si §(z) = 0 alors R(z) > 0 donc R(z) +|z| > 0. Le membre de droite de (8.26) est donc bien défini
dans tous les cas.

Le nombre complexe z+|z| vérifie R(z+|z|) = R(z)+|z| > 0, d’apres ce qui précede, et (z+|z|) =

$(z). Dong, par 1,
Arg(z + |z]) = Arctan <3‘€(z\;(j—)Lz'> . (8.27)

Comme R(z + |2]) > 0, z + |2| # 0. On a, en utilisant |z|> = 27 £ 0,

<Z+v'>2— (z+|2]) 22 + 22|z 4 |2
-~ (

|2 + || 2t 12) - EF1l) T TRl + 2Rl F zlE] + |2
z-(z + 22| + 2) oz

|z (J2| + 2 + 2 + |2]) En
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Donc, par (8.4),

2
e2iArg(z+\z\) _ (eiArg(szD)? _ z+ 2| _ * _ ez‘Arg(z)_
=+ 2] B

D’apres (8.7), il existe k € Z tel que Arg(z) = 2Arg(z + |2|) + 27k. Comme Arg(z) €] — m; 7]
et Arg(z + |2|) €] — (7/2); (7/2)], on a, par la remarque 1.5, |Arg(z) — 2Arg(z + |2])| < 27 d’ou
|k| < 1. On en déduit que lentier k est nul ce qui donne Arg(z) = 2Arg(z + |z|). En appliquant
(8.27), on en déduit (8.26). O

8.5 Fonctions hyperboliques.

Ce paragraphe est consacré a I’étude des fonctions hyperboliques sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique,
tangente hyperbolique et cotangente hyperbolique, ainsi qu’a leurs fonctions réciproques.

Définition 8.27. Les parties impaire et paire de l’exponentielle réelle sont appelées respectivement fonction
sinus hyperbolique et fonction cosinus hyperbolique. On les définit et note, respectivement, par, pour x € R,

sh(z) = (e* — e *)/2 et ch(z) = (e + e %) /2.

Des propriétés de I’exponentielle réelle, on tire les propriétés suivantes de ces fonctions.

Proposition 8.28. Tandis que la fonction sh : R — R est impaire, la fonction ch : R — R est paire.
Pour x € R, on a (ch(x))? — (sh(z))? = 1. Ces fonctions sont toutes deuz de classe C' sur R. On a
sh! = ch et ch’ = sh. De plus, pour tout x € R, |sh(x)| < ch(x).

La fonction sh est strictement croissante, sh(0) = 0. Elle est strictement négative sur | — oo : 0 et
strictement positive sur ]0; +o0l.

La fonction ch est strictement décroissante sur ] — 00; 0], strictement croissante sur [0; +o00[, ch(0) =
FElle est strictement positive sur R.

On a les limites suivantes :

lim sh(z) = —oo, lim ch(z) = o0, lim sh(z) = 400, lim ch(xz) = +o00. (8.28)

T——00 r——00 T—+00 T—+00

Preuve : Pour € R, sh(—xz) = (e™® — €e”)/2 = —sh(z) et ch(—x) = (7% + €%)/2 = ch(z). Par la
définition 4.5, sh est impaire et ch est paire. Par la proposition 8.8, on a, pour ¢ > 0, ch(t) > et/2 > 0,
et et > e’ =1> et donc sh(t) > 0. Soit z € R. Comme ch est paire, on a ch(z) = ch(|z|) et, comme
sh est impaire, on a |sh(z)| = sh(|z]). Donc

e_lajl + e_lw‘

> = ¢l >0,

ch(z) — [sh(z)| = ch(lz]) — sh(lz]) =
par la proposition 8.8. De plus, pour x € R,

(ch(2))* = (sh(z))® = (ch(z) — sh(z)) - (ch(z) + sh(x

(@) =

d’apres (8.3). Comme ch(z) > e®/2 > 0 (cf. proposition 8.8), comme (ch(x))? = 1+ (sh(z))? >
comme 0 < z + 22 est strictement croissante, la proposition (ch(z) < 1) est fausse donc ch(z)
Enfin, on voit que ch(0) =1 et sh(0) = 0.

Par la proposition 8.8, 'exponentielle réelle est de classe C!' sur R. Comme il en est de méme de la
fonction polynomiale z — —x, la fonction z — exp(—x) est aussi de classe C! et, par somme, sh et ch
sont de classe C! sur R (cf. proposition 6.20). De plus, d’apres la proposition 6.8, on a, pour = € R,

:Ezl

)

le
>1
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Comme ch est strictement positive, sh est strictement croissante (cf. corollaire 6.15). Comme sh (0) = 0,
sh est strictement négative sur | — 0o : 0 et strictement positive sur ]0; +o0o[. Donc, par le corollaire 6.15,
ch est strictement décroissante sur | — oo; 0] et strictement croissante sur [0; +oc0].

Par (8.10) avec m =0, on a

i exp(z) = 0 et xBI—POO exp(z) = +o0.

Done, par les opérations sur les limites (cf. proposition 4.37), on a l'existence et la valeur des quatres
limites de 1’énoncé. g

Proposition 8.29. La fonction sh est bijective de R sur R. Sa bijection réciproque, appelée Argument sh
et notée Argsh : R — R est impaire, strictement croissante et dérivable. De plus,

1

VrecR, Argsh'(z) = —— 8.29
N (529)

et
IEIPOO Argsh(z) = —oco et zgr}rloo Argsh(z) = +o0. (8.30)

La restriction de la fonction ch a Uintervalle R est bijective de RT sur [1; +0o. Sa bijection réciproque,
appelée Argument ch et notée Argch : [1;4+o00[— RY, est strictement croissante, continue sur [1;+o0]
et dérivable sur ]1;+oo[. De plus,

V €]l;+o0[, Argch/(z) = ——— (8.31)
x? —1
et
xEToo Argch(z) = +o0. (8.32)
Enfin, on a

VyeR, Argsh(y) = In (y +VeE 1) (8.33)

et

Vy € [1;400[, Argch(y) = In (y + Vy? — 1) . (8.34)

Preuve : Par la proposition 8.28, sh est continue et strictement croissante. Elle est donc bijective de
R sur sh(R) et sa bijection réciproque Argsh est continue, strictement croissante sur sh(R), par la
proposition 7.3.

D’apres les limites de sh dans (8.28), on déduit de la proposition 7.4 que sh(R) = R.

Comme la dérivée ch de sh ne s’annule pas (cf. proposition 8.28), on déduit de la proposition 7.5 que
Argsh est dérivable sur R et, pour =z € R,

Argsh/(z) = ! = L = L = !
© sh’(Argsh (z)) ch (Argsh () \/1 + (sh (Argsh($)>)2 T+a?’

par la proposition 8.28.
Pour x € R, puisque sh est impaire (cf. proposition 8.28), sh(—Argsh(z)) = —sh(Argsh(x)) = —z donc
—Argsh (x) est solution de équation d’inconnue ¢ € R donnée par sh(t) = —z, dont I'unique solution est
Argsh (—z) d’apres la bijectivité de sh de R sur R (cf. proposition 9.2). D’ou Argsh(—xz) = —Argsh (z).
On a montré que Argsh est impaire.
Comme Argsh est strictement croissante, on a, par la proposition 4.38,
lim Argsh(z) = inf Argsh(R) et lim Argsh(z) = sup Argsh(R)

T——00 r—+00
et comme Argsh (R) est R, puisque Argsh est bijective de R sur R, on obtient (8.30).
Par la proposition 8.28, ch est continue et strictement croissante sur RT. Elle est donc bijective de RT
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sur ch (R™T) et sa bijection réciproque Argsh est continue, strictement croissante sur ch (RT), par la pro-
position 7.3.
D’apres la limite en 400 de ch dans (8.28) et d’apres le fait que ch est continue, on déduit de la propo-
sition 7.4 que ch (]0; +o00[) =]1; +oo[. Donc ch (R1) = {ch(0)} U ch (]0; +o0[) = [1; +00].
Comme la dérivée sh de ch ne s’annule pas sur ]0; +oo], on déduit de la proposition 7.5 que Argch est
dérivable sur ch (]0; +oo[) =|1; +o0[ et que, pour z > 1,

Argeh’(z) = ™ Al I = (A 1h = ! 5 = 21 )

ch’(Argch (z)) sh (Argch (z)) \/(ch(Argch(x))) 1 2 — 1

par la proposition 8.28.
Comme Argch est strictement croissante, on a, par la proposition 4.38,

lim Argch(z) = sup Argeh ([1;+00])

T—+00

et comme Argch ([1; +oo[) est RT, puisque Argch est bijective de [1; +oo[ sur RT, on obtient (8.32).
Soit y € R. On a, pour z € R, d’aprés les propriétés de ’exponentielle réelle (cf. proposition 8.2),

sh(z) = y < € — e = 2y — (ez)Q—Zy-ex —1=0.

Comme I'équation d’inconnue z € C donnée par z2 — 2yz — 1 = 0 admet pour solution y — y/y2 +1 < 0
et y++/y%2+1> 0 et comme e* > 0, on a donc

sh(z) = y <= € = y+Vy’+1 < z = ln(y+\/y2+1),

d’apres la bijectivité de ’exponentielle réelle. Comme I'unique solution de 1’équation d’inconnue = € R
donnée par sh(xz) = y est Argsh(y), on obtient (8.33).
Soit y € [1;+00[. On a, pour & € RT, d’apres les propriétés de 1'exponentielle réelle (cf. proposition 8.2),

ch(z) = y &= " +e % = 2y < (6$)2—2y-61+1 =0.

L’équation d’inconnue z € C donnée par 22 —2yz+1 = 0 admet pour solution y—+/y? — 1 et y++/y2 — 1.

Siy =1, on a une solution double y — /92 — 1 =y++/y2 —1=y=1let,siy>1,onay—/y2—-1<1
et y + v/y2 —1 > 1. Comme, pour € R, ¢* > % =1, on a donc

ch(z) =y <= € = y++Vy>° -1 < 2z = ln(y+\/y?—1>7

d’apres la bijectivité de I'exponentielle réelle. Comme I'unique solution de I’équation d’inconnue x € RT
donnée par ch(x) =y est Argch(y), on obtient (8.34). O

On a, pour tout = € R, Argsh(sh(z)) = z = sh(Argsh(z)). On a aussi, pour tout « > 1, ch(Argch (z)) =
2. Attention : on a, certes, pour tout x > 0, Argch (ch(z)) = x mais, pour z < 0, Argch(ch(z)) # x car
Argch est & valeurs dans RT.

Définition 8.30. On appelle tangente hyperbolique la fonction th : R — R définie par, pour x € R,

h
th(z) = zhg; On appelle cotangente hyperbolique la fonction coth : R* — R définie par, pour x € R*,
_ ch(x)
coth(z) = ()’

Proposition 8.31. La fonction th est impaire, strictement croissante et de classe C*. On a

VeeR, th'(z) = 1 — (th(zx))® = e
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et
wgrzloo th(z) = —1 et wgrfoo th(z) = 1. (8.35)
La fonction th est bijective de R sur | — 1;1[. Sa bijection réciproque, appelée argument th et notée
Argth :] — 1;1[— R, est impaire, strictement croissante et dérivable. De plus,
Ve -], Argth'(z) = —— (8.36)
’ ) g - 1 _ 1'2 .
et
lim Argth(x) = —oo et lim Argth(z) = +o0. (8.37)
z——1 z—1

La fonction coth est impaire. Elle est de classe C et strictement décroissante sur R™*. Elle est de classe
C! et strictement décroissante sur RT*. On a

-1
Vo eR*, coth'(z) = 1 — (coth(:r))2 = ——,
(sh(z))
lim coth(z) = —1, lim coth(z) = —oo, lim coth(zx) = 400 et lim coth(z) = 1. (8.38)
T——00 z—0~ z—0t z—+00

La fonction coth est bijective de RT* sur]1;+o0o[. Sa bijection réciproque, appelée argument coth et notée
Argcoth :]1; +oo[— RY*, est strictement décroissante et dérivable. De plus,

1
Va €]1;+00[, Argeoth’(z) = 22 (8.39)
et
lim Argcoth(z) = +oo et  lim Argcoth(z) = 0. (8.40)
r—1 r—400
Enfin, on a
1 1
Vyel—1;1], Argth(y) = --In <+y> (8.41)
2 1—y
et ) )
Vy €]l;4+00[, Argeoth(y) = 3 -In <Zi_1> . (8.42)

Preuve : Par la proposition 8.28, sh est impaire et ch est paire, donc th et coth sont impaires. Comme sh
et ch sont de classe C, il en est de méme de th sur R et de coth sur R™* et R**, par la proposition 6.20.
De plus, on a, pour z € R,

ch(z) -1

th'(z) = b sh(z) - W -sh(z) =1 — (th(m))2

B (Ch(ac))2 - (sh(av))2 B 1

et, pour z € R*,

coth’(r) = — ch(z) - —— - ch(z

(ch (:r)) 2

Comme th est continue (cf. proposition 6.20) et strictement croissante (cf. corollaire 6.15), elle est bijective
de R sur th(R) et sa bijection réciproque Argth est continue et strictement croissante sur th(R), par la
proposition 7.3.
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Comme [sh| < ch partout (cf. proposition 8.28), on a th(R) C] — 1;1[ donc th est bornée. Comme th est
croissante, les limites {_ = lim th(z) et {1 = lirf th(z) existent dans R et vérifient /_ < th(0) =
T——00 T—r+400

0 < ¢, (cf. proposition 4.38). Par (8.28) et la proposition 4.37, on peut passer & la limite z — —oo et &
la limite x — 400 dans ’égalité suivante, vue plus haut et valable pour = € R,

2 1
1— (th(z))” = ——.
On obtient 1 — 2 = 0 et 1763_ = 0. Comme /_ <0et ¢ >0,onal_ =—1letl; =1. Parla
proposition 7.4, on en déduit que th(R) =] — 1;1].
Pour = €] — 1;1[, on a —x €] — 1;1] et, d’apreés imparité de th, th(—Argth(z)) = —th(Argth(z)) = —=z.
Donc —Argth (z) est solution de I'équation d’inconnue ¢ € R donnée par th(t) = —z, dont I'unique

solution est Argth (—xz) d’apres la bijectivité de th de R sur | — 1;1[. Donc Argth(—z) = —Argth(z). On
a montré que Argth est impaire.
Comme la dérivée de th ne s’annule pas, Argth est dérivable, par la proposition 7.5. De plus, pour
z € th(R) =] — 1;1],
1 1 1
Argth’(z) = = = :
th'(Argth (z)) 1 — (th(Argth (x)))2 1 — a2

Comme coth est continue (cf. proposition 6.20) et strictement décroissante (cf. corollaire 6.15) sur RT*,

elle est bijective de R™ sur coth(R™*) et sa bijection réciproque Argcoth est continue et strictement

décroissante sur coth(R**), par la proposition 7.3.

Comme coth est décroissante et positive sur R**, les limites o = lim coth(z) et £ = lim coth(z)
z—0+ T—+00

existent et vérifient £y > coth(1) > ¢ > 0 (cf. propositions 4.38 et 4.39). Par (8.28) et la proposition 4.37,
on peut passer 3 la limite z — 0% et & la limite z — +o0o dans I’égalité, vue plus haut et valable pour

r € RT*,
1

(sh(x))2 .
Si 4y était réel, on aurait 1 — £2 = +oo. Contradiction. Donc £y = +o0o. Comme ¢ est réel, on obtient

1 —¢?=0. Comme ¢ >0, £ = 1. Par la proposition 7.4, on en déduit que coth(R**) =] — 1; +o0|.
Comme coth est impaire, comme 7}irr(l)(—t) = 0, comme . lim (—t) = +o0, on a, par composition et produit
— ——00

(cf. propositions 4.28, 4.32 et 4.37),

1 - (coth(x))2 =

lim coth(z) = —y = —o0 et  lim coth(z) = —¢ = —1.
z—0~ T——00
Comme la dérivée de coth ne s’annule pas sur RT™, Argcoth est dérivable sur coth(R**) =] — 1;+o00],
par la proposition 7.5. De plus, pour z €] — 1; 00|,
1 1 1
Argeoth’(z) = = =

coth’ (Argcoth(x)) 1 — (coth(Argcoth(m)))2 I
Comme Argcoth est décroissante, on a, par les propositions 4.38 et 4.39,

limlArgcoth(x) = supR™ = +oo et lim Argeoth(z) = infR™ = 0.
T—

r—+o0

Soit y €] — 1;1[. On note que 1 —y > 0 et 1 +y > 0. D’apres les propriétés de I’exponentielle réelle (cf.
propositions 8.2 et 8.8), on a, pour = € R,

th(z) =y <€ —e¢® =y (" +e %) e —1 = y-(ezx—l—l)

1 1 1
<:>eh-(1—y):1+y<:>e2m:ﬁ<:>x:—-ln —ty .
1-y 2 1—y

Comme l'unique solution de 'équation d’inconnue x € R™ donnée par th(z) = y est Argth(y) (cf.
proposition 9.2), on obtient (8.41).
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Soit y €]1; +oo[. On note que y +1 > 0 et y — 1 > 0. D’apres les propriétés de 'exponentielle réelle (cf.
propositions 8.2 et 8.8), on a, pour x € RT*,

coth(z) = y <= e" +e ¥ =y (" —e ™) < ¥ +1 =y (¥ - 1)

1 1 1
<:>62w'(1_y):_1—y<:>€21:7y+ <~ z = —-In yt- .
y—1 2 y—1

Comme I'unique solution de ’équation d’inconnue x € R donnée par coth(z) = y est Argcoth (y) (cf.
proposition 9.2), on obtient (8.42). O

On détermine maintenant la régularité des fonctions hyperboliques.

Proposition 8.32. On a les régularités C* suivantes :
1. Les fonctions sh et ch sont de classe C*° sur R.

2. La fonction th est de classe C™ sur R tandis que la fonction coth est de classe C sur R™* et
sur R™*.

3. La fonction Argsh est de classe C*° sur R et la fonction Argch est de classe C sur ]1;+00].

4. La fonction Argth est de classe C*° sur ] — 1;1] et la fonction Argcoth est de classe C> sur
11; +o0f.

Preuve :

1. La fonction polynéme R 3 z — —z est de classe C°° sur R (cf. proposition 6.33). Comme la fonction
exponentielle réelle exp est de classe C™ sur R, il en est de méme de 'application g : R — R
définie par g(t) = exp(—t), par composition (cf. proposition 6.32). D’apres cette proposition 6.32,
il en est de méme de sh = (exp —g)/2 et ch = (exp+g¢)/2.

2. Soit J =R** ou J =R™*. Comme th = sh/ch sur R et coth = ch/sh sur J, on déduit du 2 et de
la proposition 6.32 que th est C'°° sur R et coth est de classe C'*° sur J.

3. Par le 1, on peut appliquer le corollaire 7.7 & sh et ch. Cela montre que Argsh est de classe C*°
sur tout intervalle I non réduit & un point et inclu dans P(sh) et que Argch est de classe C>° sur
tout intervalle J non réduit & un point et inclu dans P(ch). Comme sh’ = ch ne s’annule pas,
P(sh) = R et Argsh est de classe C* sur R. On a

P(ch) = {y € ch([0;+oc[); ch’'(Argch(y)) # 0}
= {y € ch([0;+00[); sh(Argch(y)) # 0}
= {y € [1;400[; Argch(y) # O} =]1;+o0] .

Donc Argch est de classe C* sur |1; +o0].

4. Par le 2, on peut appliquer le corollaire 7.7 a th et coth. Cela montre que Argth est de classe
C®° sur tout intervalle I non réduit & un point et inclu dans P(th) et que Argcoth est de classe
C® sur tout intervalle J non réduit & un point et inclu dans P(coth). Comme th’ ne s’annule
pas, P(th) =] — 1;1] et Argth est de classe C* sur | — 1;1[. Comme coth’ ne s’annule pas,
P(coth) =]1; +oo] et Argeoth est de classe C'™ sur |1; 400]. O

8.6 Fonctions plates.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la question suivante. Existe-t-il des fonctions de R dans R, de classe
C™ qui sont constantes sur certains intervalles 7 On va voir que la réponse est positive sous réserve de
bien choisir les intervalles. On appelera de telles fonctions des fonctions “plates”. En particulier, il existe
de telles fonctions qui sont non nulles et nulles en dehors d’un segment de longueur strictement positive.
Il se trouve que ce dernier point est important pour la théorie des distributions.
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On considere la fonction g définie par

g : R — R
r = e /T siz>0, (8.43)
0 sizx <0.

Proposition 8.33. La fonction g est de classe C>° sur R et, pour tout n € N, sa dérivée n-iéme g™ est
nulle sur ] — co0;0].

Preuve : La restriction g_ de g & ] —o00; 0[ est la fonction nulle donc est de classe C*° (cf. propositions 6.18
et 6.26). Comme 'exponentielle est de classe C et Papplication ]0; +00[> x — x est aussi de classe C°,
on déduit de la proposition 6.32 que la restriction g4 de g & ]0;400[ est de classe C*°. Pour n € N, soit
P(n) la proposition suivante : il existe une fonction polynéme P, de degré inférieur a 2n telle que, pour
tout > 0, g(f) (x) = Py(1/z)g4 ().

En prenant pour Py la fonction polyndéme constante égale & 1, on voit que P(0) est vraie. Supposons que
P(n) soit vraie pour un n € N. On a donc, pour z > 0, gsrn) (x) = P,(1/x)g+(x). En dérivant de part et
d’autre de 1’égalité et en utilisant les propositions 6.8 et 6.9, on obtient, pour z > 0,

1

9@ = (4 @) = P

) : ;71 L9y (2) + Pn(%)(%)/(x)
1

— p;(é) % g (z) + Pn(%) -5 9+(2)
= Pua(5) @),

olt P,11 est la fonction polynéme définie par P, 1(t) = t?(P.(t) — P.(t)). On remarque que son degré
est au plus 2n + 2 = 2(n + 1). Donc P(n + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4
avec ng = 0), P(n) est vraie pour tout n € N.

Soit n € N. On a, pour ¢t > 0 et des coefficients (a,&"))keﬂo;gn] € R2n+1,

S0 o (LY
P,(t) et = et n) gk g2t n(f)
(t)-e e ;ak e ;ak ,

avec, pour k € [0;2n],
1\2n—k
lim (7) — 0, lim 2"t = 0,

t——4oo \ { t—+oo
d’apres les propositions 4.32 et 8.8. Donc, par produit (cf. proposition 4.32), . li$ P,(t)-e” " =0. Par la
—+00
proposition 4.21 et par composition (cf. proposition 4.28),

n . n . 1
lim gi)(aj) = lim gs_)(ac) = lim Pn<5) cgy(xz) = 0.

z—0 r—0+t z—0t

Par ailleurs, g_ est la fonction nulle sur | — co; 0[. Par la remarque 6.30, on a, pour tout n € N, g(,n) =0
sur | — 00; 0[. Donc lign g(_") = 0 (cf. proposition 4.23). On peut donc appliquer la proposition 6.34 a gr-
(avec a = 0). Le prolongement par continuité § de gjg- en 0 est donc de classe C*° sur R et, pour tout
n €N, g™ (0) = 0. En particulier, pour tout n € N, §(™ est nulle sur | — oo; 0]. Comme g(0) = 0 = §(0)
et ggx = gjr+, on a g = g. On en déduit que g est de classe C°° sur R et que, pour tout n € N, g™ est
nulle sur | — o0;0]. O

Proposition 8.34. Les fonctions g et g’ sont positives sur R. De plus, on a les équivalences

((9(1‘) >0) <= (¢ > O)) et ((g’(m) >0) <= (z > 0))
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Preuve : D’apres la définition de g, g est nulle sur |—o0; 0] et, pour = > 0, g(x) > 0, puisque 'exponentielle
réelle est strictement positive (cf. (8.5)). Ceci démontre la premiere équivalence et le fait que g est positive.
Par la preuve de la proposition 8.33, ¢’ est nulle sur | — 00; 0] et, pour z > 0, ¢'(x) = (1/2?)g(z) > 0, par
(8.5). Ceci montre la seconde équivalence et le fait que g’ est positive. O

Peut-on construire une fonction de classe C'*° sur R qui est nulle sur un voisinage de —oc et égale a 1 sur
un voisinage de 400 ? Oui!

Etant donnés d; < ds dans R, on souhaite construire une fonction f:R — R de classe C*° telle que f
soit nulle sur | — oo; dy] et égale & 1 sur [da; +00].

Proposition 8.35. Soit f : R — R donnée par, pour z € R,
g(z —dy)
9(dz —z) + g(z —di)’

ot g est la fonction définie en (8.43). La fonction f est bien définie et est de classe C*° sur R. De plus,
elle est minorée par 0, majorée par 1, f' est minorée par 0 et on a les propriétés suivantes :

Ve eR, (f(z)=1) <= (z>d), (8.44)
Ve eR, (f(z) =0) < (z<di), (8.45)
VrcR, (f’(x):O) — (chdl O’(LZEZdQ), (8.46)
Ve eR, (f'(z) >0) < (z €ld;ds]), (8.47)

flz) =

Preuve : On vérifie d’abord que f est bien définie. On doit vérifier que le dénominateur dans 1’expression
de f(z) ne s’annule pour aucun z. Par la proposition 8.34, ce dénominateur est la somme de deux termes
partout positifs. Il est donc positif et, s’il s’annulait en zg, on aurait forcément g(xg—di) = 0 = g(da —xo),
donc, d’apres la proposition 8.34, xg —d; <0 et dy —x¢ < 0, ce qui implique ds < xg < dy, contredisant
I’hypothese da > d;. Donc f est bien définie sur R.

Comme g et les fonctions polynémiales sont de classe C* (cf. propositions 8.33 et 6.33), f est de classe C>
par composition, somme et quotient (cf. proposition 6.32). D’apres la positivité de g (cf. proposition 8.34),
ona,pourz € R, 0 < g(x—dy) < g(z—dy)+g(da —x) avec g(x —dy) + g(da — ) > 0, donc, par division,
0 < f(z) < 1. Par (6.4) et la proposition 6.9, on a, pour z € R,

g (x—dy)-g(d2—z) + gz —di) - ¢'(d2 — )
(9(d2 =) + glo —dr))*
d’apres la proposition 8.34. Soit x € R. En utilisant la proposition 8.34, on a

flx) = >0,

fl@)=1 <= gle—d1)=g(de —2)+ g(x —d1) < g(do—2)=0 < dy<u,
fz)=0 <= gz —d1) =0 <= z<dy,

flla)=0 <= (d(x—di)-g(d2—2)=0 et g(z—di)- g (d2—z)=0)
= (z<di ou z>dy),

fl2)>0 &= (J'(z—di)-g(d2—2) >0 ou g(zx—di) g'(dy—x)>0)
— (z>d et z<d).
On a montré (8.44), (8.45), (8.46) et (8.47). O

Essayons maintenant de construire une fonction C'* avec trois plateaux, deux a 0 séparés par un a 1.
Soit dy < dy < d3 < dy4. On veut construire une fonction f : R — R de classe C'*° telle que f soit égale
& 1 sur [dy; ds] et soit nulle en dehors de [dy; dy]. Pour ce faire, on remarque d’abord que, pour z € R,

(=) (@2-ds) < 0) = (2<z<dy)) (8.48)

et ((f(x —dy) - (x—dy) < O) <— (:C <dyouzxz> d4)> . (8.49)
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Proposition 8.36. Soit f : R — R donnée par, pour z € R,

g(—(x — di)(x — dy))
9((z —da)(x —d3)) + g(—(z —dr)(z —dy))

ot g est la fonction définie en (8.43). La fonction f est bien définie et est de classe C* sur R. De plus,
elle est minorée par 0, majorée par 1 et on a les propriétés suivantes :

f(z) =

Ve eR, (f(z) =1) < (z € [dy;d3]), (8.50)
Ve eR, (f(z) =0) < (z &dy;dsl) . (8.51)

Dans le cas ot (dy + dq)/2 € [da; ds], on a aussi les propriétés suivantes :

Ve eR, (f'(z) =0) < (x € [da;ds] oux &]dy;ds]), (8.52)
Vo R, (f(z) >0) <= (v €ldi;daf) , (8.53)
Vz eR, (f'(z) <0) < (z €]ds;da]) . (8.54)

Preuve : Par la proposition 8.34, pour z € R, le terme g((z — d2)(z — d3)) + g(—(z —di)(z —dy)) >0
et 8l était nul, on aurait (x — ds)(xz —d3) <0 et —(z —dy)(x — dy) < 0 c’est-a-dire, par (8.48) et (8.49),
a la fois © < dj et x > da, ce qui contredit ’hypothese d; < do. Donc f est bien définie.

Comme g et les fonctions polynémiales sont de classe C*° (cf. propositions 8.33 et 6.33), f est de classe C*
par composition, somme et quotient (cf. proposition 6.32). D’apres la positivité de g (cf. proposition 8.34),
ona,pourz € R,0< g(—(z—dy)(@—ds)) < g((x—d2)(x—ds)) +g(—(z—di)(x—dy)) avec la propriété
9((z = do)(x — d3)) + g(—(z — d1)(x — dg)) > 0 donc 0 < f(z) < 1, par division.

Pour z € R, on pose g1(z) = g(—(z — d1)(z — da)) et g2(x) = g((z — d2)(x — d3)) de sorte que f(z) =
g1(x)/(g1(x) + g2(z)). Par la proposition 8.34, on a

f@)=1 <= gq1(@) = 01(2) + 92(z) = g2(2) =0 <= = € [da; d3]
d’apres (8.48). On a montré (8.50). On a de méme
f() =0 <= gi(x) =0 <= x ¢|d1;d4]

d’apres (8.49). On a montré (8.51).
Par (6.4) et la proposition 6.9, on a, pour = € R,

, (@) o(2) — 1) - gh(a)
flz) =2
(91(x) + g())’

g (—(z—dy)(z — dy))g2(2) (22 — dy — da) + g1(2)g' ((z — d2)(z — d3)) (22 — d2 — d3) .
(91(2) + g2(x))”

Par la proposition 8.34, on a, pour z < dy, g(—(z — di)(z — ds)) = 0 et ¢'(—(z —di)(z — ds4)) = 0
donc f'(x) = 0. De méme, ceci est vrai 1orsque z > dy. Pour z € [dg;d3], g((z — da)(z — d3)) = 0 et

g’((:c —dy)(x — d3)) =0 donc f'(x) = 0.
Pour z €]dy; d2[U]ds; dy[, on a g1(z) > ()7 ga(z) > 0,

1
(33 — d1)2($ — d4

g (~(z—d)(z —dy)) = E “gi(z) >0

et
1

9w~ da)(z — da)) = (x — d2)?(z — d3)?

~ga(x) > 0,
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donc

f’(l‘) _ gl(l‘) . gz(x) ) ( 2x — d1 — d4 + 2r — d2 — d3 )
(1(2) + go(2))? \(@—d)’(@—da)* (v —d2)*(w —ds)?
On suppose maintenant que (d;+dy)/2 € [d2;ds]. Pour x €]dy;da], ona2x—d; —dy < 0 et 2c—dy—d3 < 0

donc f/(z) > 0. Pour x €]ds;dy[, on a 2z —dy —dy > 0 et 22 — d2 — d3 > 0 donc f/(z) < 0. On a montré
(8.52), (8.53) et (8.54). O

Une situation courante est la suivante : Soit 0 < a < b. On veut construire une fonction f : R — R de
classe C telle que f soit égale & 1 sur [—a;a] et soit nulle en dehors de [—b; b].

Proposition 8.37. Soit f : R — R donnée par, pour z € R,

g(bQ _ 1‘2)

f@) = g(z? —a?) + g(b? —22)’

ot g est la fonction définie en (8.43). La fonction f est bien définie et est de classe C*° sur R. De plus,
elle est paire, minorée par 0, majorée par 1 et on a les propriétés suivantes :

Ve eR, (f(z)=1) < (z€[-a;d]),

Ve eR, (f(z) =0) < (z¢]—bd[),

Ve eR, (f'(z)=0) < (z € [-aja] ouz ¢ —bb]),
Ve eR, (f'(z) >0) < (z€]-b—a]),

Ve eR, (f'(z) <0) < (x€lasb]).

Preuve : Il suffit d’appliquer la proposition 8.36 avec d; = —b, do = —a, d3 = a et dy = b, en notant que
(d1+d4)/2:0€ [—a;a]z [dg;d3]. [l

9 Compléments.

Dans ce chapitre, on rassemble et on démontre des résultats basiques (mais pas forcément simples) dont
on se sert dans les autres chapitres du cours. En particulier, on traite la difficulté concernant les relations
de récurrence, que 'on a rencontrée dans la proposition 3.2, et on proceéde & une construction rigoureuse
de la fonction exponentielle complexe, introduite dans la partie 8.1.

9.1 Ensembles, applications, bijections.

Dans ce paragraphe, on établit des propriétés de base sur les ensembles, les injections, les sujections, les
bijections, les parties de Z. On construit aussi les fonctions racine carrée et module et on en donne des
propriétés. La construction de la fonction racine carrée présentée ici est différente de celle donnée par la
proposition 8.13.

9.1.1 Injection, surjection, bijection.

On introduit ici les notions d’injection, de surjection et de bijection. On montre quelques propriétés
basiques sur ces notions. En particulier, on montre des résultats annoncés dans le paragraphe 1.1.
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Définition 9.1. Soit E et F' deux ensembles et f: E — F.
On dit que f est injective si

V(gz) e B2, ((f(z) = f(2') = (z =2')). (9-1)

On dit que f est est surjective si

Yye F, JzeFE; y=f(z). (9.2)

On dit que [ est bijective si f est injective et f est surjective.

On a les propriétés suivantes.

Proposition 9.2. Soit E, F et G trois ensembles. Soit f : E — F etg: F — G.

1. Si f et g sont injectives, g o f est injective.

2. Si f et g sont surjectives, go f est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, go f est bijective.

4. [ est surjective si et seulement si f(F)=F.

5. f est bijective si et seulement si

VyeF, 3lzecE; y=f(z). (9.3)

6. f est bijective si et seulement s’il existe une application h : F — FE telle que foh = Idp et
ho f=1dg.

7. Si f est bijective alors il existe une unique fonction h : F — E vérifiant foh = Idp et hof = Idg.
Cette fonction h associe, a chaquey € F, l'unique solution de l’équation, d’inconnue x € E, donnée
par f(z) =y.

8. Si f est injective alors Uapplication f : E — f(E) définie par, pour x € E, f(z) = f(x), est
bijective.

Preuve :

1. On suppose f et g injectives et on montre que go f est injective en utilisant (7.1) avec f remplacée
par go f.

Soit (z;2') € E? tel que (go f)(x) = (go f)(2'). On a donc g(f(z)) = g(f(z')). Comme g est
injective, on en déduit que f(z) = f(z'). Comme f est injective, on en déduit que z = z’. On a
montré que g o f est injective.

2. On suppose f et g surjectives et on montre que go f est surjective en utilisant (7.2) avec f remplacée
par go f.

Soit y € G. Comme g est surjective, il existe z € F tel que g(z) = y. Comme f est surjective et
z € F, il existe z € E tel que f(z) = 2. On a donc y = ¢g(2) = g(f(z)) = (g o f)(x). On a montré
que g o f est surjective.

3. Par définition de la bijectivité, il suffit d’appliquer 1 et 2.

4. Par définition de f, on a f(F) C F. On a donc

(f(E) =F) < (F C f(E)) — (VyeF,yef(E)) < (VyeF,3z€E;y = f(x)).

On montre les deux implications.

=) : On suppose [ bijective. Soit y € F'. On considere ’équation, d’inconnue = € E, donnée par
f(z) = y. Comme f est surjective, cette équation a au moins une solution. Si z et z’ sont des
solutions de cette équation alors, f(z) =y = f(a’). Comme f est injective, x = 2’. On a montré
(9.3).

<=) : On suppose (9.3) vraie. Soit (z1;x2) € E? tel que f(x1) = f(x2). Soit y = f(z1) = f(x2) €
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F'. Les éléments =1 et x5 de E sont donc des solutions de ’équation, d’inconnue z € F, donnée
par f(z) = y. Par (9.3), cette équation a une unique solution donc z; = xz2. On a montré que f
est injective.

Pour y € F, on sait, par (9.3), qu’il existe = € F tel que f(z) = y. On a montré que (7.2) est vraie
donc que f est surjective.

On a montré que f est bijective.

On montre les deux implications.

=) : On suppose f bijective. Soit y € F. D’apres le 5 et (9.3), I’équation, d’inconnue = € E,
donnée par f(z) =y a une unique solution que 1’on note h(y). On construit ainsi une application
h:F— E.

Pour y € F, on a, par définition de h(y), f(h(y)) =y. On a montré que f o h = Idp.

Pour z; € E, soit y = f(x1). Comme z; est solution de 1’équation, d’inconnue = € E, donnée par
f(z) =y, on ax; =h(y) donc 1 = h(f(x1)). On a montré que ho f =Idg.

<=) : On suppose qu'il existe une application h : ' — E telle que foh = Idp et ho f = Idg. Soit
y € F. Comme y = (f oh)(y), on ay = f(h(y)) donc ’équation, d’inconnue = € E, donnée par
f(z) =y, a pour solution h(y). Si 2’ € E est une solution de cette équation, alors on a, f(z') =y
donc h(f(z")) = h(y) et, d’aprés ho f = Idg, ' = h(y). Donc cette équation a une unique solution.
On a donc montré (9.3) et, par 5, que f est bijective.

On suppose [ bijective. Soit h : F — FE et k : FF — E deux applications vérifiant foh = Idp
et hof=Idg et fok=1Idp et ko f =Idg, respectivement. Pour y € F), il existe € E tel que
£(@) = y. Donc k(y) = k(f(z) = (ko £)(@) =2 = (ho f)(z) = h((2)) = h(y). On a montré que
k=h.

D’apres la preuve de 6, le reste de affirmation dans 7 est vrai.

Comme f(E) = f(E), f est surjective, par 4. Soit (z1;29) € E? tel que f(z1) = f(x2). Par
définition de f, on a f(x1) = f(x2) et, comme f est injective, on a 1 = 2. On a montré que f
est injective. D’ou f est bijective. O

Comme conséquence, on établit le résultat suivant sur les ensembles finis (cf. définition 1.3). On rappelle
qu’une notation pour les intervalles de N a été introduite dans la définition 1.2.

Proposition 9.3. Soit E et F' deuzx ensembles non vides. Pour un ensemble fini A, on note par cardA son
cardinal (cf. définition 1.5).

1.

Sl existe une bijection b : E — F et si l'un des ensembles E et F' est fini alors 'autre est aussi
fini et cardFE = cardF.

2. Si les ensembles E et F' sont finis et cardE = cardF' alors il existe une bijection b: E — F.
3. Si ECF etF estfinialors E est fini et cardE < cardF'.
4. Si E est fini et f: E— F est une application, alors f(FE) est aussi fini et cardf(F) < cardFE.
5 Si f: B — F est une application injective et f(E) est fini alors E est aussi fini et cardE =
cardf(E).
6. Si E et F sont finis alors leur réunion EU F est aussi un ensemble fini.
Preuve :

a). On suppose que FE est fini de cardinal p € N* et qu’il existe une bijection b : E — F. On a donc

des éléments ay;---;a, deux & deux distincts de E tel que E = {a;;j € [1;p]}. Pour j € [1;p],
soit b; = b(a;) € F. On a {b;;j € [1;p]} C F.

Si (j: k) € [1;p]° avec b; = by alors b(a;) = b(ax) et, comme b est injective, a; = aj. Nécessairement
k = j. Les éléments by;---;b, de F' sont donc deux & deux distincts.

Soit f € F. Comme b est surjective, il existe e € E tel que b(e) = f. Il existe j € [1;p] tel que
e =a;. Donc f = b(e) = b(a;) = bj. Donc f € {b;;j € [1;p]}. Ceci étant vrai pour tout f € F, on
a montré que F' C {bj;j € [1;p]}.

Conclusion : F' = {b;;j € [1;p]}, F est fini et cardF = p = cardE.
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b).

c).

On suppose que F est fini de cardinal p € N* et qu’il existe une bijection b : E — F. On note
par b{~1 : F — E la bijection réciproque de b. On applique le a) avec E remplacé par F, F
remplacé par E et b remplacé par b{~1. On obtient que E est fini et cardE = cardF.

On suppose que E et F' sont finis de méme cardinal p € N*. Il existe donc des éléments ay;---;ap
deux & deux distincts de E tel que E = {a;;j € [1;p]}. Il existe donc des éléments by; - - - ; b, deux
a deux distincts de F' tel que F' = {b;;j € [1;p]}. Soit b : E — F Papplication définie par, pour
j € [1;p], blay) = b;.

On a b(E) = F donc b est surjective (cf. proposition 9.2).

Soit (e,¢’) € E? tel que b(e) = b(e’). 1l existe (j;k) € [1;p] tel que e = a; et ¢ = az. On a
b; = b(a;) = b(e) = b(e’) = by. Nécessairement j = k donc e = a; = ar = €’. On a montré que b
est injective (cf. proposition 9.2).

Donc b est bijective (cf. proposition 9.2).

. Pour p € N*, soit P(p) la proposition : Pour tout ensemble fini F' de cardinal p, ses parties sont

finies de cardinal inférieur ou égal a p.

Soit F' est un singleton. Le vide est une partie finie de F' de cardinal 0 < 1 et F' est une partie
finie de F' de cardinal 1 < 1. P(1) est vraie.

Supposons P(p) vraie pour un p € N*. Soit F' un ensemble fini de cardinal p + 1. 1l existe donc
des éléments aq;- - - ; apy1 deux a deux distincts de F' tel que F = {a;;j € [1;p+ 1]}. Soit E une
partie de F.

Si F = F alors E est fini de cardinal p+1 < p+ 1.

Sinon, il existe f € F'\ E. Il existe k € [1;p+1] tel que f = aj. On a donc F\{f} = {b;;j € [1;p]}
avecb; = ajsij < ketb; = aji1sik < j.Donc F\{f} est fini de cardinal p. De plus, E C (F\{f}).
Par I'hypothese de récurrence, E est fini et cardE < p < p+ 1. Donc P(p + 1) est vraie.

Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 1), P(p) est vraie pour tout p € N*.

. On suppose que F est fini et on considere une application f : E — F. Soit y € f(F). L’ensemble

f7*({y}) est une partie non vide de E, qui est fini, done, par 3, f~1({y}) est fini. Il existe donc
p(y) € N* et des éléments a1(y);---;ap)(y) deux & deux distincts de E tel que f~'({y}) =
{a;(y);J € [Lp(y)]}

Soit g : f(E) — E T'application définie par, pour y € f(E), g(y) = a1(y). Pour (y;3') € f(E)?
tel que g(y) = g(v'), on ay = f(g(y)) = f(g(y')) = ¥'. Donc g est injective. Par le 8 de la
proposition 9.2, g est une bijection de f(E) sur g(f(E)). Comme g(f(E)) est une partie de E et
E est fini, g(f(E)) est fini et cardg(f(E)) < cardFE, par 3. Par 1, f(FE) est fini et cardf(E) =
cardg(f(E)) < cardE.

. Comme f est bijective de E sur f(E) (cf. proposition 9.2), on applique le 1 avec F' remplacé par

f(E) et on obtient le résultat cherché.

.SiECFalors FEUF = F donc EUF est fini. Si FF C E alors FUE = E donc E U F est fini.

Voyons maintenant le cas o F ¢ F et F ¢ E. Les ensembles E N F et E'\ F sont finis comme
partie de U'ensemble fini F (cf. 3). L’ensemble E\ F' est fini comme partie de 'ensemble fini F. On
sépare deux cas.

Cas ou ENF =0 : Ll existe (p; q) € (N*)2, des éléments ay, - - - , a, deux & deux distincts de E, des
élements by, - - - , by deux & deux distincts de F' tels que E = {a;;j € [1;p]} et F' = {b;;j € [1;¢]}.
Pour j € [1;p+¢], on pose ¢; = a;, si j < p, et ¢; =b;_p, si j > p. Comme ENF = (), les ¢; sont
deux & deux distincts et EUF = {¢;;j € [1;p+ ¢]}. Donc EU F est fini.

Cas ot ENF # () : Comme partie de E, 'ensemble E N F est fini. Il existe donc (p; ¢;7) € (N*)3,
des éléments aq, - - - , a, deux & deux distincts de E\ F', des élements by, - - - , b, deux & deux distincts
de F'\ E et des éléments c1, - - - , ¢, deux a deux distincts de ENF tels que E\ F = {a;;j € [1;p]},
F\E = {bj;j € [Lig]} et ENF = {¢j;j € [Lir]}. Powr j € [Lip+ g+ 7], on pose d; = aj,
sij<p dji=0bj_psip<j<p+tqgetd; =cj_pg sip+qg<j<p+qg+r. Comme les
ensembles E'\ F, F'\ E et EN F sont deux & deux disjoints, les d; sont deux & deux distincts et
FEUF ={dj;je[lip+q+r]}. Donc EUF est fini. O
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9.1.2

Propriétés de Z et fonction partie entiere.

Dans ce paragraphe, on établit des propriétés sur les parties de Z et on construit la fonction partie entiere.

On étend d’abord la notation pour les intervalles de N (cf. définition 1.2) aux intervalles de Z. Pour
(a;b) € Z2, on pose

[a;0] = {n€Z;a<netn<>b}, [a;b] := {n€Z;a<netn<b},

Ja;d] == {n€Z;a<netn <b} et Ja;b] := {Rn€Z; a <netn < b}.

On définit aussi

[a;+oc]:= {n€Z; a <n}, Ja;+x[ = {n€Z; a<n},

J—ocsa):i= {n€eZ;n<a}, J—o0a] = {n€Z;a<n}.

Proposition 9.4. Soit A une partie non vide de R, B une partie non vide de N et C' une partie non vide

de 7.

1.
2.
3.

&

Si A est finie alors A admet un mazximum et un minimum.
On a léquivalence suivante : B est finie si et seulement s’il existe ¢ € N tel que B C [0;4].

On peut reformuler l’équivalence précédente sous la forme :
((B est inﬁm’e) <~ (Vqé N,dneB; n > q)) .

Une partie infinie de N n’est pas majorée.

B admet un minimum.

6. On a léquivalence suivante : C' est finie si et seulement s’il existe g € N tel que C C [ — ¢;4q].

Preuve :

1.

Pour p € N*| soit P(p) la proposition : (toute partie de R de cardinal p admet un maximum et un
minimum).

Soit A une partie de R & un seul élément a. Comme a < a, a majore A et a minore A. Donc, par
définition, @ = max A et a = min A. Donc P(1) est vraie. Soit A = {a;b} une partie de R & deux
éléments. Sia < b,onaa=minA et b =maxA. Sia>b, onab=minA et a =maxA. Donc
P(1) est vraie.

Supposons que P(p) soit vraie pour un p € N*. Soit A une partie de R ayant (p + 1) éléments.
On peut écrire A sous la forme {a;;j € [1;p + 1]}, avec des a; deux & deux distincts. Soit
A" :={a;;j € [1;p]}. Ona A = A'U{ap41}. Par 'hypothese de récurrence, A" admet un maximum
et un minimum. Soit ay = max(max A’;a,11) € A et a_ = min(min A’;ap41) € A (ay et a
sont bien définis d’apres P(2)). On voit que a; majore A et que a— minore A. Donc A admet a
pour maximum et a_ pour minimum. Donc P(p + 1) est vraie.

Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 1), on en déduit que P(p) est vraie pour
tout p € N*. Une partie A non vide et finie de R a forcément un cardinal ¢ € N* donc, par P(q),
A admet un maximum et un minimum.

. Soit ¢ € N. Par la définition 1.3, [0; ¢] est un ensemble fini de cardinal ¢+ 1 car [0;¢] = {j —1;j €

[1;q+ 1]}. S’il existe g € N tel que B C [0;q], alors B est fini, d’apres le 3 de la proposition 9.3.
Réciproquement, si B est fini alors, par 1, B admet un maximum ¢. Donc ¢ majore B et, comme
B C N, 0 minore B. D’ott B C [0; q]-
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3. On a, par 2,

(B est infinie) <= non (B est finie) <= non (3¢ €N, B C [0;4])
(z)(VqEN,B¢[[O;q]])<:>(VqEN,EIn6B; ng{ﬂO;q])
< (V¢geN,3IneB; n>q).

4. Si B est une partie infinie de N alors, par 3, la proposition de droite de 3 est vraie et cette derniere
dit précisément que B n’est pas majorée.

5. Soit ¢ € B. L’ensemble B N [0; g] est une partie non vide B (car elle contient ¢). De plus, elle
est finie car elle est contenue dans [0;¢] (cf. 2). Donc, par 1, elle admet un minimum m € N. On
vérifie que m est aussi le minimum de B.

Comme m € BN [0;q], m € B et m < q. De plus, pour p € B,on a,sip > ¢, p > ¢ > m et, si
p<gq,p € BNJ0;q] donc p > m. Donc m est le minimum de B.

6. Soit ¢ € N. Par la définition 1.3, [ — ¢; ¢] est un ensemble fini de cardinal 2¢ + 1 car [ — ¢;¢] =
{j —1—¢q;j € [1;2¢ + 1]}. S’il existe ¢ € N tel que C C [ — ¢;¢], alors C est fini, d’aprés le 3
de la proposition 9.3. Réciproquement, si C' est fini alors, par 1, C' admet un minimum ¢_ et un
maximum g4. Soit ¢ = max(|g_[;|¢4|). Pourp € C,ona —¢ < —|g-| < g <p<qy <|g4| < ¢
donc C C [ —q;4]- O

On donne une information supplémentaire sur les parties infinies de N.

Proposition 9.5. Soit D et D’ deux parties infinies de N. Il existe une bijection strictement croissante
p: D' — D.

Lemme 9.6. Soit D une partie infinie de N. Il existe une suite strictement croissante v : N* — D dont
limage v(N*) est exactement D. En particulier, v est bijective.

Preuve : Voir dans le paragraphe 9.2.3. 0

Preuve de la proposition 9.5 : On applique le lemme 9.6 & D et & D’. 1l existe deux bijections strictement
croissantes v : N* — D et w : N* — D’ telles que v(N*) = D et w(N*) = D’. La bijection réciproque
w1 de w est aussi strictement croissante.

En effet, prenons (n;n/) € (D')? avec n < n/ et posons p = w'~1(n) € N* et p’ = w1 (n/) € N*. Si 'on
avait p > p/, on aurait, comme w est croissante, w(p) > w(p’) soit n = w(p) > w(p’) = n’ ce qui contredit
n < n'. Donc, forcément, p < p’ soit w1 (n) < w1 (n').

Soit ¢ := v o w1, L’application ¢ est donc bijective de D’ sur D, comme composée de bijections (cf.
proposition 9.2). Vérifions que ¢ est strictement croissante. Soit (n;n’) € (D')? avec n < n/. Comme
w(~1) est strictement croissante, on a w(=1(n) < w{=Y(n’). Comme v est strictement croissante, on a
oD (1)) < (w0 (). Dot p(n) = v~ (1)) < (D (@) = p('). 0

On compte le nombre d’entier relatif dans un intervalle de R de longueur 1.

Proposition 9.7. Soit a € R.
1. L’ensemble la;a + 1] NZ est fini et card(Ja;a + 1] NZ) = 1.
2. L’ensemble [a;a + 1[NZ est fini et card([a;a + 1[NZ) = 1.
3. L’ensemble [a;a + 1) NZ est fini et card([a;a + 1] NZ) € [1;2].

4. On a les équivalences

(card(fasa+1]NZ) = 2) <= (a€Z) < (Jla;a+1NZ = 0).

Preuve :
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1. Sia€Z,a+1¢€Zdonc Ja;a+ 1] NZ contient a + 1. Prenons a ¢ Z. L’ensemble A : {n € N;n >
|a] + 1} est une partie non vide de N d’apres la propriété d’Archimede (cf. (1.4)). Il admet donc
un minimum ng (cf. proposition 9.4) et ng > |a| + 1 > 0. Comme (Ja|] + 1) € Z, ng > |a| + 1. Par
définition de ng, ng —1 ¢ A donc ng — 1 < |a] +1 < ng. On a donc (ng — 1) €]|al;|a] +1[. Sia >0,
Jas;a 4+ 1] N Z contient ng — 1. Si a < 0 alors, comme —|a| — 1 < —(ng — 1) < —|a| et a = —Jal, on
aa<-ng+2<a+1doncla;a+ 1] NZ contient —ng + 2.

Dans tous les cas, Ja;a + 1] NZ a au moins un élément.

Supposons quon ait (k;k') € (Ja;a+1]NZ)? tel que k <k.Onaa<k<k' <a+1let —a>—k
donc 0 < k' — k < 1 (cf. remarque 1.5). Comme (k' — k) € Z,on a k' —k = 0 soit k = k'

On a montré que Ja;a + 1] NZ a exactement un élément.

2. Soit f : R — R définie par f(z) = —x. Pour y € R, I’équation d’inconnue z € R donnée par
f(z) =y a une solution unique, & savoir = —y. Donc f est bijective d’apres (9.3) et sa bijection
réciproque est (=1 = f. En particulier, f o f est I'identité. On remarque que f(Z) C Z.

On considere les propositions

Q = (VbeR,card(]b;bJrl]ﬂZ) - 1),@1 — (VbeR,f([b;bJrl[) C]f(bJrl);—b])

ot Qy = (VbeR,f(]b;b+ 1) ¢ [-(b+ 1);—b[).

Puisque le point 1 est vrai pour tout a € R, Qy est vraie. Comme f est strictement décroissante,
on a, pour tout b € R, f([b;b+1[) C] — (b+1); =b] et f(Jb;0+1]) C [-(b+1); —b[. Donc Q; et Qs
sont vraies.
D’apres Qp, il existe p €] — (a + 1); —a] N Z. Comme f(Z) C Z et f(] — (a+ 1);—a]) C [a;a + 1]
(cf. Q2), f(p) € [a;a + 1[NZ. Donc [a;a + 1[NZ est non vide. Si (q1;¢2) € ([a;a + 1[NZ)? alors,
grace & 91, f(q1) €] — (a+1);—a]NZ et f(q2) €] — (a + 1); —a] N Z. Comme cet ensemble a un
seul élément, d’apres Qp, f(q1) = f(g2). Comme f est injective, g1 = ¢a2. Donc [a;a + 1[NZ est un
singleton.

3. Sia ¢ Z,la;a+1]NZ =]a;a+1]NZ qui est fini de cardinal 1, par 1. Sia € Z, [a;a+1]NZ = {a; b},
ou b est 'unique élément de Ja;a + 1] N Z. Comme b # a, {a;b} est fini de cardinal 2.

4. Dans la preuve de 3, on a montré : (a € Z = card([a;a + 1] N Z) = 2). Montrons la réciproque.
On suppose que [a;a + 1] NZ a deux éléments. Comme |a;a + 1] N Z est un singleton, par 1, on
a nécessairement Ja;a + 1] NZ # [a;a+ 1] NZ donc a € [a;a+ 1] NZ et a € Z. On a montré la
premiere équivalence.
L’ensemble Ja; a+1[NZ est une partie de 'ensemble fini |a; a+1]NZ de cardinal 1. Donc Ja; a+1[NZ
est fini et card([a;a + 1] N Z) < 1, par la proposition 9.3.
Si Ja; a+ 1[NZ est vide alors, comme card(]a;a+1]NZ) = 1, a + 1 appartient forcément & Z, donc
a € Z. Réciproquement, si a € Z alors, d’apres 3, card([a; a + 1] NZ) = 2. Comme a € [a;a+ 1]NZ
et a+1 € [a;a+1]NZ, Pensemble |a;a+ 1[NZ = ([a;a+ 1) NZ) \ {a;a+ 1} est vide. On a montré
la deuxieme équivalence. O

On est en mesure de construire la fonction partie entiere.

Proposition 9.8. Pour x € R, il existe un unique p € Z vérifiant p < x < p+ 1. On le note E(x) et c’est
la partie entiére de x. On a, de plus, E(x) = max{k € Z; k < z}. L’application E : R — Z vérifie

VreR, E() <z< E(x) +1. (9.4)

Cette fonction E est appelée fonction partie entiére. C’est la seule application g : R — Z a vérifier (9.4)
avec E remplacée par g.

Preuve : Soit € R. Pour p € Z, la proposition (p < x < p+ 1) est équivalente & (p €]z — 1;z]). Par le
1 de la proposition 9.7, intervalle |z — 1;z] contient exactement un entier relatif. Donc (p < z < p+1)
est vraie pour un unique p a savoir E(z), par définition. En particulier, on a montré (9.4). Si k € Z et
k < z, alors soit k €]z — 1;2] et k = E(x) soit k <z —1 < E(z). Donc E(z) = max{k € Z; k < z}.

Soit g : R — Z une application vérifiant (9.4) avec E remplacée par g. Pour tout = € R, g(z) < z et
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g(x) > x—1donc g(z) € (Jx —1;2]NZ). D’apres ce qui précede, on a nécessairement g(x) = E(z). Donc
g = E, ce qui montre 'unicité de F. O

On termine ce paragraphe en donnant des précisions sur la suite des factorielles (cf. définition 3.13).

Proposition 9.9. La suite (n!),en, définie dans la définition 3.13, est croissante, strictement croissante d
partir du rang 1 et a valeurs dans N*. Elle tend vers +oo et sa restriction ¢ N* est une extractrice.

Preuve : Pour n € N*, soit P(n) = (n! € N* et (n+1)! > nl). Comme 1! =1 € N* et 2! = 2, on a
21=2>1 =1l Donc P(1) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un n € N*. Par hypothese de récurrence, n! € N* et, comme (n + 1) € N*
mn+1)!'=Mm+1)-nleN".Deplus,n+1>1etn! >1>0donc (n+1)! =(n+1)- -n!>n! Donc
P(n+ 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 1), P(n) est vraie pour tout n € N*.

En particulier (n!),cn+ est strictement croissante et & valeurs dans N*| & partir du rang 1. Pour tout
n € N* on a, par P(n), n! > 1 =0! € N*. Donc (n!),en est croissante et a valeurs dans N*. La restriction
(nDpen de (n!)pen est une extractrice (cf. définition 3.29), done, par la proposition 3.54, elle tend vers
+o0. Par la proposition 3.35, (n!),en tend aussi vers +oo. O

9.1.3 Fonctions racine carrée et module.

On construit ici la fonction racine carrée, on en donne des propriétés et on en déduit des propriétés sur
la fonction module.

On rappelle que la fonction valeur absolue est la fonction | - | : R — R* définie par |z| = max{—z;z}
(existence du maximum étant assuré par la proposition 9.4).

Proposition 9.10. L application /- : Rt — RT donnée par, pour x € RY, \/z = sup{t € R*;? < x},
est bien définie. Elle est strictement croissante, v/0 = 0 et v/1 = 1. De plus, on a les propriétés suivantes.

VzeR", VzeC, (:*=2) < (¢ =Vzouz=—1). (9.5)
V(z;y) € RY)?, oy = Vo /Y. (9.6)

VaeR, Va2 = |a]. (9.7)

VeeRT, Va2 = z. (9.8)

VeeRY, (Va)? = . (9.9)

Preuve : Par commodité, on pose g = +/-.
On remarque tout d’abord que la fonction f : R — R donnée par, pour x € Rt f(z) = 22, est positive
et strictement croissante. En effet, si0 <z < a’, v+ 2’ >0 et

f@) = fl@) = (@' —2)- @ + x) > 0.

Donc f est strictement croissante. De plus, f(0) = 0 donc f est positive.

On vérifie que g est bien définie. Pour x € R soit S(z) = {t € R*;#*> < x}.

Soit x € R*. L’ensemble S(x) est non vide car il contient 0. En particulier, sup S(z) > 0. Vérifions que
sup S(x) est fini c’est-a-dire que S(x) est majoré. Soit t, =x+1>0. On a

2 =2*+20+1>2+1>z.

T

Soit t € S(z), on a t? < z < t2. Comme f est strictement croissante, la proposition (¢t > t,) est fausse
donc t < t,. En particulier, t, majore S(x). Donc sup S(z) € RT et g est bien définie.
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Comme §(0) = {0}, ¢g(0) = max S(0) = 0, par la proposition 1.12.
Soit # € R*. On suppose que g(z)? > 2. On pose € = g(x)? —x > 0. Soit § > 0. On a

(9(x) = 8)* = g(2)* — 20g(x) + &% = = + € — 20g(x) + 6°.
En choisissant § > 0 tel que
0 < g(xz) et 6 <
onag(x)—d>0et e>2g(x) donc on obtient
r < x+e—25g(x) < x4+ e— 25g(x)+ 6% = (g9(z) —6)2.

Soit t € S(x),onat? <z < (g(z)—6)? et g(x)—3& > 0. Comme f est strictement croissante, la proposition
(t > g(x) — 0) est fausse donc t < g(z) — ¢. En particulier, g(x) — 6 majore S(x). Comme § > 0, on a une
contradiction avec g(z) = sup S(x). Donc g(z)? < .

On suppose que g(z)? < z. Soit n = 2 — g(x)? > 0. Soit 6 > 0. On a

(9(x) +0)

En choisissant § > 0 tel que

g(x)? + 20g(x) + 6% = = — n + 25g(x) + 6%.

n
< _
- 29(x)+ 17
onag(z)+d >0et 25g(x)+6% < (29(z) +1)6 < n donce (g(x)+9)? < x. En particulier, (g(z)+0) € S(x)
et g(x) +§ < supS(z) = g(x). Contradiction car § > 0. On a montré que g(x)? > z.
On déduit de ce qui précede que g(z)? = 2. On a montré (9.9).
Soit z € R*. Pour z € C, on a

0 <1 et

P =a = 2 —g@)? =0 (z—9g®) (z+g@) =0+ (2 =g ouz=—g).
On a montré (9.5).

Comme —1 et 1 sont solutions de 1’équation 22 =1 et g(1) >0, on a g(1) = 1, par (9.5) pour = = 1.
Soit (z;9) € (RT)2 Comme (g(z)g(y))? = g(x)? - g(y)? = zy et g est positive, g(x)g(y) est une solution
positive de '’équation 2% = xy donc, par (9.5) avec x remplacé par xy, g(x)g(y) = g(zy). On a montré
(9.6).

Soit @ € R. Comme a? = |a|?, on a, d’apres (9.6) et (9.9), g(a?) = g(|al?) = g(la]) - g(|a]) = g(|a])?® = |al.
On a montré (9.7). Donc (9.8) est aussi vraie.

Il reste & montrer que g est strictement croissante. Soit (z;y) € (RT)? avec z < y. Si Pon avait g(z) > g(y),
on aurait, comme f est croissante et par (9.9), z = g(x)? = f(g9(z)) > f(9(y)) = 9(y)? = y ce qui contredit
x < y. Donc g(x) < g(y). Donc g est strictement croissante. O

Définition 9.11. La fonction /- introduite dans la proposition 9.10 est appelée fonction racine carrée.

Remarque 9.12. La fonction racine carrée définie dans la proposition 8.13 est la bijection réciproque de
la fonction bijective fo : RT — RT définie par fo(x) = x2. D’aprés (9.8) et (9.9), la fonction racine
carrée de la définition 9.11 est aussi la bijection réciproque de fo. Elle coincide donc avec la fonction
racine carrée définie dans la proposition 8.13.

Pour z = z + iy € C avec (z;y) € R? on a

». 7T = ($+Zy)($—ly) — 22 _ (zy)2 = g2 +y2 >0

donc v/2Z est bien défini et appartient & RT (cf. proposition 9.10). On a donc une application |-| : C — R¥
définie par |z| = v/2Z. Cette application est I’application module et, pour z € C, |z| est le module de z.
Lorsque z = € R, on a 2z = 22 et, par (9.7), vV2zZ = V22 = |z, la valeur absolue de x. Donc le
module de x est égale a la valeur absolue de x. La valeur absolue est donc la restriction & R de la fonction
module. Pour cette raison, il est traditionnel de noter de la méme fagon ces deux fonctions, ce qui est
abusif puisqu’elles soient différentes.

On établit maintenant les propriétés suivantes de la fonction module.
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Proposition 9.13. La fonction module a les propriétés suivantes :

VzeC, (]z2|=0 < 2z2=0), (9.10)
VzeC, [z=l, (9.11)
V(z2)eC?, |22| = |2|-1¢], (9.12)
)

VzeC, VneN, [ = [z (9.13

et
V(z;2)eC?, |z+2| < |2| + |¢]. (9.14)

La propriété (9.14) s’appelle linégalité triangulaire. Une formulation équivalente de cette proposition est
V(z2)eC?, |lz| = ||| < |2 = 7. (9.15)

Pour (z;2') € C?, on a l’équivalence
(2472 = |z] + |¢]) = @BreR"; z2=X-2"ouz =X 2). (9.16)

En désignant, pour z € C, par R(z) sa partie réelle et par I(z) sa partie imaginaire, on a

vieC, ((IRGI< ) et (I3G) < ). (9.17)

Preuve : Si z =0, 2z =0 donc |z| = v/0 = 0, par la proposition 9.10. Si z # 0 alors z s’écrit = + iy avec
(z;9) € (R?\ {(0;0)}) donc 22 4+ y? > 0 et, comme /- est strictement croissante (cf. proposition 9.10),
|z| = /22 +y2 > /0 = 0. On a montré (9.10).

Pour z = x + iy € C avec (z;y) € R?, on a |Z| = /22 + (—y)% = /22 + y2 = |2], soit (9.11). De plus,
22 < 22 + 92 et y? < 22 + y? donc, comme 4/~ est croissante (cf. proposition 9.10), on a, d’apres (9.7),

[RG)| = |2 = Va? < Va2 +y? = |2

IN

et

S()| = Iyl = Vy* < Va2t = [,
ce qui prouve (9.17).
Soit (2;2’) € C% On a

|22/ = (22)) 22 = 2-2-Z2-2 = |22 ||

donc, par (9.6) et (9.8),

22| = VI = VPP = VP VP = 12

ce qui établit (9.12).
Soit z € C. Pour n € N, soit P(n) = (|z"| = |2|"). Comme |2°| = |1| =1 = |z|°, P(0) est vraie. Supposons
P(n) vraie pour un n € N. On a, d’apres (9.12) et ’hypothese de récurrence,

2 = [ = el = e el =

donc P(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(n) est vraie
pour tout n € N. On a montré (9.13).

Soit (z;2’) € C2. La propriété (9.14) est vraie si 2/ = 0. On suppose désormais que 2’ # 0.

Soit P : R — RT définie par, pour t € R, P(t) = |z +t2'|* > 0. Pour t € R, on a

Pt) = (z+t)-(z+1t2) = (2 +t)-F+t2) = |2)> +t(z-2/ +2-2) + 3|2
=P +2-RE-)t+ |2
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Donc P est une fonction polynome de degré deux a coefficients dans R. De plus, P est positive donc son
discriminant doit étre négatif c’est-a-dire
4-(Rz-2))° —4- 122> < 0
ce qui donne
(R(z-2))" < |22 |22
Comme /- est croissante (cf. proposition 9.10), on obtient, en utilisant (9.6) et (9.7),
R(z-2)| < 2] |7 (9.18)

On en déduit que

lz+ 27 = P(1) = |ZP+2-RE-2) + |2 < P+ 202 |2 + |21 = (]z] +|2)?, (9.19)

ce qui, en utilisant encore la croissance de /- et (9.8), donne (9.14).
On remarque, pour tout ¢ € C, | —¢| =| — 1] - |¢| = |¢|, par (9.12).
On montre I’équivalence ((9.14) < (9.15)).

=) : On suppose donc (9.14) vraie, c’est-a-dire

V(z1322) €C?, |21+ 22| < |z + |22

Soit (z;2') € C?. On applique la proposition précédente & z; = 2z — 2’ et zp = 2/, ce qui donne |z| <
|z — 2'| + |2/| soit |z] — |2/| < |z — Z/|. On applique la proposition précédente & z; = 2’ — z et 25 = 2z, ce
qui donne |2/| < |2/ — z| + |z] soit |2/| — |z| < |2’ — 2| = |z — 2/|. Donc

2] = |2'l] = max{]z] = [2']; 2] = |2} < |2 =7
c’est-a-dire (9.15).
<=) : On suppose donc (9.15) vraie, ¢’est-a-dire
V (21;20) € C?, ||zl| — |22|| < lz1 — 29| .
Soit (z;2') € C2. On applique la proposition précédente & z; = z + 2’ et 2o = 2/, ce qui donne
) = 1] < [l — 1] < Il

soit |z + 2’| < |z| +|#/|. On obtient donc (9.14).

Comme (9.14) est vraie, cette équivalence montre que (9.15) est aussi vraie.

Il reste & montrer (9.16) pour (z;2') € C2.

<=) : On suppose qu'il existe A\ € RT tel que z = Az’ ou 2’ = Az. Dans le premier cas, on a, d’aprés
(9.12) et le fait que A € RT et (1 +\) € RT,

l2+2] = [1+ 0] = T+ A ]| = A+ 2 [] = M+ 1] = N+] = |2 +]].
Dans le second cas, on a de méme

[+ 2] = [+ Nzl = [T+ Azl = Q+A) [z = [z[+Al2] = [z]+Xz] = [2] + 2] .
=) On suppose que |z+2'| = |z|+]z/|. Si 2/ =0 alorson a 2’ = 0-z avec 0 € RT. On suppose désormais
que 2’ # 0. D’aprés hypothese, I'inégalité apparaissant dans (9.19) est en fait une égalité. En simplifiant
cette derniere, on obtient

REz-2") = |z|-]¢]. (9.20)

En particulier, le discriminant de la fonction polynomiale P est nul. Il existe donc ¢ € R tel que P(t) = 0.
On a donc |z + t2/|> = 0 et, d’apres (9.5), le fait que v/0 = 0 et (9.10), on en déduit que z = —tz’. En
portant cette information dans (9.20), on obtient

2] - |2 = R(—tz/-2) = —t-[]*.

En divisant par |2/|> (qui est non nul), on voit que —t € R*. On obtient donc la validité du membre de
droite de (9.16).
On a montré (9.16). O
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9.2 Variantes du théoréme de récurrence.

On présente tout d’abord les variantes classiques du théoréme de récurrence (cf. théoréme 1.4). On traite
ensuite une difficulté rencontrée dans plusieurs résultats et liée a des relations de récurrence. Ce dernier
point nous amene a établir la construction d’une suite par récurrence (éventuellement finie).

9.2.1 Variantes classiques.

Les variantes suivantes du théoreme de récurrence sont parfois utiles. On rappelle que le théoreme de
récurrence est donné dans le théoreme 1.4.

Théoréme de récurrence forte :

Théoréme 9.14. Soit ng € N et, pour n € [ng; +oof, on considére une proposition P(n), dépendant de n.
On a Uimplication suivante :

((P(no) est vraie) et (Vn € [no; +oo[, (Vk € [no; n], P(k)) = P(n+ 1))))

= (Vn € [no; +oo[, P(n) est vraie) .

Preuve : On suppose vraie la proposition de gauche de 'implication & démontrer. Pour n € [ng; +oo[,
soit Q(n) la proposition (V& € [no; n], P(k)). On montre par récurrence (i.e. via le théoréme 1.4) que
Q(n) est vraie pour tout n € [ng; +oo.

Comme P(ng) est vraie, par hypotheése, Q(ng) est vraie. Supposons Q(n) vraie pour un n € [ng; +oof.
Donc (Vk € [ng; n], P(k)) est vraie. D’apres I’hypotheése, P(n + 1) est vraie. Donc, pour k € [ng; n+1],
P (k) est vraie, i.e. Q(n + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4), Q(n) est vraie
pour tout n € [ng; +oo.

Pour n € [ng; +oo[, on a Q(n) = P(n) et, comme Q(n) est vraie, P(n) est aussi vraie. O

Théoréme de récurrence finie :

Théoréme 9.15. Soit (ng;n1) € N? avec ng < ny et, pour tout n € [ng;n1], on considére une proposition
P(n), dépendant de n. On a limplication suivante :

<('P(no) est vraie) et (Vn € [no;ma[, (P(n) = P(n+ 1))))

= (Vn € [no;m], P(n) est vraie) .

Preuve : On suppose vraie la proposition de gauche de 'implication & démontrer. Pour n € [ng; +oo[,
soit Q(n) la proposition

((n >n1) ou ((n<mp) et P(n)))

On montre par récurrence (i.e. via le théoréme 1.4) que Q(n) est vraie pour tout n € [ng; +oo[.

Par hypothese, P(ng) est vraie. Comme ng < ny, Q(ng) est vraie.

Supposons Q(n) vraie pour un n € [ng;+oo[. Si m > ny alors n + 1 > ny donc Q(n + 1) est vraie. Si
n<mny, n+1<n; et, comme Q(n) est vraie et (n > ny) est fausse, P(n) est vraie. D’apres hypothese,
P(n+ 1) est vraie. Donc Q(n + 1) est vraie.

Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4), Q(n) est vraie pour tout n € [ng; +oo[.

Pour n € [ng;n1], Q(n) est vraie et (n > nq) est fausse, donc P(n) est vraie. O

Théoreme de récurrence descendante :
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Théoréme 9.16. Soit (ng;n1) € N? avec ng < ny et, pour tout n € [ng;n1], on considére une proposition
P(n), dépendant de n. On a limplication suivante :

<(73(n1) est vraie) et (Vn € Jnosma], (P(n) = P(n— 1))))

= (Vn € [no;m], P(n) est vraie) .

Preuve : On suppose vraie la proposition de gauche de I'implication & démontrer. Pour p € [ng; nq], soit
Q(p) la proposition P(n; + ng — p). On montre par récurrence finie (i.e. par le théoreme 9.15) que Q(p)
est vraie pour tout p € [ng;ni].

Par hypothese, P(nq) est vraie donc Q(ng) = P(n1 + ng — ng) est vraie. Supposons Q(p) vraie pour un
p € [no;ni]. Comme P(ny + ng — p) = Q(p) est vraie et ny + ng — p € Jno;n1], on a, par 'hypothese,
P(n1+np —p— 1) est vraie c’est-a-dire Q(p + 1) est vraie.

Par le théoreme 9.15, Q(p) est vraie pour tout p € [ng;n1]. Pour n € [ng;n1], n1 +ng — n € [no;n1]
donc P(n) = Q(n1 + ng — n) est vraie. O

Théoreme de récurrence éventuellement finie : On combine le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4)
et le théoréme de récurrence finie (cf. théoréme 9.15) pour obtenir le résultat suivant. On utilise la
convention, pour n, = +00, ny — 1 = 400.

Théoréme 9.17. Soit ng € N et ny € Jng+1; +oo]U{+o0}. Pourn € [ng;ny[, on considére une proposition
P(n), dépendant de n. On a limplication suivante :

((P(no) est vraie) et (Vn € [no;ny — 1[, (P(n) = P(n+ 1))))

= (Vn € [no;m[, P(n) est vraie) .

Preuve : Lorsque n, = 400, le théoréme de récurrence classique (cf. théoréme 1.4) donne le résultat.
Lorsque np € Jng + 1; +00[, le théoréme de récurrence finie (cf. théoreme 9.15) avec ny = n, — 1 donne le
résultat. O

En application de ce théoreme 9.17, on montre la généralisation suivante de la proposition 3.23 sur les
suites réelles monotones.

Proposition 9.18. Soit ng € N et N € (NU {400} tel que N > ng + 1. Soit u : [no; N[ — R une suite
réelle. Avec la convention que N — 1 = 400 si N = +00, on a les équivalences suivantes :

(u est croissante) — (Vn € no; N—=1[, upi1 > un) )

(u est strictement croissante) — (Vn € no; N —=1[, upy1 > un) )
(u est décroissante) — (Vn € [no;s N —=1[, tp41 < un) )

(u est strictement décroz'ssante) <= (Vn € nos N —=1[, tnp41 < un) .

Remarque 9.19. Sing € N, N =ng+1 et u : [ng; N[ — R est une suite réelle, alors le domaine de
définition de la suite u est un singleton. Elle est donc croissante et décroissante. Elle est aussi strictement
croissante et strictement décroissante, d’apreés la définition 3.22, car la proposition (n < m) est toujours
fausse pour n et m dans le domaine de définition de u.

Preuve de la proposition 9.18 : Montrons d’abord les quatres implications =>. 11 suffit de reprendre
Pargument utilisé dans la preuve de la proposition 3.23 en remplagant “n > ngy” par “n € [ng; N — 1[”.
Passons maintenant aux implications <=. On modifie légerement ’argument utilisé dans la preuve de la
proposition 3.23.
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On suppose vraie la proposition de droite de la premiere équivalence de ’énoncé. On montre que u est
croissante. Pour ce faire, on montre par récurrence la proposition P(n) donnée, pour n € [ng; N[, par

P(n) = (Vp € [no;n], up < un) )

P(no) est vraie, car, pour tout p € [ng;noj, on a en fait p = ng donc u, < uy,. Supposons que P(n) soit
vraie pour un n € [ng; N — 1[. Soit p € [ng;n+1]. Si p < n alors u, < u,, par 'hypothése de récurrence,
et up, < Upy1, par 'hypothese. Donc u, < upy1. Si p = n alors, par I'hypothese, u, = uyp, < upy1. On a
montré que P(n + 1) est vraie.
Par le théoreme de récurrence éventuellement finie (cf. théoreme 9.17 avec n, = N), P(n) est vraie pour
tout n € [no; N[.
Soit (m;n) € [no; +oo[> avec m > n. Comme P(m) est vraie, on a t,y, > u,. On a montré que u est
croissante.
Pour la seconde implication <=, on procede de la méme maniére en remplagant la proposition P(n)
précédente par

Pn) = (W€ non], up < uy,).

Pour la troisiéme, on procéde de la méme maniére en remplagant la proposition P(n) précédente par
Pn) = (W€ non], up > uy,).

Pour la derniére, on procede de la méme manieére en remplagant la proposition P(n) précédente par
P(n) = (Vp€nosn], up > uy).

On a montré les quatres équivalences. O

9.2.2 Une difficulté liée aux relations de récurrence.

Dans cet paragraphe, on se penche sur une difficulté liée aux relations de récurrence. Cette difficulté appa-
rait dans la preuve des résultats suivants : proposition 3.2, proposition 3.6, proposition 3.11, lemme 3.60,
lemme 3.61, proposition 6.23, proposition 6.27, lemme 9.6 et lemme 9.33.

Considérons la proposition 3.2. Pour sa preuve, il est naturel d’essayer la chose suivante :
Soit d € D. Pour n € N, on consideére la proposition P(n) :

I(ao;--;a,) € D™ ((ao =d)et (n >0 = Vje[lin-1], a1 = f(aj))) . (9.21)

En prenant ag = d, on voit que P(0) est vraie, puisque I'implication dans (9.21) est vraie lorsque (n > 0)
est fausse. Supposons P(n) vraie pour un n € N. On a donc un (ag;---;a,) € D™ tel que la proposition
entre grandes parantheéses dans (9.21) soit vraie. En particulier, a,, € D donc f(a,,) est bien défini. On pose
an+1 = f(an). On vérifie maintenant, pour ce (ag; -+ ; an; ant1), la proposition entre grandes parantheses
dans (9.21) avec n remplacé par n + 1 est vraie. On a déja ag = d par hypothese de récurrence. Soit
j € [1;(n+1)—1]. Si j < n, on a, par hypothese de récurrence, a; 1 = f(a;). De plus, par construction,
on a aussi ap41 = f(an). Donc P(n + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec
ng = 0), P(n) est vraie pour tout n € N.

On définit une suite u : N — D de la facon suivante : Soit n € N. Comme P(n + 1) est vraie, on a un
(ag; -+ ;an;ant1) € D™ pour lequel la proposition entre grandes parantheses dans (9.21) avec n remplacé
par n + 1 est vraie. On pose u,, = a, € D.

Pour vérifier la relation de récurrence (3.1), on se trouve confronté au probleme suivant. Soit n € N. On
veut vérifier que u,41 = f(u,) mais u,41 est défini par P(n+2) tandis que u,, est défini par P(n+1). La
proposition P(n + 1) donne un (ag;- - -; an; ant1) tel que la proposition entre grandes parantheses dans
(9.21) soit vraie avec n remplacé par n + 1. La proposition P(n + 2) donne un (ag;---;ay,;a;, ;o)
tel que la proposition entre grandes parantheéses dans (9.21) soit vraie avec n remplacé par n + 2 et
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(@03 @n} Gpy1; Gnyo) remplacé par (ag;---;ap;ay, 1;a;,.,,). Par construction de u, on a u, = a, et
ant1 = f(un), d'une part, et u,1 = a;,,,, d’autre part. Comment étre str que 'on a a;, ;| = apq1?
Ce probleme se pose aussi, si I’on choisit de définir u,, comme égal au a,, donné par P(n).

On rencontre une difficulté similaire dans les preuves de la proposition 3.6, de la proposition 3.11, du
lemme 3.60, du lemme 3.61, de la proposition 6.23, de la proposition 6.27, du lemme 9.6 et du lemme 9.33.
Dans chaque cas, le probléeme se pose pour la construction de suites vérifiant des propriétés de récurrence.

Essayons de prouver la proposition 3.6 en utilisant, pour n € [ng; +oo[, la proposition P(n) donnée par :
F(ang; -~ -5 an) € KV, ((ano = Up,) et (n > ng = Vj € [no;n—1], aj41 = a; +uj+1)). (9.22)

On vérifie que P(ng) est vraie et que la proposition P(n) est héréditaire. On doit maintenant construire une
suite 8 = (8n)ne[no;+oo Vérifiant la relation de récurrence (3.4). Pour n > ng, on définit s, par le a,, donné
par P(n + 1). Prenons un (ag;---;ay,;a;,.1;a;, ) tel que la proposition entre grandes parantheses dans
(9.22) soit vraie avec n remplacé par n+2 et (ao; - -5 Gn; Gny1; Angz) remplacé par (ag;---;an,;a7, 135, 9)-
On a donc sp41 = aj, . Par P(n + 2), on sait que s,11 = aj, + unp41 et, par P(n + 1), on sait que
Upt1 = Sp + Upt1. Done Sp41 = al, — an + Sp + Upp1. Qulest-ce qui garantit que 'on a a), = a, ? On
retombe donc bien sur un probleme similaire au précédent.

On voit que le probleme vient du fait que, dans ’hypothese de récurrence, on a I'existence d’un certain
objet mais on a oublié le lien de cet objet avec 'objet aux rangs précédents. Dans le cas de la preuve de
la proposition 3.6, on ne sait donc pas si al, = a,.

Il faudrait remplacer 'hypothese de récurrence par quelque chose comme “supposons construits ag, - -+ , @y
tel que .... et montrons que 'on peut construire a, 41 vérifiant ....”. Mais on doit justifier un tel raisonne-
ment, de préférence avec le théoreme 1.4. On a donc besoin de traduire 1'idée intuitive précédente dans
le langage de ce théoreme. C’est ce que I'on va faire dans les deux paragraphes suivants.

9.2.3 Construction par récurrence d’une suite.

Dans ce paragraphe, nous établissons un résultat abstrait de construction par récurrence d’une suite. Ce
résultat nous permettra de contourner la difficulté soulevée au paragraphe 9.2.2 et nous sera utile dans les
preuves de la proposition 3.2, de la proposition 3.6, de la proposition 3.11, du lemme 3.60, du lemme 3.61,
de la proposition 6.23, du lemme 9.6 et du lemme 9.33.

Avant de donner ce résultat abstrait, voyons, sur ’exemple de la proposition 3.2, comment contourner la
difficulté en question.

Preuve de la proposition 3.2 : Soit d € D. Pour n € N, on considére la proposition P(n) suivante :

1l existe une unique application v(™ : [0;n] — D telle que v(™(0) = d et, pour p € [0;n], v (p+ 1) =
£ ().

Soit v : [0;0] — D définie par v(?)(0) = d. C’est la seule application vérifiant les conditions imposées
dans P(0) (la deuxiéme condition étant remplie car ’ensemble [0; 0] est vide). Donc P(0) est vraie.
Supposons P(n) vraie pour un n € N. Soit v+ : [0;n + 1] — D l'application, dont la restriction
a [0;n] est 'application v(™ fournie par ’hypothése de récurrence P(n) et dont la valeur en n + 1 est
vt (n 4+ 1) = f(v™(n)). On a vtV (0) = v(™(0) = d.

Soit p € [0;n+1[. Sip < n,onap < p+1 < ndonc vV (p+1) = o™ (p+1) = f(™(p)) = F(™TV(p)),
d’apres Phypothese de récurrence. De plus, pour p = n, vt (n 4+ 1) = f(v™(n)) = f(0™*+D(n)) car
v+ et v coincident sur [0;n]. Donc v(" 1) vérifient les contraintes imposées dans P(n + 1).

Soit w : [0;n + 1] — D vérifiant ces mémes contraintes. La restriction de w & [0;n] vérifie donc les
contraintes imposées par P(n). D’aprés I'unicité de v(™), w coincide avec v(™ sur [0;n] donc coincide
avec v("*1) sur [0;n]. De plus, w(n + 1) = f(w(n)). D’apres ce qui précede, w(n + 1) = f(w(n)) =
FD (n)) = v+t (n 4+ 1). Donc w = v+, Donc P(n + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), la propriété P(n) est vraie pour tout
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n € N*. Pour (m,n) € (N*)? avec m > n, la restriction & [0;n] de I'application v(™ fournie par P(m),
(m)
[[0sm

Soit v : N — D définie par vy = d et, pour n € N*, v, = U(")(n)7 ot v(™ est application fournie par
P(n). Pour n € N, v,11 = vt (n 4+ 1) = f(t)(n)) = f(v™(n)) = f(va), puisque v* D et v
coincident sur [0;n]. Donc v vérifie la relation de récurrence (3.1).

Il reste a vérifier 'unicité de la suite v. Soit w : N — D vérifiant wy = d et (3.1) avec u remplacée par
w. Pour n € N, soit Q(n) = (v, = wy,). Comme vy = d = wp, Q(0) est vraie. Supposons que Q(n) soit
vraie, pour un n € N. On a donc v, = w,, € D donc f(v,) = f(w,) et, par (3.1) (pour v et pour w),
Upt1 = f(vn) = f(wn) = wpa1. Done Q(n + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4
avec ng = 0), Q(n) est vraie pour tout n € N. Donc w = v. .

vérifie les contraintes imposées dans P(n) donc v 1= v(™ | Tapplication fournie par P(n).

Dans cette preuve, la “mémoire” des premiers termes est assurée, dans la proposition a l'ordre n, par
l'utilisation d’une application définie sur [0; n] et par I'unicité de cette application. Elle se manifeste dans

I'égalité vl(f(';)n]] =™ pour m > n.

On va établir maintenant le résultat abstrait de construction par récurrence de suite, qui réalise dans un
cadre tres général la construction que ’on a faite dans la preuve de proposition 3.2. Ce résultat abstrait
nous permettra de reformuler cette derniére preuve et de prouver les autres résultats mentionnés plus
haut, sauf la proposition 6.27. Pour cette derniére, nous aurons besoin d’une extension du résultat abstrait
(cf. paragraphe 9.2.4).

Pour ce faire, on se donne un ensemble non vide V pour contenir les valeurs de la suite & construire. On se
donne un entier ng € N, qui correspond & l'indice d’initialisation de la construction. Pour p € [ng; +oo[,
on considere

S, = plrorl . {u : [no;p] — V}, (9.23)

I’ensemble des suites définies sur [ng;p] et & valeurs dans V.

Pour représenter la condition initiale dans la construction de la suite, on se donne d € V. Pour modéliser
la relation de récurrence intervenant dans la construction, on se donne, pour p € [ng;+oco[, A € V et
u € Sp, une proposition R, (A;u). On impose & cette famille {R,(X\;u); p € [no;+oo[, A€V, ue Sy} de
propositions la propriété suivante :

Vp € [no;+oo[,VuesS,,INeV; Ry(A\u). (9.24)
Le résultat abstrait de construction par récurrence est le suivant.

Théoréme 9.20. Soit V un ensemble et d € V. Soit ng € N. Pour tout p € [ng; +oo[, on définit I’ensemble
S, par (9.23). On considére une famille de propositions {R,(A;u); p € [no;+oo[,A € V,u € S} qui
vérifie la propriété (9.24).

Alors il existe une unique application v : [ng; +oo] — V telle que v(ng) = d et

Vp € [no;+oo[, Ry (v(p+ 1); ano;p]) . (9.25)

Preuve : Pour n € [ng; +oo[, on considere la proposition P(n) suivante :
Il existe une unique application v € S,, telle que v("™) (ng) = d et, pour p € [ng;n[, on ait

Ry (v (p+ 1) 0lf) 1) -
Soit u : [ng;ng] — V donnée par u(ng) = d. On a bien u € S,, et la seconde condition dans P(ng)
est vérifiée, car 'ensemble [ng;ng[ est vide. Donc u vérifie les conditions imposées dans P(ng) et c’est la
seule. On a montré que P(ng) est vraie.
Supposons P(n) vraie pour un n € [ng;4+oo[. Soit v+ : [ng;n + 1] — V D'application, dont la
restriction & [ng;n] est Papplication v(™ fournie par 'hypothese de récurrence P(n) et dont la valeur en
n+1 est 'unique A € V tel que R, (A ; (™) soit vraie. On a donc v 1) € S, 1 et vtV (ng) = v (ng) =
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d. Soit p € [no;n +1[. Si p < n alors p+1 < n donc v+ (p4+1) = v™(p+1) et vmt.lp)] = vl(ﬁl)o‘p]l' Par

I’hypothese de récurrence,

> “l[no;pl

T

est vraie. De plus, par définition de v+t (n + 1),

Ry (v(”+1)(n +1); p{ Y )

[[no;n]

est vraie. Donc v("1) vérifient les contraintes imposées dans P(n + 1).

Soit w : [ng;n + 1] — V vérifiant ces mémes contraintes. La restriction de w & [ng; n] vérifie donc les
contraintes imposées par P(n). D’aprés 'unicité de v(™, w coincide avec v(™) sur [ng;n] donc coincide
avec vV sur [ng;n]. Comme

Rn (w(n +1); w\[no;n]})

est vraie et comme wf,..n] = n) v(™ | on a, d’apres (9.24) et la définition du terme v+ (n 4 1),
[[nosn] n]

Yl no;

w(n 4+ 1) = v+t (n + 1). Donc w = v+, Donc P(n + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4), la propriété P(n) est vraie pour tout n € [ng; +oo[.
Pour (m,n) € [ng; +oo[> avec m > n, la restriction & [ng;n] de Papplication (™), fournie par P(m),
vérifie les contraintes imposées dans P(n) donc, par l'unicité dans P(n), vl({zz;n] = v, Papplication
fournie par P(n).

Soit v : [ng; +oo[ — V définie par v(ng) = d et, pour n € [ng + 1; +oof, v(n) = v™(n), ot v(™ est

Papplication fournie par P(n). Soit p € [ng; +oof. D’apres P(p + 1), on a

R, (v(p+1)(p+ 1); ,U(p+1) ) ]

7 Zllnospl

(p+1)

Pour ¢ € [no;p], v(q) = 0@ (q) = vP*(q), car ¢ < p+ 1. Donc i) = v)f, -

@+ (p + 1), on en déduit que

Comme v(p+ 1) =

Ry (00 +1); Vi) )

est vraie. On a montré (9.25).

Il reste & montrer 'unicité de v. Soit w : [ng; +o0o] — V vérifiant w(ng) = d et (9.25) avec v remplacée
par w. On a w(ng) = d = v(ng). Pour p € [ne; +-oc[, on obtient, comme précédemment, que W[,y =
vl(ﬁt;lg]l = U|[ng:p]- Ceci étant vrai pour tout p € [ng; +-oof, w = v. a
Remarque 9.21. La preuve du théoréme 9.20 permet de rendre rigoureux le raisonnement intuitif suivant.
Posons v(ng) = d. Supposons construits, pour un n € [ng; +oo[, les termes v(ng), -+ ,v(n) tels que, pour
tout p € [no;n[,

Ry (v(p + 1)?U|[no;p]l>
soit vraie. On pose v(n + 1) := «, ol a est l'unique élément X de V tel que Ry(A; Vj[ng:m]) est vraie (cf.
(9.24)). Pour tout p € [no;n + 1],

Ry (v(p + 1);v|[”0§p])

est vraie. Par le théoréme de récurrence, on a construit l’application v.

Revenons maintenant a la proposition 3.2 et prouvons-la en utilisant le théoreme 9.20.

Preuve de la proposition 3.2, seconde version : On pose V = D. Soit d € D. Pour p € N, on définit S,
par (9.23) avec ng = 0. Pour p € N, A € D et u € S, soit Rp,(A;u) la proposition (A = f(u(p)).

On note que R,(\;u) est bien définie car, comme u est & valeurs dans D et f(D) C D, f ou est bien
définie et a valeurs dans D et A € D.

Soit p € N et u € Sp. 1l existe un unique A € D vérifiant A = f(u(p)), & savoir f(u(p)). Donc la famille
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{Rp(Mu); p € Nyu € Sy, A € D} vérifie bien (9.24) avec ng = 0 et V = D. On peut donc appliquer le
théoreme 9.20 avec ng = 0. Il existe donc une unique suite v : N — D telle que v(0) = d et

VpeN, ou(p+1) = f(v(p)),

ce qui termine la démonstration. O

De maniere similaire, on démontre ci-dessous la proposition 3.6, la proposition 3.11, le lemme 3.60, le
lemme 3.61, la proposition 6.23 et le lemme 9.6.

Preuve de la proposition 3.6 (et de la proposition 3.11) : Soit V = K. Pour tout p € [ng; +oo[, on définit
S, par (9.23). Pour p € [ng; +oo[, pour A € Ket w € S, soit R, (A; w) la proposition (A = w(p)+u(p+1)).
On note que Rp(A;w) est bien définie.

Soit p € [ng;+oof et w € Sp. 1l existe bien un unique A € K vérifiant A = w(p) + u(p + 1), a savoir
w(p) + u(p + 1). Donc la famille {R,(A\;w); p € N,w € Sp, A € K} vérifie bien (9.24). On peut donc
appliquer le théoreme 9.20 avec d = u(ng) € V. 1l existe donc une unique suite s : [ng; +oo] — D telle
que s(ng) = u(ng) et

Vp € [no;+oo[, s(p+1) = s(p) +ulp+1).

Ceci termine la démonstration de la proposition 3.6. Pour celle de la proposition 3.11, il suffit de reprendre
largumentation précédente avec pour R,(A; w) la proposition (A = w(p) - u(p + 1)). O

Pour préparer la preuve suivante, on rappelle que, si D est une partie infinie de N, u : D — R une suite
réelle et B est une partie de R, 'ensemble u~!(B) est la partie de D définie par

uw(B) = {peD; u, eB}.

Preuve du lemme 3.60 : Vérifions tout d’abord que a < b. Comme D est infini, il est non vide. Soit n € D.
Par hypothese, a < u, et u, <b. Donc a < b.

Soit V := [a;b]?. Soit p € N, on définit S, par (9.23) avec ny = 0. Pour une application w € S, on note
par w™ et w' ces composantes, c’est-a-dire les applications w™ : [0;p] — [a;b] et wt : [0;p] — [a;b]
qui vérifient, pour n € [0;p], w, = (w;,;w;}) € [a;0]2. Pour p € N, A = (A7;AT) € Vet w € S, soit
Rp(A;w) la proposition :

(si 'ensemble

ufl([wf(p) : w]> (9.26)

est infini, A= = w™(p) et AT = (w™(p) + wt(p))/2, et A~ = (w™ (p) + wF(p))/2 et AT = wt(p), sinon.)
On note que R, (A; w) est bien définie. De plus, si w™(p) < wt(p) et si Rp(\;w) est vraie alors

w(p) <A < AT < wh(p). (9.27)

Soit p € Net w € S,. Il existe un unique A € V tel que R, (A; w) soit vraie, & savoir A = (w™ (p); (w™ (p) +
wt(p))/2), dans le cas olt 'ensemble (9.26) est infini, et A = ((w™ (p) + w(p))/2; wt(p)), dans lautre
cas. Donc la famille {R,(A\;w); p € N,w € §), A € V} vérifie bien (9.24).

Soit d = (a;b) € V. Par le théoreme 9.20 avec ng = 0, il existe une unique suite v : N — V telle que,
pour tout p € N,

Ry (v(p +1); Ullno;p]l)

soit vraie.

Pour p € N, soit P(p) la proposition : (v~ (p) < v
infini et v (p) <v~(p+1) <vT(p+1) <vT(p)).
On a v(0) = d = (a;b). Donc v=(0) < vT(0) = v=(0) + (b — a)2°. Comme v est & valeurs dans [a;b],
u™L([v~(0); vT(0)]) = D, qui est infini.

Si I'ensemble v™(0) + vT(0)
u—l([v‘(O); f}) (9.28)

T(p) v (p) + (b—a)27? et u=([v™(p); v (p)]) est
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est infini alors, d’aprés Ry (v(1);vjq03), v~ (1) = v~ (0) et v (1) = (v (0) +v7(0))/2 € [v~(1);vT(0)], car
v (1) =v=(0) < v™(0).

Si I'ensemble (9.28) est fini alors, d’aprés Ri(v(1);vj401), v* (1) = v(0) et v~ (1) = (v~ (0) +v7(0))/2 €
[v™(0);vF(1)], car v~ (0) < v (0) = vt (1).

On a montré que P(0) est vraie.

Supposons P(p) pour un p € N. Comme

- + - +

u*l([v’(p); v*(p)]) = ufl([v*(p) P2 (v) ;U (p)]) U u*1<{—v ) ;r () ; v*(p)D (9.29)
et comme u "1 ([v~(p); vT(p)]) est infini, par hypothése de récurrence, au moins I'un des ensembles &
droite de (9.29) est infini, par la proposition 9.3.
Si le premier de ces ensembles est infini alors, d’apres Ry (v(p 4 1); Vj[ng;p]); On @ v~ (p+ 1) = v (p) et
v(p+1) = (v (p) +v+(p))/2. Par hypothese de récurrence, on a v~ (p) < v*(p) < v~ (p)+ (b—a)27P et
v™(p) < v~ (p+1) < vF(p+1) < v (p). Donc v (p+1)—v~(p+1) = (vF(p)—v™(p))/2 < (b—a)-277/2 =
(b—a)-2~P*D et, d’apres (9.27) (avec p remplacé par p+1, w remplacée par v et A remplacé par v(p+2)),
v (p+1) <o (p+2) <vT(p+2) <vt(p+1). De plus, I'ensemble u=1([v=(p+1); v (p+ 1)]) est égal
a ce premier ensemble & droite de (9.29) donc est infini.
Si le premier ensemble & droite de (9.29) est fini alors 'autre est infini. D’apres Ry, (v(p + 1);V|[ngip])
onav (p+1)= (v (p) +v(p))/2 et v (p+ 1) = vT(p). Par hypothese de récurrence, on a v~ (p) <
vi(p) v (p)+ (b —a)2Pet v (p) v (p+1) <vF(p+1) <vF(p). DoncvF(p+1)—v (p+1) =
(vF(p) —v=(p))/2 < (b—a)-27P/2 = (b—a) - 2= P+ et, d’apres (9.27) (avec p remplacé par p + 1, w
remplacée par v et A remplacé par v(p+2)), v (p+1) <v (p+2) <vT(p+2) <vT(p+1). De plus,
I'ensemble u=t([v=(p+1); v+ (p+ 1)]) est égal au second ensemble & droite de (9.29) donc est infini.
On a montré P(p + 1).
Par le théoreme de récurrence (cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), on en déduit que P(p) est vraie pour tout
p € N. Cela montre en particulier que v~ est croissante et vT est décroissante (cf. proposition 3.23) et
que, pour tout p € N, v~ (p) < v+ (p). De plus, pour tout p € N, |[v+(p) — v~ (p)] < (b—a)-27P. Par la
proposition 3.58, li;n 27P = 0 donc, par produit, lilr)n(b—a) -27P = 0 (cf. proposition 3.46). Par le théoreme

des gendarmes (cf. proposition 3.45), lim(v" (p) — v~ (p)) = 0. Les suites v~ et v+ sont donc adjacentes
P

(cf. définition 3.52). De plus, v~ (0) = a et vT(0) = b et, pour tout p € N,

{aeDiug € ;o @]} = « ([~ @) v 0)])
est infini, d’apres P(p). O

Preuve du lemme 3.61 : Soit V = D et d = min D (cf. proposition 9.4). Pour p € N, on définit S, par
(9.23) avec ng = 0. Pour p e N, A € Vet w € S,, soit R,(\; w) la proposition

(A = min(u (la(p+ 1): 8+ 1)) \ w([0:p]) ) ) -

Notons que, pour p € N, [0;p] et w([0;p]) sont des ensembles finis, d’aprés les propositions 9.4 et 9.3,
respectivement. Comme u~!([a(p + 1); B3(p + 1)]) est un ensemble infini (cf. lemme 3.60), il en est de
méme de u=!([a(p + 1); B(p + 1)]) \ w([0;p]) (cf. proposition 9.3) donc cet ensemble est non vide. De
plus, il s’agit d’une partie de N. Par la proposition 9.4, il admet un minimum. Donc R, (A; w) est bien
définie et, par unicité du minimum d’un ensemble, R, (A; w) n’est valide que pour A égal au minimum de
u({alp+1); B(p + 1)]) \ w([0; p]). Donc la famille {R,(A\;u); p € Nyw € S, A € V} vérifie bien (9.24)
avec ng = 0.

On applique le théoreme 9.20 avec d = min D et ng = 0. Il existe donc une unique suite ¢ : N — D telle
que ¢(0) = d et, pour tout p € N,

ep+1) = min(u (fap+ 1; B+ D)\ ¢([057])) - (9.30)

Onaa < ug =u(p(0)) < b. De plus, pour p € N, on a, par (9.30), p(p+1) € u=([a(p+1); B(p+1)]) donc
u(e(p+1)) € [a(p+1); B(p+ 1)]. Donc (3.51) est vraie. Il reste & montrer que la suite ¢ est strictement
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croissante.

Pour ¢ € N, soit 9(q) = (¢(g+ 1) > ¢(q)). Comme ¢(0) = d = min D, on a, par (9.30) avec p = 0,
w(1) € D et (1) # d donc ¢(1) > d. Donc Q(0) est vraie.

Supposons que, pour un ¢ € N, Q(p) soit vraie pour tout p € [0; ¢]. Par (9.30) avec p remplacé par ¢+ 1,
o(g+2) & o([0;9 + 1]) et ©(q + 2) € D. D’apres U'hypothese de récurrence, on a, pour tout p € [0;4],
e(p+1) > o(p).

Supposons qu'il existe p € [0;¢] tel que o(p+ 1) > w(g+2) > p(p). On a (¢ + 2) € ©([0;p]) car
o(q+2) & ¢([0; ¢ + 1]). Comme « est croissante, 3 décroissante et p(q + 2) € u=([a(q + 2); (g + 2)]),

apr1 < g2 < Uggr) < Berz < Bpa

done ¢(q+2) € u™ ([ap +1); B(g +1)]). D'ott (g +2) € = ([a(p + 1); (¢ + 1)]) \ ([0; p]). Comme
o(p+1) > ¢(q + 2), on a une contradiction avec (9.30).

Donc, pour tout p € [0;¢ + 1], ¢(¢+ 2) > ¢(p). En particulier, Q(q + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence forte (cf. théoreme 9.14 avec ng = 0), Q(q) est vraie pour tout ¢ € N. Par
la proposition 3.23, ¢ est strictement croissante. O

Preuve de la proposition 6.23 : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note
C™(I;K) par C™. On rappelle que les espaces C° et C! ont été définis dans les définitions 6.17 et 6.19,
respectivement.

Soit V P'ensemble des sous-espaces vectoriels de C! et on pose d = C'. Pour p € N*, on définit S, par
(9.23) avec ng = 1. Pour p e N*, A € Vet w € S, soit R,(A; w) la proposition

()\ = {f €K'; fest dérivable et f' € w(p)}) .

Pour vérifier que R, (A; w) est bien définie, on doit vérifier que I’ensemble apparaissant a droite de 1’égalité
précédente est un sous-espace vectoriel de C'1. Appelons & cet ensemble.

Pour f € &, f est dérivable et f' € w(p). Comme w(p) C C* et comme C* C CY (cf. proposition 6.20),
f' € C°. D’apres la définition 6.19, f € C'. Donc £ C C*.

L’ensemble £ contient la fonction nulle sur 7. Soit a € K et (f;g) € £2. Comme f et g sont dérivables,
af+glest aussiet (af+g) = af’+g, par la proposition 6.8. Comme f’ et g’ appartiennent au sous-espace
vectoriel w(p) de C', (af + g) € w(p). Donc (af + g) € €. L’ensemble £ est donc bien un sous-espace
vectoriel de C*.

Soit p € N* et w € S,. Il existe un unique A € V tel que R, (\;w) est vraie, & savoir

A = {feK’; fest dérivable et f' € w(p)} .

Donc la famille {R,(A\;w); p € N, w € Sp, A € K} vérifie la condition (9.24) avec ng = 1. On peut donc
appliquer le théoréme 9.20 avec ng = 1. Il existe donc une unique suite C' : N* — V telle que C(1) = C*!
et, pour tout p € N*, R R

Clp+1) = {f €K' fest dérivable et f' € C(p)} .
Soit Vo Iensemble des sous-espaces vectoriels de C°. Comme C* C C (cf. proposition 6.20), V C V.

Soit C': N — V), définie par C(0) = C? et, pour tout p € N*, C(p) = C(p). Par la définition 6.19 et les
propriétés de la suite C, la suite C vérifie (6.7). O

Preuve du lemme 9.6 : Soit V = D et d = min D (cf. proposition 9.4). Pour p € N*, on définit S, par
(9.23) avec ng = 1. Pour p e N*, A€ Vet w € S, soit R, (A; w) la proposition

()\ = min(D N Jw(p); —|—oo[[>) .

Comme D N Jw(p); +oof est une partie infinie de N, elle admet un minimum (cf. proposition 9.4). Donc
Rp(A;w) est bien définie.

Soit p € N* et w € S,,. Il existe un unique A € V vérifiant R, (\; w), & savoir min(D NJw(p) ; +00[). Donc
la famille {R,(A\;w); p € N*,w € §,, A € V} vérifie bien (9.24) avec ng = 1. On peut donc appliquer le
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théoreme 9.20 avec ng = 1. Il existe donc une unique suite v : N* — D telle que v(0) = d et, pour tout
pe N,
vip+1) = min(D N Jo); +oo[> . (9.31)

Pour p € N*, on a, d’apres (9.31), v(p + 1) > v(p). Par la proposition 3.23, v est strictement croissante.
Elle est donc injective.

Il reste & montrer que v(N*) = D (cf. proposition 9.2). Par construction, on a v(N*) C D. Soit ¢ € D. On
considere I'ensemble E = {p € N*;v(p) < ¢}. Comme v|g(E) C [0;4q], v|g(E) est une partie finie de D
(cf. proposition 9.4). Comme la restriction v|p de v & E est injective, E est aussi fini (cf. proposition 9.3).
Par la proposition 9.4, F admet un maximum pg € N*. Par définition de pg, v(po) < qget pp+1 ¢ E
donc v(pg + 1) > ¢. Supposons v(pg) < ¢. Donc ¢ € D N Ju(pg); +o0o[. Comme v(pg + 1) > ¢, on a une
contradiction avec (9.31) pour p = pg. Donc v(pg) = g et ¢ € v(N*). On a montré que v(N*) = D. O

Preuve du lemme 9.33 : Soit V = R et d := E(bx) € R. Pour p € N*, on définit S, par (9.23) avec
ng =1 Pourpe N*, A e Vet weS, soit R,(A;w) la proposition

P
_ +1 Wk
()\ - E(bp (m—zbk)>> .
k=1
La famille {R,(A;u); p € [1;4+00[, A € V,w € S, } vérifie la propriété (9.24). On peut donc appliquer le
théoreme 9.20 avec ng = 1. Il existe donc une unique suite a : N* — V = R vérifiant (9.25) c’est-a-dire
vérifiant (9.41). O

9.2.4 Construction par récurrence éventuellement finie d’une suite.

On établit ici une extension du théoreme 9.20 de construction par récurrence d’une suite. Cette extension
permet la construction par récurrence éventuellement finie d’une suite, dans I'esprit du théoreme 9.17,
mais aussi un controle plus précis sur les termes de la suite. Cette extension nous permet de donner une
preuve de la proposition 6.27.

De nouveau, on se donne un ensemble non vide V pour contenir les valeurs de la suite a construire. On
se donne un entier ng € N, qui correspond & l’'indice d’initialisation de la construction.
Soit ny, € (Jno+1; +oo[U{+o0}) qui joue le role d’indice d’arrét s’il est fini. On a choisi ny > ng+ 1 pour
qu’il y ait au moins une étape de construction. Lorsque n, = +o00, on pose n, — 1 = 400, par convention.
Cette fois, on se donne une famille {V,;p € [no;np[} de parties non vides de V. Pour p € [ng;ny[, on
considere

S, = {u i [ro;p] — V; VE € [nosp], u(k) € Vk} , (9.32)
Pour représenter la condition initiale dans la construction de la suite, on se donne d € V,,,. Pour modéliser
la relation de récurrence utilisée dans la construction, on se donne, pour p € [ng;ny — 1[, A € V1 et
u € Sp, une proposition R, (A; u). On impose a cette famille {R,(A\;u); p € [no;ne—1[, A € Vpy1,u € Sp}
de propositions la propriété suivante :

Vpenone—1[,Yue Sy, AN e Vyi; Rp(Au). (9.33)
Le résultat abstrait de construction par récurrence éventuellement finie est le suivant.

Théoréme 9.22. Soit V un ensemble non vide. Soit ng € N et ny € (Jng + 1; +oo[ U {+00}). Soit {Vy;p €
[no; ne[} une famille de parties non vides de V. Soit d € V,,,. Pour tout p € [no;np[, on définit 'ensemble
S, par (9.32). On considére une famille de propositions {R,(A;u); p € [no;ne — 1[, A € Vpr1,u € Sp}
qui vérifie la propriété (9.33).

Alors il existe une unique application v : [ng;np| — V telle que v(ng) = d et

Vp e [no;ne —1[, Ry (v(p+ 1); ”\[no;p]]) . (9.34)
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Remarque 9.23. Dans la propriété (9.34), il est implicite que la restriction v)[,,.y] de v @ [no; p] appartient
a Sy, ce qui signifie que, pour tout k € [no;p], v(k) € Vi.

Preuve du théoréme 9.22 : Pour n € [no; ny[, on considére la proposition P(n) suivante :
Il existe une unique application v(™ € S,, telle que v(™) (ng) = d et, pour p € [ng;n[, on ait

Rp (U(n) (p+1); vfﬁomﬂ) :

Soit v("0) : [ng;no] — Vn, donnée par v("0)(ng) = d. On a bien v(™) € S, et la seconde contition
dans P(ng) est remplie car [ng; no[ est vide. De plus, v("0) est la suite application vérifiant les conditions
imposées dans P(ng). On a montré que P(ng) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un n € [ng;ny — 1[. Soit v+ : [ng;n + 1] — V lapplication, dont la
restriction & [no;n] est Iapplication v(™ fournie par I'hypothese de récurrence P(n) et dont la valeur
en n + 1 est V'unique A € V, 41 tel que R, (A; v(")) soit vraie. Par hypothese de récurrence, on a donc
vt € S,y et v (ng) = v™(ng) = d. Soit p € [ng;n + 1[. Si p < n alors p + 1 < n donc

v (p+1) =0 (p+1) et Uf{:g;lp)] = U|([nn)0;p]' Par 'hypothése de récurrence,

R, (v("+1)(p +1); p Y )

> “l[no;pl

est vraie. De plus, par définition de vV (n + 1),

R (v(”+1)(n +1); oY )

? 7lnoin]

est vraie. Donc v(®t1) vérifient les contraintes imposées dans P(n + 1).

Soit w € Sp41 vérifiant ces mémes contraintes. La restriction de w & [ng;n] vérifie donc les contraintes
imposées par P(n). D’aprés Punicité de v(™), w coincide avec v(™ sur [ng;n] donc coincide avec v(™+1)
sur [ng; n]. Comme

R, (w(n +1); wu[no;n]l)

est vraie et comme wW[py:n] = U\(ﬁo-n]] = v™ on a, d’apres (9.33) et la définition de v("“‘l)(n + 1),

w(n 4+ 1) = vtV (n +1). Donc w = vV, Donc P(n + 1) est vraie.

Par le théoréme de récurrence éventuellement finie (cf. théoréme 9.17), la propriété P(n) est vraie pour
tout n € [no;np[. Pour (m,n) € [no;np[> avec m > n, la restriction & [ng;n] de Iapplication v(™),
fournie par P(m), vérifie les contraintes imposées dans P(n) donc, par 'unicité dans P(n), v‘(fzgmﬂ =™,
Papplication fournie par P(n).

Soit v : [ng;ny] — V Papplication définie par v(ng) = d et, pour n € [ng+1;np[, v(n) = v (n), ot v
est Papplication fournie par P(n). En particulier, pour tout n € [ng;ny[, v(n) € V,,. Soit p € [ng;ny — 1[.
D’aprés P(p+ 1), on a

R, (,U(erl)(p +1); v(P-H) ) )

[ |

(p+1)

Pour ¢ € [ng;p], v(q) = v9(q) = vtV (g), car ¢ < p + 1. Donc Ultnospl = Y[ngsp

v+ (p 4+ 1), on en déduit que

)- Comme vip+1) =

R, (v(p +1); vmno;pﬂ)

est vraie. On a montré (9.34).
Il reste & montrer I'unicité de v. Soit w : [ng;np[ — V vérifiant w(ng) = d et (9.34) avec v remplacée
par w. On a w(ng) = d = v(ng). Pour p € [ng;ny — 1], on obtient, comme précédemment, que wp,,;p] =

Ufﬁjog]l = V|[no:p]- Ceci étant vrai pour tout p € [no; +oof, w = v. O

On est en mesure maintenant de démontrer la proposition 6.27.
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Preuve de la proposition 6.27 : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note
C™(I;K) par C™. On fixe N € (NU {oo}) et f € CN. On pose Dy = {n € N;n < N}.

Lorsque N = 0, on a Dy = {0} et l'application d : {0} — C° donnée par d(0) = f convient, (6.10)
étant vraie car N* N Dy = (). De plus, d est bien la seule application & vérifier les contraintes demandées.
On suppose désormais N > 1. Soit n, = N + 1 (avec la convention nj, = 400 si N = +00). Soit V = CV.
Pour k € [0;np], soit Vi, = CV~F (avec la convention N — k = +o0 si N = +00), qui est bien une partie
de CY =V, par les propositions 6.24 et 6.26. Pour k € [0;np[, on définit Sy, par (9.32) avec ng = 0. Pour
p € [0;np —1[, X € Vpi1 et u € Sp, soit Rp(A;u) la proposition (A = (u(p))’), ot ¢’ désigne la dérivée
d’une fonction dérivable g : I — K. On note que R,(\;u) est bien définie car u(p) € CN=P C C! (cf.
propositions 6.24 et 6.26) donc u(p) est dérivable et (u(p))’ € CN=P=1 =V, (cf. proposition 6.23).
Soit p € [0;np — 1] et u € Sp,. Il existe un unique A € Vp41 tel que Ry (A;u) est vraie, a savoir A = (u(p))’.
Donc la famille {R,(A;u); p € [0;np — 1[,u € Sp, A € Vp41} vérifie bien (9.33) avec ng = 0.

On peut donc appliquer le théoreme 9.20 avec ng = 0 et d remplacé par f € CN = V. 1l existe donc
une unique suite d : N — V telle que d(0) = f, pour tout p € [0;n,[, d(p) € V, = CV~P et, pour tout
p € [0;n — 1, d(p+ 1) = (d(p))’. On a donc montré (6.10) puisque N* N Dy = [1;n3[. De plus, 'unicité
précédente garantit celle demandée dans I’énoncé. O

9.3 Formule du bindme de Newton et identité remarquable.

Ce paragraphe est consacré a la démonstration du résultat, qui porte le nom de formule du bindéme de
Newton, et d’une identité remarquable.

Proposition 9.24. Soit (a;b) € C2 etn € N. On a
@+ b =Y Cpa® o r =Y cpantt, (9.35)
k=0 =0

ot, pour 0 < k < n, les C sont les coefficients du binome de Newton définis par

cr = n—' et aussi notés par n
FTOE)  (n— k) p k)

De plus, pourn € N, on a
n

a™tt "t = (a—b)- Y dF (9.36)
k=0

On constate une grande similarité avec la formule (6.12). En fait, on va montrer (9.24) en suivant quasi-
ment les arguments de la preuve de (6.12).

Preuve de la proposition 9.24 : Tout d’abord, on remarque que, pour (k;n) € N? avec k < n, on a les
propriétés Cp = C"_, C* = Cy =1et, pour k > 1, CF +Cp_, = C; .

Pour n € N soit P(n) = ((9.24) est vraie).

Comme (a +b)?=1=a" =1 et CJ = 1, on voit que P(0) est vraie.

Supposons que P(n) soit vraie pour un n € N. On a donc, d’aprés 'hypotheése de récurrence et la
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proposition 3.9, d’apres les remarques précédentes,

n

(a + b)n+1 _ (a + b) . Z C,? ok R = Z CIZL . (ak+1 prk + aF . bn—k+1>
k=0

k=0

n n
— Z C]’;L . ak+1 X bn—k + Z C}’;L . ak . bn+1—k
k=0 k=0

n n
_ § Cz[l . aé . bn+17€ + E Cl? . ak . bn+17k
/=1 k=0

=Cpa™™ b+ Y (CRy 4 CF) -at bR 4 O b

k=1

n
_ C;r;i_-ll . an+1 . b() + § C}’;H—l X ak . bn+1—k + CSH—I . CLO . bn+1

k=1

n+1 n+1
_ n+1 k n+l—k __ n+1 n+1—¢ 4
= E Cpm™-a”-b = E Crli_s-a -b

k=0 £=0

n+1
_ 2 OZH_l . an+17€ . bl )

£=0
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On a montré que P(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(n)

est vraie pour tout n € N.
Soit n € N. On a, d’apres la proposition 3.9,

n n n n
(aib).zak'bnfk:a.zak.bnfkrib.zak.bnfk:Zakpkl.bnfk
k=0 k=0 k=0 k=0
n+1 n
_ Z (ZZ . bn7€+l o Z ak . b’l’L“rlfk?
=1 k=0

Z ok . pntl—k

n n
= "t .0 + Z gl L g0 et Z ak . pntl—k — gntl _ gt ,
k=1

{=1

ce qui démontre (9.36).

On remarque que, lorsque b =1 et a # 1, (9.36) redonne (3.20) avec n remplacé par n + 1.

9.4 Développement chiffré relativement a une base.

O

Dans cette partie, on s’intéresse a différentes représentations de nombres réels a ’aide des “chiffres” d’une
“base”. Un exemple bien connu est donné par le développement décimal (en base 10) des nombres réels.

On utilise aussi des écritures en base 2, en informatique notamment.

Prenons un entier naturel b € [2;4+o00[, qui sera la base. L’ensemble des chiffres associés & la base b est
Cp = [0;b — 1], c’est-a-dire Pensemble des entiers naturels compris entre 0 (inclu) et b — 1 (inclu). Dans
un premier temps, on va donner une écriture des entiers naturels en utilisant une suite finie de chiffres
de la base b (ce qui redonnera ’écriture habituelle de ces entiers naturels lorsque b = 10). Ensuite, pour
les réels appartenant & [0; 1], on va leur donner un développement faisant intervenir une suite infinie de
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chiffres de la base b (ce qui redonnera les développements décimaux de tels nombres lorsque b = 10). On
terminera par une synthese des deux écritures précédentes pour les nombres réels positifs.

Définition 9.25. Soit b € [2;+00[ et Cp, = [0;b — 1]. On note par S, lensemble des suites définies sur
N, a valeurs dans Cy et nulles a partir d’un certain rang. Autrement dit, on pose

Sk, = {ae(Cy)V; INEN; a, =0sin>N}.
Pour N € N, on considere l’ensemble
Sty = {ac (CHN; an =0 sin>N}.
qui contient ’ensemble
Sy = {aE(Cb)N; any #0eta,=0sin>N}.

Pour a € St , on pose

n’

N, = min{N e N;Vn € [N;+oo[, a, = 0} ‘

Pour (a;a’) € (S§,)?%, on dit que la suite a est (inversement, lexicographiquement,) strictement inférieure
d la suite a’, on note a < a’, si N, < N ou bien si

(No = Ng) et (Elpe [0; No]; ap < a, et (Vn € Jp;4oo], an = a%)) )

On introduit sur I’ensemble S%_ ’ordre lezicographique inversé. Pour (a;a’) € (S8, )2, on dit que la suite
a est (inversement, lexicographiquement,) inférieure (ou égale) d la suite a’, on note a < da’, si a = a’ ou
sia<a.

Notons que, dans le cadre de cette définition 9.25, pour a € Sgn , 11 existe forcément un N € N* tel que
a € S% 5. Donc l'ensemble {N € N; Vn € [N;4o00[, a,, = 0} = {N € N; a € S%} est une partie non
vide de N. Elle admet, d’apres la proposition 9.4, un minimum. Lorsque a est la suite nulle, on a N, = 0.
Donnons quelques propriétes de cet ensemble de suites de chiffres.

Proposition 9.26. Soit b € [2; +o0].

1. Soit a € S§, \ {0}. Alors N, = max{n € N; a, # 0} et a € 5% .

2. La relation “<” de la définition 9.25 est une relation d’ordre total sur S, . Cela signifie précisément
que les propositions suivantes sont vraies :

O = (VaeSE, ,(a=a),0r = (V(a;a’) €(St)?, ((a=d)et(d 2a) = (a:a’)) ,

O3 = (V (a;a’;a”) € (S8, )%, ((a=d) et (d <d")) = (a= a")) )
Oy = (V(a;d') € (SE,)?, (a=d) ou(a' < a)).
3. En notant par 0 la suite nulle de S’gn , le singleton {0} et les S?w pour N € N, forment une
partition de Sgn . Cela signifie précisément que
st = {0} U (U Sﬁ’\,> (9.37)
NeN

et que les propositions suivantes sont vraies :

(VNeN,0g5S%) e (V(NV;N)eN?,S% NSk = 0).

Preuve : Soit b € [2; +o0f.
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1. Prenons a € S§, \ {0}. On pose R := {N € N; Vn € [N;+oco[,a, =0} et D := {n € N; a,, # 0}.
Comme a est non nulle, D est une partie non vide de N et, comme a est nulle & partir d’un certain
rang, D est majorée. Par la proposition 9.4, D admet un maximum m. Comme a,, = 0 pour n > m,
m € R donc, par la définition de N,, N, < m. Si 'on avait N, < m alors, comme N, € R, on
aurait a,, = 0 ce qui contredit le fait que m € D. Donc N, = m = maxD. En particulier, N, € D
donc ay, # 0. Comme N, € R, on a a € S% .

2. Pour a € Sgn, on a a = a donc on a aussi a <X a, d’apres la définition 9.25. On a montré O;.
Soit (a;a’) € (S8, )? avec a # a'.
Premier cas : N, # N,/. Si N, < N, alors a < @’ et la proposition (a’ < a) est fausse. Si N, > Ny
alors @’ < a et la proposition (a < a) est fausse.
Deuxiéme cas : N, = Ny . L’ensemble D := {n € [0; N,]; a, # a),} est une partie non vide
et majorée de N. Par la proposition 9.4, D admet un maximum p. Comme p € D, on a, pour
n € |p; No], an = a;, et, pour n > Ng, a, =0 = ay,. Si a; < a;, alors on a a < a’ et la proposition
(a’ = a) est fausse. Si a, > a;, alors on a a’ < a et la proposition (a < a’) est fausse.
On a donc montré que, si a # a’, on a : soit a < a’ et la proposition (a’ < a) est fausse; soit
a’ < a et la proposition (a < a') est fausse. En particulier, on a donc montré la proposition Oy
en prouvant l'implication qu’elle contient par contraposée. Mais on a aussi montré, pour a # a’,
que l'une des propositions (a < a’) et (a/ < a) est vraie, donc que 1'une des propositions (a < a’)
et (¢’ < a) est vraie. Lorsque a = o/, les deux propositions (a < a') et (¢’ < a) sont vraies. On a
donc montré la proposition Oy.
Il reste & montrer la proposition O3. Soit (a;a’;a”) € (S8, ) tel que a < a’ et a’ < a”. Supposons
que la proposition (a < a’) soit fausse.
On a donc a # a” et, par Oy, on a a”’ < a, donc a” < a. Sil’on avait a’ = a alors on aurait a”’ < a’
et, comme a’ < a” par hypothese, on aurait, par Oz, a = a’ = a”, ce qui contredit a # a”. Donc
a' # a et a < a’. De méme, si 'on avait a’ = o” alors on aurait a’ < a et, comme a < a' par
hypothese, on aurait par Oz, a = o’ = a”’. Contradiction avec a # a”. Donc a’ # a” et o' < a”.
On a donc a’ < a, a < a' et @’ < a’. Par définition de la relation “<”, on a Ny» < N,, N, < N
et Ny < Ng». Nécessairement, N, = N, = N, et on note par N la valeur commune. De plus,
a). il existe p € [0; N] tel que a,, < aj, et, pour n € [p; +oof, an, = aj, ;
b). il existe p’ € [0; N] tel que a;, < a;, et, pour n € [p;+oo], a;, = ay ;
c). il existe p” € [0; N] tel que ay, < ap et, pour n € [p; +oof, aj, = an.
Supposons p < p'. Alors a, = ay,, par a), et, comme a,, < a,, par b), a,y < a;, donc on doit avoir
p’ < p”, par ¢). De méme, a;,, = a;’,,, par b), et, comme a;’,, < apr par c), on a a;,, < apr donc on
doit avoir p” < p par a). On a donc p < p’ < p”’ < p, contradiction.
Supposons p’ < p. En reprenant le raisonnement précédent en échangeant les roles de a et a’, on
trouve une contradiction. On a montré que p = p'.
De méme, en faisant jouer a a’ et a” les roles de a et a’, respectivement, dans le raisonnement
précédent, on obtient p’ = p”. Dol p = p' = p".
On a donc a, < ay, a, = a;, < ay, = a, et ay = ay, < apr = a, donc a, < a, < ap < ap,
contradiction. Done, ’hypothese “(a < a”’) est fausse” est absurde. On a donc montré que la
proposition (a < a’’) est vraie et donc aussi Os.

3. Soit N € N. Pour a € S%, on a ay # 0, par définition, donc a ne peut étre nulle et 0 ¢ S%,. Soit
N’ € (N\ {N}). Supposons qu'on ait a € (S§ N S%,). Alors, si N > N’ on a ay # 0 car a € S%
et ay =0 cara € S?\m contradiction, et si N < N’ on a ays # 0 car a € S?V, et ays = 0 car
a € S%, contradiction. On a montré que S% N S, est vide.

Soit a € St . Alors
a € ({0} U (U S%))
NeN

car soit a est nulle; soit a est non nulle et a € S?vav par 1. On a montré que

St C ({0} U <NQN S&)) :
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Comme 0 € Sg, et comme, pour tout N € N, S& C SZ_, on a aussi

{0} U S8 ) c Sh,
(e (Y]] =
ce qui donne (9.37). O

On en vient au résultat principal concernant ’écriture en base b des nombres entiers naturels.

Théoréme 9.27. Soit b € [2;+oo[. Soit d: St — N Uapplication définie par, pour a € S§, ,

d(a) = ian-bn,
n=0

ot la somme est finie (la suite a étant nulle a partir d’un certain rang N+1, avec N € N, la somme porte
sur l’ensemble d’indices [0; N]). L’application d est bien définie et bijective. De plus, on a les propriétés
sutvantes :

1. La suite (bY)yen est une suite strictement croissante d valeurs dans N*.

2. L’application d est strictement croissante relativement a l'ordre “X” de la définition 9.25 et a
l’ordre naturel de N, c’est-a-dire

V(a;d) € (S5,)?, (a<d = d(a) < d(d)). (9.38)

3. Pour tout N € N, l'image d(S%) de S% par d est donnée par d(S%;) = [bV;bN*+1[.

Preuve : Pour N € N soit P(N) = (b¥ € Net bV > bV). Comme b° =1 € Net bl =b > 1 =b°, P(0)
est vraie. Supposons P(N) vraie pour un N € N. Comme b € N*| on a, par ’hypothése de récurrence,
BN = bV e N, bV > 0 et bV = bVb > bV, Donc P(N + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence
(cf. théoréme 1.4 avec ng = 0), P(N) est vraie pour tout N € N. On a montré 1.

Soit N € Net a € S%. Comme a est & valeurs dans Cj = [0;b— 1], on a, pour tout n € N, 0 < a,, < b—1.
Comme a € S}’V, on a aussi ay > 1, donc, par les propositions 3.9, 3.15 et 3.28, sachant que b # 1,

N-1 N N N
Vo< <Z an-b”> +oay bV =) a, b < Y (b-1)b = (b-1)- Y bt = N o1,
n=0 n=0 n=0 n=0

On a donc montré, pour a € Sﬁ’v, que

<§: an - b”) e [pV;oNT —1]. (9.39)
n=0

Pour ¢ € N, on considere la proposition

Q(q) = (Vae S, <zq: an~b"> € N) )
n=0

Soit a € Sgn. Donc ag € C, C N et

0
Zan-b” = ag-b° = ay € N.

n=0

Donc Q(0) est vraie. Supposons Q(g) vraie pour un ¢ € N. Soit a € S% . En utilisant I'’hypothese de
récurrence, P(g + 1) et le fait que az4+1 € Cp C N, on a

q+1

q
Z%'bn: (Za”'bn>+aq+1'bq+1€N-
n=0 n=0
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Donc Q(g + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), Q(q) est vraie
pour tout ¢ € N. Cela montre que d est bien définie.

Pour N € N, (9.39) montre que, pour a € S, d(a) € [bY;bVT1[. En particulier, d(S%) C [b™; bV 1.
Pour N € N, on considere la proposition S(N) = (d(S%) = [b™; 6N +1]).

Comme [b%; b9+ = [1;0], on a, pour d € [1;b] C Cp, d = d(a) pour la suite a : N — ), donnée par
ag = d et, pour n > 0, a,, = 0, suite qui appartient bien & S8. Donc S(0) est vraie.

Supposons, pour un N € N, que S(k) soit vraie, pour tout k € [0; N]. Soit d € [bN+1; 6N T2[. D’apres les
propriétés de la partie entiere E (cf. proposition 9.8), on a, comme 1 < d/bN+1 < pN+2 /pN+1 = p,

1 < BE(d/NTY) < d/pNtt < E(d/pNTY) + 1
donc
1 < E(@bN) <b et 0<d—b"TE(d/NT) < oV (9.40)

En particulier, £ (d /o ‘H) est un entier appartenant a [1; b donc il appartient & C,. La seconde propriété
de (9.40) garantit que
di = d — N E(a/pN ) e [0;pN T

Comme la suite (b™V) yen est strictement croissante, on a
[0V = U e
ke[o;N]

ou chaque intervalle est non vide et disjoint des autres. Il existe donc un (unique) k € [0; N]] tel que
dy € [bF; b**+1[. D’apres I'hypotheése de récurrence, il existe a!) € S? tel que dy = d(aM). D’ott

d = dy + bV E(d/bNT) = d(a)

otta : N —» Cp est définie par, pour n < k, a, = a%), ani1 = E(d/bN*1) et, pour n € ]k; +oo] \{N +1},
an, = 0, suite qui appartient bien & S +1- Donc S(N + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence forte
(cf. théoréme 9.14 avec ng = 0), S(N) est vraie pour tout N € N. On a montré le 3.

Comme d(0) = 0, on a, d’apres le 3,

A(Sk,) = {dO)} U (U [[bk;bk“u) - N

keN

Donc d est surjective.

On montre maintenant 2. Soit (a;a’) € (S8, )2 avec a < a'. Si a = 0 alors d(a) = 0 et, comme a’ est non
nulle, d(a’) > 0, par la proposition 3.28. On suppose désormais a # 0.

Premier cas : N, < N,. Par le 1 de la proposition 9.26, a € Sjbva eta € S}’Va, et, par le 3, d(a) < bNatl <
b < d(a').

Deuxieme cas : N, = N,o. Par hypothese, il existe p € [0; N,] tel que a, < a et, pour n > p, a, = al,
Sip=0,o0na

N N N
d(a) = ag 1’ + D ap-bF = ag b+ ap b < af b0+ ) ap 0" = d(a).
k=1 k=1 k=1
Sip > 1, alors, on a, par la preuve de (9.39),

d(a):Zak karapprrZak W= Zakb+a prrZak b

k=p+1 k=p+1

<W —1+a, 0P + Z ap - b* < (1 + ap)- 0P + Z aj, - b*
k=p+1 k=p+1

N
a, - b + Z aj, - b* < d(d)
k=p+1

IN
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puisque

p—1 N N
d(a') = Za;obk + Za;€~bk > Za§€~bk,
k=0 k=p k=p

d’apres la proposition 3.28.

Dans tous les cas, on a d(a) < d(a’) ce qui prouve (9.38). On a montré 2.

Il reste & prouver que d est injective (cf. définition 9.1). Prenons (a;a’) € (Sg,)? tel que d(a) = d(a’).
Supposons que a # a’. Alors, d’apres le 1 de la proposition 9.26, on a a < a’ ou @’ < a. Dans le premier cas,
on a, par 2, d(a) < d(a’), c’est-a-dire une contradiction, et, dans le second cas, on a, par 2, d(a’) < d(a),
¢’est-a-dire une contradiction aussi. D’olt @ = o’. On a montré que d est injective. O

Définition 9.28. Soit b € [2;+oc[. Pour tout n € N, il existe une unique suite a € S8 telle que d(a) =
n. On dit que a est la suite des chiffres de l’écriture de n dans la base b. L’égalité n d(a) est le
développement de n en base b. On écrit symboliquement n = ayan—1 - --arag (avec N = N,).

Lorsque b = 10, on retrouve ’écriture décimale des nombres entiers naturels. Par exemple, 123 désigne le
nombre entier n donné par n = 3-10°+2-10* +1-103. En base b = 2, 10101 désigne le nombre entier n
donné par n =1-20+1-22 + 124 c’est-a-dire n = 1 + 4 + 16 = 21, en base 10.

La propriété 2 du théoreme 9.27 généralise une propriété admise a 1’école sur les nombres entiers écrits en
base 10. Selon cette derniere, 123 > 99 car la suite de chiffres (3;2;1;0) (ou “0” désigne une suite infinie
de 0) est strictement supérieure & la suite de chiffres (9;9;0), pour l'ordre de la définition 9.25. De méme,
307 > 299 puisque la suite de chiffres (7;0;3;0) est strictement supérieure & la suite de chiffres (9;9;2;0).

Toujours pour b € [2; +o00[, on va maintenant donner un “développement chifiré infini” pour chaque réel
x € [0; 1[. Pour ce faire, on commence, comme précédemment, par considérer des suites de chiffres, infinies
cette fois, et par mettre un ordre (lexicographique) sur ensemble de ces suites.

Définition 9.29. Soit b € [2;+oo et Cp, = [0;b — 1]. On note par S¥* l’ensemble des suites définies sur
N* et a valeurs dans Cy,. Autrement dit, on pose S¥* = (Cp)N .

Pour N € N, on note par Sg}k\, Uensemble des suites de S¥* qui sont nulles a partir du rang N + 1 et par
Sb;*N;b,l Iensemble des suites de S** qui constantes égales a (b— 1) a partir du rang N + 1, c’est-a-dire

8% = {a € 8% Vn € |N;+oo[, a, = 0} etSb;j‘V;b_l = {a€S"; Vne]N;+oo[,a, = b—1}.

On note par Sg; Pensemble des suites de SU* qui sont nulles & partir d’un certain rang et par Sg:,kl
I’ensemble des suites de S¥* qui sont constantes égales a (b — 1) a partir d’un certain rang, c’est-a-dire
byx b;* b;* L b;*
Stn = U SOy et Sﬁn;bq = U S>N;b71 .
NEN NeN
Soit (a;a’) € (S¥*)? avec a # a'. L'ensemble D = {n € N*; a,, # a,} est une partie non vide de N donc
admet un minimum k (cf. proposition 9.4). On dit que la suite a est (lexicographiquement,) strictement
inférieure o la suite a’, on note a <" d’, si ay, < aj,.
On introduit sur l'ensemble S¥* 'ordre lezicographique. Pour tout (a;a’) € (S%*)2, on dit que la suite a

est (lexicographiquement,) inférieure (ou égale) a la suite a’, on note a <" a’, sia=4a' ou sia <" d.

Vérifions tout d’abord que la relation “<’” introduite dans la définition 9.29 définit un ordre total sur
Sb* pour b € [2; +ool.

Proposition 9.30. Soit b € [2;+00[. La relation “<'” de la définition 9.29 est une relation d’ordre total
sur SU*. Cela signifie précisément que les propositions suivantes sont vraies :

O = (Vae S, (a=x'a)), 0y = (V (a;a’) € (S")?, ((a=x'd) et (@' 2" a)) = (a= a')) ,
O3 = (V (a;d’;a") € (8%%)3, ((az'd)et(ad =z d") = (a a”)) ,

Oy = (V(a;d') € (8%%)?, (a =" d) ou (d = a)).
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Preuve : Par définition, on a, pour a € S%*, a = a donc a <’ a. On a montré O;.
Soit (a;a’) € (S%*)? avec a # a’. Soit D := {n € N*; a,, # a,} et k = minD (cf. définition 9.29). On
a ar # aj,. Si ar < aj, alors a <" @' et la proposition (¢’ <’ a) est fausse. Si a > a) alors a’ <" a et la
proposition (a <’ a’) est fausse. On a donc montré que, si a # a’, on a : soit a <’ a’ et la proposition
(a/ <" a) est fausse; soit @’ <’ a et la proposition (a <’ a’) est fausse. En particulier, on a montré la
proposition Oy en prouvant 'implication qu’elle contient par contraposée. On a aussi montré, pour a # a’,
que 'une des propositions (a <’ a’) et (¢’ <’ a) est vraie, donc aussi que I'une des propositions (a <" a')
et (a/ =’ a) est vraie. Lorsque a = d/, ces deux derniéres propositions sont toutes deux vraies. On a donc
montré Oy.
Il reste & montrer O3. Soit (a;a’;a”) € (5%*)3 tel que a <’ @’ et a’ <’ a”. Supposons que la proposition
(a %" a") soit fausse.
On a donc a # a”. Par Oy, on a nécessairement a” =<’ a, soit a” <’ a. Si 'on avait a = a’ alors on aurait
a’ <" a' et, comme a’ =’ a”, on aurait o’ = da’, par Qs, donc a = o’ = a”, ce qui contredit a # a”’. Donc
a # a et a <" a'. De méme, si Pon avait ' = a” alors on aurait @’ <’ a et, comme a <’ ¢/, on aurait
a=a', par Q, donc a = a’ = a”, ce qui contredit a # a”’. Donc a’ # a” et ' <" a”.
On a donc a” <" a, a <" a’ et @’ <" a”. Soit D :={n € N*; a, #al}, k=minD, D' :={n € N*; a, #
art, k' =minD’, D" :={n € N*; a!! # a,} et ¥’ = minD” (cf. définition 9.29). On a

a). ap < aj et, pour n € [1;k —1[, ap, = al, ;

b). a}, < aj, et, pour n € [1; & —1[, a, = a]. ;

c). ay, < ap: et, pour n € [1;k" —1[, a;, = ay.
Supposons k < k’. Alors aj, = aj, et, comme a;, < aj, ar < a/, d’otu k > k"”. Donc ap = ay, et ajl, < ajp,,
done, forcément, k” > k'. Dot ¥’ > k > k" > K/, contradiction.
Supposons k' < k. En reprenant le raisonnement précédent en échangeant les roles de a et a’, on trouve
une contradiction. On a montré que k = k'.
De méme, en faisant jouer a a’ et a”’ les roles de a et a’, respectivement, dans le raisonnement précédent,
on obtient k' = k"”. D’ou k =k = k".
Puisque a” <" a, a <" @’ et ' <" @”, on a donc ay, < a}, < a} < ay, ce qui est contradictoire. L’hypothese
“(a =" a") est fausse” est donc absurde, d’ott a =" a”. On a montré Os. O

Remarque 9.31. Soit b € [2;+oo[. On note les différences suivantes entre les notions introduites dans les

définitions 9.25 et 9.29. Dans la premiére définition, on considére des suites définies sur N et nulles a

partir d’un certain rang tandis que, dans la deuxiéme, les suites sont infinies et définies sur N*. De plus,

les relations d’ordre <X et <’ sont différentes (puisqu’elles agissent sur des ensembles différents) et sont

“inversées” I'une par rapport & Uautre. Illustrons cela par un exemple avec b = 2. Soit aV) : N — Oy

définie par aP =1sinc {1;3} et 'V = 0, sinon. Soit a® : N — Cy définie par aP =1sinc {1;2}
(2)

et ap,’ =0, sinon. On a (aM;a®) € (S2.)? et a'® < aM). En considérant leur restriction a N*, on a
. (2 . 1 2
(al(N)*;a‘(N)*) € (S%9)?% et a|(N)* <! al(Nl.

Voyons maintenant I’existence d’un “développement infini chiffré” en base b, avec b € [2; +oo[, pour les

nombres réels appartenant a [0; 1[.

Théoréme 9.32. Soit z € [0; 1[. Au moyen de la fonction partie entiére E (cf. proposition 9.8), on considére
la suite réelle a : N* — R définie par a1 = E(bzx) et

Vpe[2;400], a, = E (b”(a: — pil :)) . (9.41)
k

=1
N
ag
5T (Z bk)
k=1 NeN~

Dans le cadre de ce théoreme 9.32, la suite a ainsi associée & x va permettre de définir précisément un
développement infini de x dans la base b, comme on va le voir plus loin.

| L

Alors a € S¥* et la suite réelle

converge vers .
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De nouveau, on est confronté a la difficulté de la construction par récurrence d’une suite, difficulté signalée
dans la remarque 3.3 et le paragraphe 9.2.2.

Lemme 9.33. Pour tout x € [0;1], il existe une unique suite réelle a : N* — R vérifiant la relation de
récurrence du théoreme 9.32.

Preuve : Voir dans le paragraphe 9.2.3. .

Preuve du théoréme 9.32 : Soit = € [0; 1[. La suite a est bien définie d’apres le lemme 9.33. Pour p € N*,
on considere la proposition

Qp) = (ap ey et bp<a: — Z Z—:) € [O;l[) .
k=1

Par la proposition 9.8, on a, comme bx > 0, 0 < E(bz) < bz < b et E(bx) € Z donc a1 € [0;b — 1] = C}.
De plus, a1 = E(bx) < bx < E(bz) + 1 = a; + 1 donc on obtient 0 < bx — a; < 1 soit

0 Sb(x—%) < 1.

Donc Q(1) est vraie. Supposons que Q(p) soit vraie pour un p € N*. Par hypothése de récurrence,

S

Ong“(a:—Zb—:) < b

p
=1

donc, comme
ar
s = (-8
k=1

on a apt1 € ZN[0;b[ soit apy1 € Cp. De plus, par la proposition 9.8,

p p
_ +1 Ok +1 Ak +1 Ak _
ap+1—E<bp (J}—Zb)>§bp (.’L‘—Zbk><E<bP (m—zb>>+1—ap+1+1
k=1 k=1 k=1
donc
sy ag 1
0 S T = Z bT < bp+1
k=1
et
p+1 ap
+1
0 < bP (x—ZbT) < 1.
k=1

Donc Q(p + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 1), Q(p) est vraie
pour tout p € N*.
Pour p € N*, a,, € (4, d’apres Q(p), donc a € S¥*. Pour p € N*, toujours d’aprés Q(p), on a

p
ag 1

et, comme la suite (b~P),en+ tend vers 0 (cf. proposition 3.58), la suite s tend vers x, par le théoreme des
gendarmes (cf. proposition 3.48). O

Pour mieux comprendre la structure des “développements infinis chiffrés”, on établit d’abord la

Proposition 9.34. Soit b € [2;+ocf et a € S¥*. Soit pe N et N € [p+ 1; +oo.
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1. On a les inégalités
N

0< 3 % < bip(l - bN{p) (9.42)

k=p+1

avec égalité dans la deuxiéme inégalité de (9.42) si, pour tout k € [p+ 1; N, ap, = b — 1.
2. On suppose qu’il existe m € [p+ 1; N] tel que a,, <b—1 et, sin € [p+1;m[, a, =b— 1. Alors
N

ag 1 1
Do S (9.43)
k=p+1

Preuve : Comme a € S%*, a est & valeurs dans C, = [0;b — 1].

1. Comme a est positive, la suite (ax/b*)ren- est aussi positive et, par la proposition 3.28, on a la premiére
inégalité dans (9.42). Pour tout k& € N*, on a (az/b*) < (b —1)/b¥ donc, par les propositions 3.28, 3.9
et 3.15,

N ag N b—1

2oy S 2 oo

k=p+1 k=p+1

A R T T A Y T B B A B

Z pk T pptl Z pk—p—1 — pp+l Z [ A T
k=p+1 k=p+1 =0 b

1 1
== (1 - W—p) 7 (9.44)

ce qui donne la seconde inégalité de (9.42). Si maintenant on a, pour tout k& € [p+1; N|, ar = b—1 alors
(9.44) montre que la seconde inégalité de (9.42) est une égalité.
2. Par la proposition 3.9 et le 1, on a, comme b — 1 —a,,, > 1,

al ay el ay a N ak v p-1 a N ag
PO D DI D DD D D DR
k=p+1 k=p+1 k=m+1 k=p+1 k=m+1
m N
b—1 A — (b—1) a
=Y Tt X R
k=p+1 k=m+1
N
1 1 b—1—-a, ay
5 () -t X F
k=m+1
Sl 1111
5 (-5s) " mtm
ce qui donne (9.43). O

On montre I'important résultat suivant.

Théoréme 9.35. Soit b € [2; +oo[. Pour tout a € S**, la suite réelle

N a
(Z b’;) (9.45)
NeN~*

k=1

est convergente et on note sa limite par f(a) et aussi par
(o]
>

b
k=1

On définit ainsi une application surjective f : S®* — [0;1] et on a les propriétés suivantes.

Eod
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1. SipeN etaGSZ;; alors
P

fla) = )]
=1
2. Soit p € N et a € S¥* telle que, sin € N* N [0;p], a, = 0. Alors f(a) € [0;b7P]. De plus, on a :

fla)=b"" < ae S, ..

(9.46)

@‘@
ol =l

3. Poura € S%, ona: fla)=0 < a=0.

4. L’application f n’est pas injective.

5. La restriction f|9b;* de f a S = Sb;*\Sffi:;b_l (cf. définition 9.29) est bijective de Sv* sur [0; 1].

6. Pour (s;t) € (S¥*)2. On a les propriétés
fs) < ft) = s=<'t, (9.47)
s<'"t = f(s) < f(t), (9.48)
(f(s)=f(t) et s<'t) < (9.49)

(Hp eN*; te Si’; et se& 522;5—1 et tpl = Sippl € tp=Sp+ 1) .

7. Pour x € [0; 1], image réciproque f~1(x) de {x} par f a deux éléments si et seulement s’il p € N*
et m €]0;6P[\ {¥/; j € [0;p— 1]} tels que x = mb~P.

On repousse la preuve de ce théoréme pour donner tout de suite la définition de la notion de “développe-
ment infini chiffré” en base b, pour b € [2;4+00[, et quelques commentaires.

Définition 9.36. Soit b € [2;+oo[ et x € [0;1]. On utilise les notations du théoréme 9.35. Tout antécédent
a de x par f fournit un développement infini chiffré de x en base b par la formule

o0

Z Qg li Qg
r = — = 1m — .
bk N —+o00 bk
k=1 k=1

La suite a est la suite des chiffres de ce développement. On note parfois, de maniere symbolique,
x = 0,aiaza3aq4as5--- . (9.50)

On dit que le développement de x est propre, lorsque a € Sb**, et impropre, lorsque a € Sg:;bfl.

Soit b € [2;+0o0o]. On note tout d’abord que, d’aprés le 5 du théoreme 9.35, tout nombre réel x € [0; 1]
admet un unique développement infini chiffré propre en base b. De plus, d’apres (9.49), un tel  admet
au plus deux développements.

Remarque 9.37. Lorsque b = 10, on retrouve des choses vues a l’école. Tout d’abord la notation symbolique
pour un développement (9.50). Par exemple,

é = 0,333333---

Cette notation est ambigie car il est implicite que l'on considére une suite infinie de “3”. On préfere la
notation 0,3 ou bien 0,333333, ou 3 indique une suite infinie de “3”.
La propriété (9.48) est utilisée lorsqu’on affirme que

0,3333333 > 0,0999957

Ici 57 désigne une suite infinie de “577 : “57575757--- 7.
La propriété (9.49) est utilisée lorsqu’on écrit

0,099999 = 0,1000000
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La propriété 2 du théoréme 9.35 est utilisée lorsqu’on affirme que
0,002475689123 < 1072

Les nombres ayant deux développements décimaux sont appelés nombres décimauzx. Par le 7 du théo-
réme 9.35, ils sont de la forme m/(10)P avec p € N* et m € J0; (10)P[ \ {(10)7; j € [0;p — 1]}.

Preuve du théoréme 9.35 : Soit a € S%*. Comme la suite (ax/b*)ren+ est positive, la suite (9.45) est
croissante, par la proposition 3.28, donc elle tend vers sa borne supérieure, d’apres la proposition 3.51.
D’apres (9.42) avec p = 0, on a, pour tout N € N*,

Y g 1 1
k
0 < bjgbfo.(l_biN>§1, (9.51)
k=1

La suite (9.45) est donc minorée par 0 et majorée par 1, donc sa borne supérieure qui appartient & [0; 1].
Cela montre que f est bien définie & valeurs dans [0; 1].
D’apres le théoreme 9.32, tout x € [0; 1] est dans 'image de f. De plus, par le 2 (que l'on va démontrer
ci-dessous) avec p = 0, 1 = b0 appartient aussi & 'image de f. D’ou [0;1] C f(S%*). Comme on a vu
que f(S%*) C [0;1], on a f(S%*) = [0;1] et f est surjective.
Preuve de 1 : Soit p € Net a € Sg; On note par S le membre de droite de (9.46). Pour N € [p+1; 400,
on a, d’apres la proposition 3.9,

N N

ag

S5y s

k=1 k=p+1
donc la suite (9.45) est constante égale a S a partir du rang p + 1 donc elle converge vers S (cf. proposi-

tions 3.41 et 3.35).
Preuve de 2 : Sous 'hypothese sur a, on a, pour N € [p + 1;+oo], par la proposition 3.9,

Y "L ap Y a Y
LEpTrlEt L g L on (9:52)

et, d’apres (9.42), on a

0 < 3 %<i.(1—bN%p) (9.53)

avec le membre de droite de (9.53) qui tend vers b=?, quand N tend vers +o0, d’apres les propositions 3.58
et 3.46. Par passage a la limite N — +o0o dans les inégalités (cf. proposition 3.48), on obtient 0 < f(a) <
b—P c'est-a-dire f(a) € [0;b7P].

Supposons que a € S>p p—1,> €n plus de Pautre hypothése sur a. Donc la restriction de a a [0; p] est nulle
et la restriction de a & [p + 1;4o00[ est constante égale & (b — 1). Donc, pour N € [p + 1;+o0[, on a,

d’apres (9.52) et (9.44),
N
1
Y5 -5 (-5

qui tend vers b™P, quand N tend vers +oo, d’apres les propositions 3.58 et 3.46. Donc f(a) = b7 P.
Supposons que f(a) =b"P. On a (9.52) pour N € [p+1;+oo[. Supposons qu’il existe m € [p+ 1; +oo] tel
que a, # (b—1). Alors a,, +1 < (b—1). Donc, pour N € [m;+oo[, on a, par (9.52) et proposition 3.9,

w\

N a N a m—1 a
k k m
YE - X o X gt Z 03
k=1 k=p+1 k=p+1 k=m+1
m—1 N N
b—1 b—1 1 b—1 1 b—1
< 2: bk +bm_bm+ 2: bk :_bm+§: bk’

k=p+1 k=m+1 k=p+1
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donc, par passage & la limite N — 400 dans les inégalités (cf. proposition 3.48) et le calcul précédent,
fla) < =b"™ 4 b"P < b~P. Contradition avec f(a) = b"P. Donc a € Si; b1
On a montré 2.
Preuve de 3 : Si a = 0 alors a € Si;é donc, par 1, f(a) = 0. Si a # 0 alors ’ensemble {n € N*; a,, # 0}
est une partie non vide de N donc, par la proposition 9.4, il admet un minimum p + 1, pour un p € N.
En particulier, si n € [1;p], a,, = 0 donc a satisfait 'hypothese du 1. D’apres (9.52), on a, pour N €
[p + 1; 400,

N N N

Z‘Lk — Ak _ Optl M dptl

bk pptl pk = pp+l
k=1 k=p+1 k=p+2

donc, par passage a la limite dans les inégalités (cf. proposition 3.48), f(a) > (ap+1/bPT1) > 0. On a
montré 3.
Preuve de 4 : Soit p € N. On montre que b~? a deux antécédents par f. On considere la suite e(?) € §b*

définie par e%) =0,sin#p,et e(p) = 1. Comme e®) ¢ S>p, on a, par 1,
e o0 11
=Y e Yty
k=1 k=1

Soit aP) € §b3* deﬁnle par a( P —0sin < p et, a(p) = b — 1, sinon. La suite a?) satisfait I’hypothese du

2 et appartient a S>p p—1- On a montré dans le 2 que, dans ce cas, f(a(p)) =b"P.

Comme e( P =1 #£0= al(,p), les suites e®) et a(P) sont différentes. Comme elles ont méme image par f, f
n’est pas injective (cf. définition 9.1). On a montré 4.

Preuve de 6 : On montre d’abord (9.48). Soit (s;t) € (S%*)? avec s <’ t. Par la définition 9.29, il existe
p € N tel que s, < 1, et, pour n € [1;p[, s, = t,. Pour tout N € [p + 1;400[, on a donc, d’apres les
propositions 3.9 et 3.28 et d’apres (9.42),

N p—1 s N s —1
k p k
I o N R ek
k=1 k=1 k=p+1 =1 k= p+1
p—1 p—1 P N
tk tp Sp — tp 1 tk tp tk tk
< bfk+bfp+b7p+bfpgzbfk+bfpgzbfk+ Pk
k=1 k=1 k=1 k=p+1

puisque le dernier terme est positif. Par passage & la limite N — 400 dans les inégalités (cf. proposi-
tion 3.48), on obtient f(s) < f(¢). On a montré (9.48).
Passons & (9.47). Soit (s;t) € (S¥*)? avec f(s) < f(t). D’apres la proposition 9.30, on a trois cas : s = t,
t<"sets<t
Premier cas : s = t. Alors f(s) = f(t). Contradiction avec I’hypothese.
Deuxiéme cas : t <’ s. Par (9.48), on a f(t) < f(s). Contradiction avec 'hypothese.
On se trouve donc forcément dans le troisieme cas, donc s <’ t. On a montré (9.47).
Il reste & montrer ’équivalence (9.49).

<) : Par hypothése, pour un p € N*, s et ¢ coincident sur [[1 pl et t, = s, +1 donc s <’ ¢ par la
définition 9.29. De plus, en utilisant le fait que ¢ € S>p et s € S>p 1> on a, pour N € [k + 1;+o00],

N p—l s p—l N b 1
p _
Z Ftm T Z = ? + bTa + >
k=1 k=1 k= p+1 k=1 k=p+1
p—1 D N
e tp=1 1 < 1 ) te 1 te 1
= _— 1 — e _—_— —_— = —_—  —
Pt b * bp bP bN-—p kZZ:l b b /; b bV’

d’apres la proposition 3.9 et (9.44). Par passage a la limite N — +o00, on a, par unicité de la limite (cf.
proposition 3.35) et la proposition 3.58, f(s) = f(t) +0 = f(¢).
=) : Par hypotheése f(t) = f(s) et s <’ t. Par la définition 9.29, il existe p € N tel que s et ¢ coincident
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sur [1;p[ et ¢, > sp, soit t, > s, + 1. On introduit les suites (s';¢') € (S%*)? définies par, pour n € [1;p],
s, =1, = 0et, pour n € [p+ 1;00[, s}, = s, et ¢, = t,. Elles vérifient 'hypothese du 2. Pour
N € [p+ 1;+00[, on a, d’apres la proposition 3.9,

Ny Pl ot Ny P s t,—s N
ko ko lp ko 2k p_°p k.
Dttt X m gt et X
k=1 k=1 k=p+1 k=1 k=p+1
N S N S t S N t
_ Sk 2k P °p 2k
=X - Xttt X
k=1 k=p+1 k=p+1
N N , N ,
_ Sk S}, tp — Sp ty
SOr EDVE PR W
k=1 k=p+1 k=p+1

D’apres 2 et grace a la proposition 3.46, on a, par passage a la limite N — +o0o dans 1’égalité précédente,
f@t) = f(s) = f(s") + (tp — sp)b7P + f(t'). Comme f(t) = f(s), par hypothese, on en déduit donc que
f(s") = (tp — sp)bP + f(t'). Par 2, f(s') < b7 P et f(t') > 0, donc (t, — sp)b P + f(t') < b7 et
(tp —sp)b™? < b7P. Dol t, — s, < 1. Comme t, > s, + 1, on a t, = s, + 1. Donc f(s') = bP + f(t).
Comme f(s') <b Pet f(¢') >0,onadonc f(t') =0et f(s') =b"P. Par 3, t' =0 et, par 2, s’ € Sg;;b—r
Donc t € Si;; et s € Si";; b1

On a montré (9.49) et donc aussi 6.

Preuve de 5 : Soit = € [0; 1[. Par le théoreme 9.32, il existe a € S** telle que f(a) = .

Premier cas : a € $%*. Alors z € f(5b%%).

Deuxiéme cas : a € S’g;:;bfl. Il existe £ € N tel que a € SQZ; »_1- L'ensemble D ={/ e N; a € Sg;};fl} est
une partie non vide de N donc elle admet un minimum p (cf. proposition 9.4). On a donc a € Sg;;b_l et
ap < (b—1).

Soit s : N* — C}, définie par, pour n € [p + 1;+00], s, = 0, par, pour n € [L;p[, s, = a, sin < p, et
par s, =ap,+1.Onasé€ Sg;‘,. Le membre de droite de I'équivalence (9.49) avec ¢t = a est vrai donc, par
(9.49), f(a) = f(t) = f(s) avec s € SU7, donc en particulier s € $%*. Dot & € f(S¥*).

On a montré que [0;1[C f(S%*).

D’apres 2 avec p = 0, tout antécédent de 1 par f appartient a SS;; 1 donc n’appartient pas a Sb* Donc
1¢ f(S"*) et, comme f est & valeurs dans [0;1], f(S%*) c [0;1].

On a montré que f(S%*) = [0;1].

Soit (a,a’) € Sh* tel que f(a) = f(a'). Supposons que a # a'. Par Oy dans la proposition 9.30, on a soit
a<"d oud < a

Premier cas : a <’ a/. Le membre de gauche de (9.49), avec s = a et t = a/, est vrai donc, par (9.49),
a€ Sg;f, »—1- Contradiction avec le fait que a € b

Deuxieme cas : a’ <’ a. Par le raisonnement précédent, en échangeant les roles de a et a’, on obtient aussi
une contradiction.

L’hypothese “a # a’” est donc absurde et a = a’. On a montré que f|s‘b;* est injective.

On a montré que fISb?* est bijective de SP* sur [0; 1] (cf. proposition 9.2).

Preuve de 7 :

<) : Si, pour p € N*, & = mb™? avec m € [0;b°[ \ {¥’; j € [0;p — 1]} alors, d’apres le théoréme 9.27
appliqué a m, on a, pour une suite o € 5371 avec ag > 1,

p—1

1 22 o Pk
§ 4 § P—
bp ¢ pr—t bk’

£=0 £=0 k=1

par changement d’indice (cf. proposition 3.9). Par 1, z = f(¢) pour la suite ¢t € Sg; définie par t,, = 0 si
n € [p+ 1;4+00] et t, = ap_y si n € [1;p]. En particulier ¢, > 1. Soit s € Sg;; »_1 la suite définie par
S\fpl = el Sp = tp — 1 €t 8|[pt1;400 = 0. Le membre de droite de (9.49) est vrai, donc, par (9.49),
x = f(t) = f(s) avec s <’ t. Donc = admet deux développements (un propre et un impropre).

= ) : On suppose que x admet deux développements alors z = f(t) = f(s) avec (s;t) € (S**)? et s <’ ¢
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(cf. O4 dans la proposition 9.30). Le membre de gauche de (9.49) est vrai donc, par (9.49), t € Sg;,

b x
S €5, p—1s Hpl = S|[pl tp = Sp + 1> 0 donc, par 1,

N 1 = m
— — _ -k _ L _.
k=1 k=1 =0
par changement d’indice (cf. proposition 3.9). Comme t, # 0, m € [0;P[\ {¥’; j € [0;p — 1]} O

Le théoreme 9.32 donne, pour tout = € [0; 1], une contruction d’un développement. Mais les  vérifiant
les conditions du 7 du théoreme 9.35 ont deux développements. Dans ce cas, lequel est fourni par la
construction du théoreme 9.327 C’est le développement propre, comme ’établit la

Proposition 9.38. Soit b € [2; +oo[ et z € [0;1].

1. Sl existe p € N* et m € JO;bP[\ {¥7; j € [0;p — 1]} tels que x = mb~P alors la suite a € S¥*
vérifiant la relation de récurrence du théoréme 9.32 satisfait la condition

p—1
ag «
bp(w—bek) € N et (Vnelp+1i+oof, ay =0). (9.54)
k=1
En particulier, a € Sg;‘, donc a € S¥* (Le développement associé a a est donc propre.).

2. Réciproquement, si la suite a € S%* vérifiant la relation de récurrence du théoréme 9.32 satisfait la
condition (9.54), pour un p € N*, alors il existe m € J0;0P[\{V7; 7 € [0;p—1]} tel que x = mb~P.

On utilise ici la convention

0
aj
2"

Preuve : Soit b € [2;4+o0f et x € [0;1].
Preuve de 1 : On suppose que = mb~?, pour un p € N* et un m € J0; b[\ {¢/ ; 5 € [0;p — 1]}. D’apres
la preuve du 7 du théoreéme 9.35, x = f(¢) avec t € SZ;;, t, > 0et

= 1) =Y Z% (9.55)

Soit g € [1;p[. On a, d’apres (9.55) et la proposition 3.9,

-1

q tk p tk p tk: P—aq t5+ P—q t€+
o — _ _ 9 __ 9 _
CEaLACEDN DS DI SR DI Sl ]
k=1 k=q k=q £=0 (=1

pour la suite s = (tr1q)een € Sg;_q. D’apres le 5 du théoréme 9.35, f(s) € [0;1] donc ¢, < x4 < t, + 1.

Comme t, € Z, on a, par la proposition 9.8, t, = E(z,).
Si g = p, on a, de méme,

t
xq::bq(x— b—k)ztp—l-O:tpEN*
k=1

et t, = E(xp).

Siq € [p+ 1;+00[, on a, de méme,

q—1 P
T tr
zg = b (o~ b?) = by =0
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donc E(z4) = 0 = t,. La suite ¢t vérifie donc la relation de récurrence du théoreme 9.32 donc, par le
lemme 9.33, t = a. Par les propriétés de ¢, on obtient (9.54).

Preuve de 2 : On suppose que la suite a € S** vérifiant la relation de récurrence du théoreme 9.32 satisfait
la condition (9.54). Alors a € Sg; donc, d’apres le théoreme 9.32 et (9.46),

P
ag
x = fla) = Z 7
Par la preuve du 7 du théoréme 9.35, il existe m € J0;0P[\ {67 ; j € [0;p — 1]} tel que x = mb~P. O

La procédure par récurrence du théoreme 9.32 peut étre recyclée pour déterminer le développement d’un
nombre entier naturel dans la base b, avec b € [2; 4o00].

Proposition 9.39. Soit b € [2; +oo[ et m € N*. Alors il existe N € N tel que m € [bY;bNT1[. On considére
la suite réelle a : N* — R qui vérifie la relation de récurrence du théoréme 9.32 pour le nombre réel
r=m-b"N"1e[0;1]. On aa; = E(mb~") et

p—1
Vpe 2+, a = E <pr1<m - Z a, - bN“k)) . (9.56)

k=1

De plus, a € Si‘}k\,ﬂ et la suite des chiffres du développement de m dans la base b (cf. définition 9.28 et

théoréme 9.27) est la suite ¢ € S® , donnée par, pour n € [0; N, ¢, = an+1-n €t, pour n € [N +1;+oo[,
cn = 0. En particulier, on a

N N
m = d(c) = Z - b = Z ant1—k - b*. (9.57)
k=0 k=0

Preuve de la proposition 9.39 : Soit b € [2;4+o00[ et m € N. Comme la suite (b”),en tend vers oo (cf.
théoreme 9.27), elle n’est pas majorée (cf. proposition 3.48). L’ensemble D = {p € N; b* > m} est donc
une partie non vide de N. Par la proposition 9.4, il admet un minimum. Comme m > 1, min D > 0. Soit
N = (min D) —1 € N. Comme N +1 =min D, (N+1) € D donc b *! > m. Comme N < min D, m & D
donc b < m. D’ou m € [bV;pNFL[.

D’aprés la relation de récurrence du théoréme 9.32 pour z = m-b~ V=1 € [0;1[,onaa; = E(b-m-b~N~1) =
E(m-b=") et (9.41) donne (9.56). Par le 1 de la proposition 9.38 avec p= N + 1, on a a € Sg}kvﬂ et,
d’aprés (9.46) avec p = N + 1 aussi et les théorémes 9.32 et 9.35,

N+1

m Q.
pN+1 = f(a) = bikr
k=1
donc
N+1 N
mo= Y ap VTR = S ay 0 (9.58)
k=1 £=0

avec les ay+1-¢ € Cy, pour £ € [0; N]. Par 'unicité du développement de m en base b (cf. théoreme 9.27),
la suite des chiffres de ce développement est bien la suite ¢. De plus, (9.58) donne (9.57). O

Pour b € [2;400[, on combine maintenant les developpements en base b des entiers naturels et ceux des
nombres réels de [0; 1] pour obtenir les développements des nombres réels positifs.

Définition 9.40. Soit b € [2;+oo] et x € RT. On note par E la fonction partie entiére (cf. proposi-
tion 9.8). Soit ¢ € SE la suite finie des chiffres du développement en base b de l’entier naturel E(z) (cf.
définition 9.28 et théoréme 9.27). Soit a € S¥* la suite infinie des chiffres d’un développement en base b
de (x — E(x)) € [0;1] (cf. définition 9.36 et théoréme 9.35). On dit que I’égalité

z = E(z) + (z — E(z)) = ch'bk + ZZ—;:
k=0 k=0
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est un développement chiffré en base b du nombre réel x.

Lorsque b = 10, on retrouve les développements décimaux vus & ’école. Par exemple,

100 1 0 ——
— =3+ 3 =3:00°+3(0) +>

3 k=0

3
(10)%

On note symboliquement ce développement par

100 _ 53333333

Les nombres de la forme ¢/(10)? avec (p;q) € N? sont appelés nombres décimaux. Ils ont deux dévelop-
pements décimaux d’apres le théoreme 9.35.

9.5 Suites réelles récurrentes définies par une fonction.

Dans cette partie, on donne une introduction & I’étude des suites récurrentes réelles définies par une
fonction (cf. paragraphe 3.2.1). On donne un résultat général, le théoréme du point fixe, et on présente
une stratégie d’étude de telles suites sur des exemples. On aborde aussi, sur un exemple, la cas ou une
relation de récurrence donnée par une fonction n’est remplie par aucune suite.

9.5.1 Fonctions contractantes et théoréme du point fixe.

Dans ce paragraphe, on poursuit 1’étude des fonctions lipschitziennes entamée dans le paragraphe 5.3 et
on introduit la notion de fonction contractante puis on établit le théoreme du point fixe.

Commengons par donner une condition suffisante simple sur une fonction dérivable pour établir qu’elle
est lipschitzienne (cf. définition 5.7).

Proposition 9.41. Soit I un intervalle non réduit a un point de R, k € R et f: I — R dérivable.
1. Si I est un segment et [’ est continue alors f est lipschitzienne.

2. Si
k > sup|f'(z)| < +oo, (9.59)
xel

alors f est k-lipschitzienne.

Preuve : On montre d’abord 2. Soit (z;y) € I2. Si z = y alors |f(x) — f(y)] =0 < 0 = k|z — y|.

Cas ol « < y : Par hypothese, f est dérivable sur [z;y] donc continue sur [z;y] (cf. proposition 6.6).
Comme f est dérivable sur ]z;y[, on a, par le théoréme des accroissements finis (cf. théoréme 6.14),
lexistence d’un ¢ €]x; y[ tel que f(x) — f(y) = f'(¢)(z —y). Donc

|[f(x) = fw)| = |F©] lz—yl < k-lz—yl,

par (9.59).

Cas ol ¢ > y : Par hypothese, f est dérivable sur [y;x] donc continue sur [y;z] (cf. proposition 6.6).
Comme f est dérivable sur ]y;x[, on a, par le théoréme des accroissements finis (cf. théoreme 6.14),
Vexistence d'un ¢ €]y; z] tel que f(z) — f(y) = f'(¢)(z — y). Donc

|[f(x) = f)| = |F©] lz—yl < k-lz—yl,



Cours d’analyse, 16-06-2023 174

par (9.59).
On a montré 2.
Si I est un segment et f’ est continue alors, par le théoréme de Heine appliqué & la fonction f’ (cf.
théoréme 5.3), f’ est bornée ce qui implique (9.59) (cf. proposition 4.8). En appliquant le 2, on obtient
que f est k-lipschitzienne donc lipschitzienne. On a monté 1. O
Définition 9.42. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — R.

1. On dit que la fonction f est contractante (sur I) s’il existe k € [0; 1] tel que f soit k-lipschitzienne.

2. On appelle point fize de [ toute solution de l’équation d’inconnue x € I donnée par f(x) = x.

Une propriété importante des fonctions contractantes est donnée dans la

Proposition 9.43. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — R une fonction contractante.
Alors f a au plus un point fize.

Preuve : Soit = et y des solutions de 1’équation (E) d’inconnue z € I donnée par f(z) = z. Par la
définition 9.42, il existe k € [0; 1] tel que f soit k-lipschitzienne. En particulier, on a | f(z)—f(y)| < klz—y|.
Comme z et y sont des solutions de (E), on a donc [z —y| = |f(x) — f(y)| < klz—y| soit 0 > (1—k)|x —y|.
Comme 1 —k > 0 et |z —y| > 0, on a nécessairement |z —y| = 0 soit x =y (cf. (2.9)). O

Donnons un cas d’existence d'un point fixe.

Proposition 9.44. Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R continue et telle que f([a;b]) C [a;b].
Alors il existe x € [a;b] tel que f(x) = .

Preuve : Soit ¢ : [a;b] — R définie par g(z) = f(x) — x. g est continue par le paragraphe 4.2.2 et la

proposition 4.32. Comme f([a;b]) C [a;b], on a g(a) > 0, car f(a) > a, et g(b) < 0, car f(b) < b. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & g (cf. théoreme 5.1), il existe = € [a;b] tel que g(z) = 0,
c’est-a-dire f(x) = . O

On en vient au théoreme du point fixe.

Théoréme 9.45. Théoréme du point fixe. Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R contractante et
telle que f([a;b]) C [a;b]. Alors f a un unique point fize £ € [a;b]. De plus, pour tout d € [a;b], la suite
récurrente u = (Up )nen, donnée par ug = d et la relation de récurrence : pour tout n € N, upy1 = f(un),
est bien définie et convergente vers (.

Preuve : Comme f est contractante, f est k-lipschitzienne pour un k € [0; 1] (cf. Définition 9.42). Par la
proposition 5.8, f est continue. Comme f([a;b]) C [a;b], f a un point fixe £ € [a; ], par la proposition 9.44.
Comme f est contractante, la proposition 9.43 assure que ce point fixe est unique.

Comme f([a;b]) C [a;b], on sait, par la proposition 3.2, que les suites récurrentes u considérées sont
toutes bien définies. Soit d € [a;b] et u = (un )nen la suite récurrente vérifiant ug = d et, pour tout n € N,
Un+1 = f(up). Pour n € N, soit P(n) la proposition (|u, —¢| < k™|ug — ¢|).

Comme k° =1, |ug — ¢| = k°|ug — £| donc P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un n € N. Par la définition de u et comme ¢ est un point fixe de f, on a
Unt1 — € = f(un) — f(£). Comme f est k-lipschitzienne, |f(un) — f(¢)| < k|u, — £|. Par 'hypothese de
récurrence, on en déduit que

fnis = €] = |f@n) = FO] < kolun =0 < KK fug— €] = K" Jug — 1],

ce qui établit P(n + 1).

Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(n) est vraie pour tout n € N. Comme
k € [0;1[, lim k™ = 0, par la proposition 3.58, et lim £ |ug — ¢| = 0, par la proposition 3.46. D’apres les
propriétés P(n) et le théoreme des gendarmes (cf. proposition 3.45), la suite u converge vers /. O
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9.5.2 Etude de suites récurrentes réelles.

Dans ce paragraphe, on donne une stratégie d’étude des suites récurrentes définies par une fonction a
valeurs réelles. On illustre cette stratégie sur des exemples simples. On montre aussi des limites de cette
stratégie et on pointe certaines difficultés.

On se place dans le cadre de la proposition 3.2 du paragraphe 3.2.1. Soit D une partie non vide R et
f:D — R telle que f(D) C D. Etant donné un d € D, il existe, d’apres la proposition 3.2, une unique
suite récurrente u associée a f et de premier terme d, c’est-a-dire une application v : N — D vérifiant
ug = d et, pour tout n € N, w11 = f(uy). On cherche la nature d’une telle suite. Converge-t-elle ? Si
oui, vers quoi ? Voici un premier résultat dans ce sens.

Proposition 9.46. Soit D une partie non vide R et f : D — R une application continue telle que
f(D) Cc D. Soitd € D et u: N — D la suite récurrente associée a [ de premier terme d. On suppose
que £ =limu existe dans D. Alors f({) = ¢.

1. On suppose que £ = limu existe dans D. Alors f(£) = ¢£.
2. On suppose que £ = limwu existe dans RU {—o0; +oo}. Alors £ est adhérent a D. Si, de plus, li;nf

existe alors { = 11?1 f.

Remarque 9.47. Dans le cadre de la proposition 9.46, une solution de I’équation d’inconnue x € D donnée
par f(x) = x est appelée un point fize de f. L’action de f sur un tel point ne le change pas, d’ot le nom
de point fize. Le résultat du 1 de cette proposition 9.46 dit que la limite possible dans D d’une suite
récurrente associée a une fonction continue doit étre un point fize de la fonction en question. Attention,
ce résultat ne s’applique que si 'on sait déja que la suite considérée a une limite finie dans D.

Preuve de la proposition 9.46 : On suppose que ¢ = limu existe dans R U {—o0; +00}. Par définition de
la limite (cf. définition 3.34), tout voisinage U de ¢ contient tous les termes de u & partir d’un certain
rang. Comme ces termes sont dans D, U ND # @. Donc £ est adhérent & D (cf. remarque 4.9).

On suppose de plus que s := 11?1 f existe. D’apres la proposition 4.15, la suite fowu tend vers s. Comme u

est une suite récurrente associée & f, cette suite fou est la sous-suite (ty11)nen de u. Comme u tend vers
¢, fowu tend aussi vers ¢, par la proposition 3.55. Par unicité de la limite de suite (cf. proposition 3.35),
s =lim(f ou) = £. On a montré le 2.

On suppose maintenant que ¢ = limu existe dans D. Comme f est continue sur D, lién f existe et vaut

f(0) (cf. définition 4.14). En appliquant le 2, on obtient £ = f(¢). O

Ce résultat suggere immédiatement la stratégie suivante pour I’étude d’une suite récurrente associée a une
fonction continue : on cherche les points fixes de 'application, puis, pour un tel point fixe ¢, on cherche
a montrer que la suite considérée tend vers £.

Si la suite considérée ne converge pas, cette stratégie n’aboutit pas, bien sir. Mais si elle converge, on
sait que la limite est parmi les points fixes. Souvent I’ensemble des points fixes est fini. On a donc qu’un
nombre fini de candidat pour étre limite de la suite considérée. On peut étudier tous les cas, a condition
d’avoir pu identifier tous les points fixes.

Pour mettre en pratique cette stratégie, on essaye de dessiner la “toile d’araignée” associée a la suite
considérée. Si cette derniere est une suite u associée a une fonction f, on place sur un dessin les points
(uo, f(uo)), (f(uo); f(uo)) = (ursun), (ur, f(u1)), (f(wr); f(u1)) = (ug;uz), ete ... et on les relie dans
Pordre d’apparition. Ce graphe est la “ toile d’araignée” associée a la suite. Lorsque la fonction f est
croissante et a un point fixe £, on obtient souvent un “escalier” montant ou descendant “tendant” vers le
point (¢;¢). Lorsque la fonction f est décroissante et a un point fixe ¢, on obtient souvent un “colimagon”
sur lequel on voit que les suites (uon)nen €t (Uan+1)nen SONt monotones et tendent toutes deux vers £. Ce
dessin permet souvent de deviner la limite (quand il y a convergence mais plusieurs points fixes) et aussi
de dégager des propriétés pour montrer la convergence. En particulier, il peut étre précieux lorsque 1’on



Cours d’analyse, 16-06-2023 176

souhaite appliquer le théoréme du point fixe (cf. théoreme 9.45). En effet, il peut étre difficile de deviner
un segment [a; b] envoyé dans lui-méme par f et sur lequel f est contractante (ou la valeur absolue |f’|
de la dérivée f’ est petite).

Dans la suite, on va illustrer cette stratégie sur des exemples simples et entrevoir aussi ses limites. On
commence par un exemple pour lequel on peut appliquer le théoréme du point fixe (cf. théoreme 9.45).
Soit fi :]1; +00o[— R définie par fi(z) = (z + 1)~!. D’apres les propositions 4.23 et 4.32, la fonction
] — 1;400[>  — z + 1 est continue. De plus, elle ne s’annule pas donc, par inversion, f est continue (cf.
proposition 4.32). Cherchons les points fixes de f;. Pour 2 > —1, on a

file) =2 <= 1= (24+1)z <= 22 +2-1=0

et, comme la fonction polynéme 2 — 22 +x—1 a une unique racine dans ]1; +oc[, & savoir 7 := (—1++/5)/2,
on en déduit que r est I'unique point fixe de fi. En dessinant la “toile d’araignée”; on s’attend a pouvoir
appliquer le théoréeme du point fixe sur le segment I := [(1/2);1]. Vérifions ce point.

Pourz € I,ona2>xz+1>1donc (1/2) < fi(x) < 1. Donc fi(I) C I. Par les propositions 6.5 et 6.8,

f1 est dérivable et, pour > —1,
-1
/ _

Pour z € [,ona 1+ x> 3/2 > 0 donc (1 + )2 > 9/4 donc |f](x)| < (4/9). D’apres la proposition 9.41,
f1 est (4/9)-lipschitzienne et, comme 0 < (4/9) < 1, f1 est contractante (cf. définition 9.42). Soit d € I.
D’apres le théoréme du point fixe pour [a;b] = I (cf. théoréme 9.45), la suite récurrente associée a f de
premier terme d est bien définie et converge vers 'unique point fixe de fi; qui appartient a I. Comme f;
a un unique point fixe r, celui qui appartient & I est forcément 7.

Voyons maintenant une situation ot ’on ne peut pas appliquer le théoreme du point fixe sur un segment
contenant un seul point fixe. Soit f : R — R donnée par fo(x) = 1 — 22. D’apres les propositions 4.23
et 4.32, fy est continue. Quels sont ses points fixes? Pour € R, on a

folz) =2 <= 2°4+2-1=0

et, comme la fonction polynéme z ~ 22 + 2 — 1 a pour racine r = (=1 +v/5)/2 et 7 = (—1 — 1/5)/2, les
points fixes de fy sont précisément r et 7.

Montrons que l'on ne peut appliquer le théoreme du point fixe (cf. théoréme 9.45) sur aucun segment
[a; b] contenant strictement r (i.e. r € [a;b] mais {r} # [a;b]). Pour ce faire, il suffit de montrer que f; ne
peut étre contractante sur un tel segment.

Supposons que f, soit contractante sur un segment [a; b] tel que r € [a; b] et [a; ]\ {r} # 0. 11 existe donc
k € [0; 1] tel que, pour tout (z;y) € [a;b]2, |f2(z) — f2(y)| < k|z —y|. Pour tout x € [a;b] \ {r}, on a donc
|f2(x) = fa(r)| < K|z — 7| donc

folz) — 7 _ | fa(z) — fa(r)] < & (9.60)
T —r |z — 7| - ‘
Pour z € [a; 0]\ {r}, .
fzg(c:rzzr _ rx:i — (42

Cette fraction tend vers —2r lorsque z tend vers r (cf. propositions 4.23 et 4.32). D’aprés la propo-
sition 4.32, la valeur absolue de cette fraction tend, lorsque x tend vers r, vers le réel | — 2r| = 2r.
Par passage a la limite x — r dans les inégalités (9.60) (cf. proposition 4.36), on obtient 2r < k < 1.
Contradiction car 2r = —1 + /5 > —14++v/4 = —1 + 2 = 1, par la proposition 9.10.

Méme lorsque le théoréme du point fixe (cf. théoréme 9.45) s’applique, il est parfois plus commode de
refaire sa preuve dans le cas particulier que Pon considére. Voyons un exemple. Soit D = [—(1/2); +00]
et f3: D — R donnée par, pour z € D, f3(z) = 2z + 1.

D’apres les propositions 4.23 et 4.32, la fonction | — (1/2); +00[> @ +— 2z + 1 est continue. De plus, elle est
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strictement positive donc, par composition avec la racine carrée qui est continue (cf. proposition 9.10),
f3 est bien définie et continue (cf. proposition 4.32).
Cherchons les points fixes de f5. Pour > —(1/2), on a, d’aprés la proposition 9.10,

fa(z) = 2 = {fg(x)zx} — {21‘—&-1:3:2}(:}9;:1_’_\/5.

etx>0 etx >0

La fonction f3 a donc s := 1 4+ v/2 pour unique point fixe.

On vérifie que f5(D) C D. Pour > —(1/2), f3(x) > 0 > —(1/2) donc f3(x) € D. Ceci étant vrai pour
tous les x > —(1/2), on a montré que f3(D) C D.

Soit d € R*. Par la proposition 3.2, la suite récurrente u associée 3 f3 de premier terme d est bien définie.
On cherche a montrer que u converge vers s.

On vérifie tout d’abord que u est positive. Pour n € N, soit P(n) = (u,, > 0). Comme ug = d > 0, P(0)
est vraie. Supposons P(n) vraie pour un n € N. On a u,+1 = f3(un) > 0 donc P(n + 1) est vraie. Par
le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(n) est vraie pour tout n € N. La suite u est
donc positive.

Soit n € N. Comme f3(un) + f3(s) > fs(s) =s>0,on a

b — 5 = Falun) — fals) = a0n) = 3(9) - () + Sa()) _ folun)® — fals)?
ntl 3ln) = J3 Fa(un) + fs(s) I3 (un) + f5(5)

5. Up — 8
fS(Un) + f3(s) .
Comme u, >0, on a f3(u,) > f3(0) =1 (cf. proposition 9.10) et f3(un) + f3(s) > 1+ s donc

|ty — s 2 2
<

fa(un) + f3(s) = 1+ s [un — s| = PR A [un — 8| . (9.61)

Soit k := 2/(2++/2) € [0;1]. Pour n € N, soit Q(n) = (Jup — 5| > |d — s|k™). Comme |ug — s| = |d — s|k°,
Q(0) est vraie. Supposons Q(n) vraie pour un n € N. D’apres (9.61) et ’hypotheése de récurrence,

’un_H - s| = 2-

funt1 — s| < k-lup—s| = k-|d—s[- k" = [d—s| k""",

Donc Q(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), Q(n) est vraie
pour tout n € N. Comme k € [0;1], la suite (k™) tend vers 0 (cf. proposition 3.58) et, par produit (cf.
proposition 3.46), la suite (|d — s|k™) tend aussi vers 0. D’apres les propriétés Q(n) et le théoréme des
gendarmes (cf. proposition 3.45), u converge vers s.

9.5.3 Autour de ’existence de suites récurrentes réelles.

Dans la proposition 3.2, on a vu une condition suffisante pour qu’une suite récurrente soit bien définie.
Que se passe-t-il lorsque cette condition n’est pas vérifiée? L’objet de ce paragraphe est de traiter cette
question sur un exemple. On va voir que la valeur initiale choisie peut jouer un role. En particulier, on
verra que, pour certaines valeurs initiales, la relation de récurrence ne définit pas une suite. Pour bien
comprendre ce phénomene, on étudie une autre suite récurrente.

On considere la fonction f : [1; +00[— R définie par f(z) = 24/ — 1. On note que f([1; +o0[) & [1;+o0]
puisque f(1) =0 ¢ [1;400[. On se demande pour quelles valeurs initiales d € R, la suite récurrente u
associée & f est bien définie (cf. définition 3.4).

On remarque que f([2;+00[) C [2;400[. En effet, si # > 2 alors x — 1 > 1 et, comme +/- est croissante
(cf. proposition 9.10 ou bien proposition 8.13), f(x) > 2v/1 = 2. D’apres la proposition 3.2, u est bien
définie si d > 2.

Sid < 1 alors d n’appartient pas au domaine de définition de f donc u; n’est pas défini. Si d = 1, on a bien
up = 2¢/1 — 1 = 2v/0 = 0 (cf. proposition 9.10 ou bien proposition 8.13) mais, comme u; n’appartient pas
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au domaine de définition de f, us n’est pas défini. On se demande donc pour quels d €]1; 2[ la procédure
de récurrence amene a un terme strictement inférieur a 1. On va voir que c’est toujours le cas.

Tout d’abord, on vérifie que f est continue et que 2 est son unique point fixe. D’apres les propositions 4.23
et 4.32, la fonction [1; +00[3 = + x—1 est continue. Comme elle est & valeurs dans R, on peut la composer
avec /-. Donc f est bien définie et, comme +/- est continue (cf. proposition 9.10 ou bien proposition 8.13),
f Pest aussi par composition (cf. corollaire 4.30). De plus, pour = > 1,

2
x:2m—l@)%zm—l(z)xz—élx—l—Zl:O(:)x:Q.

Donc 2 est le seul point fixe de f.

Prenons d €]1; 2 et supposons que u soit bien définie. Cela signifie que, pour tout n € N, on a u,, € [1;400[
et upt1 = f(uyp). Pour n € N, on a (u, —2)? > 0 donc u2/4 > u, — 1 et, comme /- est croissante (cf.
proposition 9.10 ou bien proposition 8.13), u, = \/u2 = 2y/u2/4 > 2\/u, — 1 = f(uy) = un41. Par la
proposition 3.23, u est décroissante. Par la proposition 3.51, u tend vers inf u. Comme u est minorée par
1, 1 <infu < wup < 2. Comme f est continue et lim u est un réel dans [1; +oo[, limu = inf u doit étre un
point fixe de f, par la proposition 9.46. Contradiction car limwu = infu < 2 et 2 est le seul point fixe de
f. Cette contradiction montre que la suite u n’est pas bien définie.

On a donc montré que, pour d > 2, la suite u est bien définie et, pour d < 2, elle n’est pas définie. On voit
que lexistence méme de la suite dépend crucialement du premier terme. C’est un exemple de la sensibilité
du processus de construction par récurrence d’une suite a la valeur initiale.

Pour mieux comprendre pourquoi v n’est pas définie dans le cas d €]1;2[. On procéde & une étude plus
précise de f. On montre tout d’abord que f est continue et bijective de [1; +oo[ sur RT.

D’apres les propositions 4.23 et 4.32, la fonction [1;400[> = +— x — 1 est continue. Comme elle est a
valeurs dans R™, on peut la composer avec /-. Donc f est bien définie et, comme +/- est continue (cf.
proposition 9.10 ou bien proposition 8.13), f est aussi continue par composition (cf. corollaire 4.30).
Pourz >z’ > 1,onaxz—1> a2 —1 et, comme /- est strictement croissante (cf. proposition 9.10 ou
bien proposition 8.13), f(z) = 2z —1 > 2¢/2’ — 1 = f(2'). Donc f est strictement croissante. Par la
proposition 7.3, f est bijective de [1; +oo[ sur f([1;+00[) et sa bijection réciproque est continue. Comme
/- est positive (cf. proposition 9.10 ou bien proposition 8.13), f I'est aussi. Donc f([1;+oo[) C RT. Soit
y € RT. On résoud, pour z > 1, 'équation f(z) =y. Comme y > 0, on a

y? y?
y = 2 x—l(z}zzx—lg)mzl—i—q.

On a, en particulier, y € f([1;+00[). On a montré donc que R™ C f([1;+00[) et, par I'inclusion inverse,
on obtient f([1;+o00]) = R*. De plus, les équivalences précédentes montrent, par la proposition 9.2,
que la bijection réciproque g = f(~1 de f est la bijection de RT sur [1; +o00[ donnée par, pour y > 0,
9(y) =1+ y*/4.

Maintenant, on étudie les (éventuelles) suites récurrentes associées & g. Comme g(R™) = [1;+o00[C RT,
on a, pour tout a € RT, l'existence de la suite récurrente v associée a g de premier terme a, d’apres la
proposition 3.2. Pour étudier v, on a vu plus haut qu’il est pertinent de chercher les points fixes de g,
puisque g est continue. Pour z > 0, on a

2
g(m)zm@l—{—%:x<:>m2—4x+4:()<:>(x—2)2:0<:>x:2.

Donc 2 est 'unique point fixe de g. Soit @ € RT. Pour n € N,

2 4y, + 4 —2)2
Uni1 — Uy = 4””* - (””4 L (9.62)

Par la proposition 3.23, v est croissante et, comme vg = a > 0, v est positive. Comme v est croissante, elle
admet supv € RTU{+oc} pour limite, par la proposition 3.51. Sisupv € R alors, par la proposition 9.46,
sup v est un point fixe de g donc supv = 2.



Cours d’analyse, 16-06-2023 179

Si a > 2 alors supv > vg = a > 2 donc, d’apres ce que 'on vient de démontrer, supv € R ce qui donne
limv = supv = +o0.

Prenons a € [0;2[. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la proposition P(n) = (v, € [0;2[)
est vraie. Comme vy = a € [0;2[, P(0) est vraie. Supposons P(n) vraie pour un n € N. Comme v est
positive, v,411 > 0. De plus,

2 2
v, 4 v, — 4

vn+1—2:g(vn)—g(2):Z—1: 1 < 0,

puisque, par hypothese de récurrence, 0 < v, < 2 donc v2 < 4. Donc P(n + 1) est vraie. Par le théoréme
de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(n) est vraie pour tout n € N. En particulier, 2 majore la
suite positive v donc sup v € [0;2]. D’apres ce qui précede, limv = supv = 2.

Prenons a = 2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la proposition Q(n) = (v, = 2) est vraie.
Comme vy = a = 2, Q(0) est vraie. Supposons Q(n) vraie pour unn € N. On a v,41 = f(v,) = f(2) = 2.
Donc Q(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), Q(n) est vraie
pour tout n € N.

Pour toute valeur initiale a € RT, on a donc montré l'existence de la limite de v en s’appuyant sur la
stratégie du début du présent paragraphe. Au passage, on a aussi constaté une dépendance de cette limite
a la valeur initiale : si a < 2, v tend vers 2 et si a > 2, v tend vers +o0.

Voyons maintenant comment 1’étude de v permet de comprendre, dans le cas ou d > 1, que la non-existence
de u implique que d < 2. On suppose donc d > 1. Si la relation de récurrence donnée par f ne définit pas
une suite récurrence u la satisfaisant alors il existe p € N* et une application u(®) : [0; p] — [1; +oo] tels
que uP(0) = d, f(uP(p)) < 1 et

Vnelop—1], uP(n+1) = f(u(p)(n)).

Soit a := f(uP(p)) € RT. Considérons la suite récurrente v associée & g et de premier terme a. Pour
q € [1;p], soit

R(q) = (u(”)(p —q)= vq) :

Comme vy = a = f(u®(p)), on a vy, = g(vg) = (g0 f)(u® (p)) = u® (p), puisque go f = id|[1;400] (cf.
proposition 9.2). Donc R(1) est vraie. Si p =1, on a montré que R(q) est vraie pour tout ¢ € [1;p].
Supposons maintenant que p > 1. Supposons R(q) vraie pour un ¢ € [1;p[. On a u® (p — q) = v, donc
Vg1 = 9(vg) = (go Hw®(p—q—1)) = uP (p— (¢ +1)). Donc R(q + 1) est vraie. Par le théoreme de
récurrence finie (cf. théoréme 9.15 avec ng = 1 et ny = p), R(q) est vraie pour tout g € [1;p].

Dans tous les cas, on a, par R(p) et P(p), d = uP(0) = v, < 2.

9.6 Convexité.

Dans cette partie, on s’intéresse a la notion de convexité d’une fonction réelle définie sur un intervalle,
notion trés importante notamment pour les problemes d’extréma (voir plus loin). La convexité d’une telle
fonction exprime une propriété géométrique de son graphe et ne semble pas, de prime abord, étre reliée a
la régularité de la fonction. C’est pourtant le cas. De plus, pour les fonctions régulieres, on dispose d’une
condition suffisante simple pour avoir une fonction convexe.

Une partie A du plan est dite conveze quand elle vérifie la propriété suivante : si M et N sont deux points
de A, alors le segment [M N] est tout entier contenu dans A. Une fonction définie sur un intervalle I est
convexe si la partie du plan située au-dessus de son graphe est convexe. Ceci se traduit par la définition
suivante :

Définition 9.48. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f: I — R.
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1. On dit que f est convexe (sur I) si, pour tout (a;b) € I? avec a < b, pour tout t €0;1[, on a
flta+ (1 —t)b) < tf(a) + (1—1t)f(b).

2. On dit que f est strictement convexe (sur I) si, pour tout (a;b) € I? avec a < b, pour tout t €]0;1],
on a
flta+ (1 —1t)b) < tf(a) + (1—1t)f(b).
3. On dit que f est concave si —f est conveze, c’est-a-dire si, pour tout (a;b) € I? avec a < b, pour
tout t €]0;1[, on a

flta+ (1 —t)b) > tf(a) + (1 —1t)f(b).

4. On dit que f est strictement concave si —f est strictement convexe, c’est-a-dire si, pour tout
(a;b) € I? avec a < b, pour tout t €]0; 1], on a

flta+ (1 =t)b) > tf(a) + (1—1t)f(b).

Donnons tout de suite deux exemples. Soit I un intervalle non vide de R. L’application Id : I — R,
définie par Id(z) = z, pour x € I, est convexe. Elle est aussi concave! Soit ¢ € R. L’application constante
égale a c sur I est aussi convexe et concave.

Dans le cadre de cette définition 9.48, on remarque que, lorsque ¢ = 0, on a f(ta + (1 —t)b) = f(b) =
tf(a)+ (1 —1)f(b) et, lorsque t =1, on a f(ta+ (1 —t)b) = f(a) =tf(a) + (1 —t)f(D).

On dispose d’une caractérisation de la convexité en terme de “cordes”. Etant donnés un intervalle non
vide I de R et une fonction I — R, une corde est un segment qui relie deux points du graphe de f.

Proposition 9.49. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — R. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. f est convexe sur I, i.e.
V(a;b) € I?;a < bVt €]0; 1], f(ta+ (1 —t)b) < tf(a) + (L—1t)f(b). (9.63)

2. Pout tout (z;y;2) € I® avec x < y < z, les pentes des trois cordes reliant respectivement (x; f(x))

et (y; f(y), (w5 f(x)) et (25 f(2)), (y; f(y)) et (2; f(2)), vérifient les inégalités
fW) = f@) _ [ =f@) _ [(2)=fly) (9.64)

Yy—x B Z—T B z—1

3. Pour tout a € 1, la fonction p, : I\ {a} — R définie par, pour x € I\ {a},
f(t) = f(a)

p— (9.65)

va(t) =

est croissante sur I\ {a}.
On a aussi l’équivalence des propositions suivantes :

1’ La proposition 1 avec la derniére inégalité dans (9.63) remplacée par une inégalité stricte (propo-
sition disant que [ est strictement convexe).

2’ La proposition 2 avec des inégalités strictes dans (9.64).

3’ La proposition 8 disant cette fois que @, est strictement croissante.

Preuve : Montrons d’abord (2) <= (3), puis (2) <= (1) et, enfin, (') < (2') < (3').
(3) = (2) : On suppose (3) vraie. Prenons # < y < z dans I. Comme ¢, est croissante, on obtient la
premiére inégalité de (9.64). En remarquant que

QI f@IC) o TR0 S0 - fE)

z—x T —2z z—y y—z
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et en utilisant la croissance de ¢,, on obtient la seconde inégalité de (9.64). On a montré (2).

(2) = (3) : On suppose (2) vraie. Soit a € I. Par la définition 4.6, il suffit de montrer que, si s <t
dans I\ {a}, alors p,(s) < @4 (t). Si s =t dans I\ {a}, on a ¢.(s) = p,(t) donc v (s) < @q(t). Prenons
(s;t) € (I'\ {a})? avec s < t. On montre que ¢4 (s) < @a(t), ce qui donnera (3).

Premier cas : s <t < a.

La seconde inégalité dans (9.64), appliquée & (z;y; 2) = (s;t;a), donne pu(s) < pqu(t).

Deuxieme cas : s < a < t.

Les deux inégalités dans (9.64), appliquée a (z;y; z) = (s; a;t), implique pq(s) < pa(t).

Troisieme cas : a < s < t.

La premiere inégalité dans (9.64), appliquée & (x;y; z) = (a; s;t), donne ¢, (s) < @q(t).

On a montré (3).

(2) = (1) : On suppose (2) vraie. Prenons « < z dans I. Soit t €]0;1[ et y = tz + (1 — t)z. Comme
y—x=({(t—-1)(z—2)>0ety—z=t(x—z) <0,onay €|r; z[C I. La premiere inégalité de (9.64) donne

) - @) _ ) @)
1-t)(z—2) — z2—x

ce qui implique, puisque (1 —t)(z — z) > 0,

flte+(1=1)2) = fly) < fl@) + 1-1) (f(2) = fx)) = tf(z) + 1 -0)f(2).

Ceci étant vrai pour tout (z;z) € I? avec = < z et tout t €]0; 1[, on obtient donc (9.63) (avec a remplacé
par x et b remplacé par z). On a montré (1).
(1) = (2) : On suppose (1) vraie. Prenons x < y < z dans I. Il existe t €]0; 1] tel que y =tz + (1 —¢)=.
En effet, en posant
y—z
t = ,
T —z

on a bien y =tz + (1 — ¢)z et, comme z < y < z, t €]0;1].
D’aprés ’hypotheése avec (a;b) = (z;2), on a f(y) — f(z) < (1 —t)(f(2) — f(z)) et, en divisant par
(1 —t)(z —x) > 0, on obtient, comme y —z = (1 —¢t)(z — ),

f@) = f@) _ )= f@) _ fz) = f2)

y—x (1—-t)(z—x) — z—x

)

ce qui donne la premiere inégalité de (9.64). Toujours d’apres hypothese avec (a;b) = (x; 2), on a aussi
fly) — f(z) <t(f(x) — f(2)) et, en divisant par t(z — z) < 0, on obtient, comme y — z = ¢(x — 2),

fy) =1z _ [y =fE) o fl&)=Fk)

= >
y—2z tlx—2) ~ x—z

ce qui donne la seconde inégalité de (9.64). On a montré (9.64) et aussi (2).
On peut reprendre les arguments précédents, en remplacant de maniere appropriée des inégalités larges
par des inégalités strictes, pour obtenir ’équivalence des propositions (1), (2') et (3'). O

Donnons d’autres exemples de fonctions convexes. Soit (a;3) € R? et g : R — R donnée par g(z) =
ax + (8, pour € R. La encore g est convexe et concave! Il y a égalité dans I'inégalité (9.63) avec f
remplacée par g. La fonction valeur absolue est convexe sur R mais pas concave sur R. Vérifions ces
affirmations.

Soit f : R — R donnée par f(z) = |z|, pour € R. Si f était concave, —f serait convexe et on aurait,
en particulier, pour a = -1 <1=bet t =1/2,

1

1
+1-(1—)’ < -1

*‘(—YH)'(l - 5)

N
N

— (=1)-
-1 :
soit 0 < —1. Contradiction.

Montrons maintenant que f est convexe. On montre que ¢, est croissante pour tout a € R.

Permier cas : a = 0. ¢, est constante égale & —1 sur | — 00; 0] et constante égale a 1 sur |0; 400, donc
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croissante.
Deuxieme cas : a > 0. ¢, est constante égale a 1 sur [0; +oo[\{a}. Pour t <0, p,(t) = —(t +a)/(t — a).
Elle est donc dérivable sur | — oo; 0[ (cf. propositions 6.5 et 6.8) et, pour ¢ < 0, d’apres (6.4),

R B L e

donc ¢, croit sur | — 00;0] jusqu’a . (0) = 1, par le corollaire 6.15. On a montré la croissance de ¢,.
Troisiéme cas : a < 0. ¢, est constante égale & —1 sur | —00;0] \ {a}. Pour t > 0, p,(t) = (t+a)/(t —a).
Elle est donc dérivable sur ]0; 4+o00| (cf. propositions 6.5 et 6.8) et, pour t > 0, d’apres (6.4),

, t—a—(t+a) —2a
t) = = >0
#alt) (t—a)? (t—a)Z =
donc ¢, croit sur [0; +o00[ & partir de ¢, (0) = —1, par le corollaire 6.15. On a montré la croissance de ¢,.

Par la proposition 9.49, f est convexe sur R.

Voyons maintenant une propriété remarquable des fonctions convexes sur un intervalle ouvert. Elles sont
automatiquement continues et ont une dérivée a droite et une dérivée a gauche en tout point de I'intervalle,
comme 'atteste la

Proposition 9.50. Soit I un intervalle ouvert non vide de R et f : I — R une fonction convere. On a
les propriétés suivantes.

1. La fonction f est continue sur I.

2. Soit a € I. La fonction f admet une dérivée o droite en a, notée f)(a). La fonction f admet une
dérivée a gauche en a, notée fy(a).

3. Les fonctions fj : I — R et fi : I — R, définies respectivement par x — fj(z) et x — fy(z)
sont croissantes et, pour tout x € I, f,(v) < fi(x).

Preuve : On démontre d’abord le 2.

Soit a € I. Comme I est un intervalle ouvert, IN] — oo; a] et IN]a; +oo] sont non vides (cf. remarque 1.8).
Par la proposition 9.49, la fonction ¢, est croisssante. En particulier, en prenant (a_;a;) € I? avec
a_ <a<as,ona

b = sup  @a(x) < palag) < oo et inf 0o(z) > @ola) > —o0. (9.66)
zeln]—oosal z€IN]a;+oo|

De plus, la borne b minore toutes les valeurs ¢, (a4.), pour at € INja;+oo| done, par définition de la
borne inférieure de @, sur cet ensemble (cf. définition 1.11),

sup  @a(r) = b < inf pu(2). (9.67)
zeIN]—oo;al z€lN]a;4oo[

Par la proposition 4.39 et (9.67), les limites suivantes existent et on a

lim fz) = f(a) - sup  pa(z) < inf ¢a(z) = lim M.
T—a~ r—a zeln]—oo;al xelN]a;+oo| z—at r—a

D’apres (9.66) et la définition 6.3, la fonction f admet en a une dérivée a droite et une dérivée a gauche
et on a f(a) < fi(a). On a montré 2 et la derniere affirmation de 3.
Soit w < x < y < z dans I. Par hypothese, on a les inégalités de (9.64) pour (w;x;y) et pour (z;y; z), ce

qui donne
F@)— fw) _ f0)~ ) _ f) - £(@) 0:65)
r—w B y—w - y—x :
: f) -~ f@) _ FE) - @) _ fE) - ) 0.9)

Yy—x - Z—x - 2=y



Cours d’analyse, 16-06-2023 183

D’apres ce qui précedent et la proposition 4.36, on peut passer a la limite w — x~ dans l'inégalité

f@) = fw) _ f0) = @)

T —w y—x

déduite de (9.68), et obtenir, grace & (9.68) et (9.69),
W)~ f) _ ) fa)

Yy—x - zZ—T

fil@) <

On peut aussi passer & la limite y — 2z~ dans I'inégalité de droite de (9.69) et obtenir

f(z) = f(x)

zZ—X

< fol2)

D'ott fy(z) < fy(2). On a montré que f; est croissante.
De méme, en prenant les limites x — w™ et z — y* dans des inégalités déduites de (9.68) et (9.69), on

obtient
fly) — f(w)
y—w

falw) < < fay)
Donc fi(w) < fi(y). On a montré que f/ est croissante. On a terminé la preuve de 3.
Il reste & montrer 1, c’est-a-dire que f est continue. Soit a € I. Pour x € I \ {a}, on a

f(@) = [fla) + (z —a) - pa(z). (9.70)
Comme f est dérivable a droite en a, limJr wa(x) = fi(a) € R donc le membre de droite de (9.70) tend
T—a

vers f(a)+0- fi(a) = f(a), quand x — a™, par la proposition 4.32 (appliquée & la restriction & droite de a
des fonctions considérées). De méme, comme f est dérivable a gauche en a, lim ¢,(z) = f;(a) € R donc
r—a—

le membre de droite de (9.70) tend vers f(a) +0- fi(a) = f(a), quand x — a~, par la proposition 4.32
(appliquée & la restriction & gauche de a des fonctions considérées). Par la propostion 4.21, lim, f existe
et, par la proposition 4.13 et la définition 4.14, f est continue en a. Par la définition 4.14, f est continue
sur I. O

Notons que ce résultat n’est plus valable si I'intervalle I n’est pas ouvert. Donnons un contre-exemple.
Soit f : RT — R définie par f(0) = 1 et f(z) = 0 si x > 0. Comme la restriction de f & ]0; +oo[ est
nulle, la limite de f en 0 & droite existe et vaut 0. Comme cette limite est différente de f(0) = 1, f n’est
pas continue en 0, par la propostion 4.21. Montrons maintenant que f est convexe.

Soit 0 < a < b. Pour ¢ €]0;1[, on a ta + (1 —¢)b > 0 donc f(ta+ (1 —¢)b) = 0. On a aussi f(a) > 0 et
f(b) =0donc f(ta+ (1 —1t)b) =0<tf(a) =tf(a)+ (1 —t)f(b). On a montré que f est convexe par la
définition 9.48.

Lorsqu’on considere des fonctions dérivables sur un intervalle, il se trouve que 'on peut caractériser la
convexité. C’est 'objet de la

Proposition 9.51. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — R une fonction dérivable.
On a les équivalences suivantes.
1. La fonction f est (strictement) convexe si et seulement si la dérivée f' est (strictement) croissante.

2. La fonction f est (strictement) concave si et seulement si la dérivée f' est (strictement)décroissante.

Preuve : Montrons d’abord 1 dans le cas convexe.
=) : On suppose f convexe. Soit a < b dans I. On montre que f'(a) < f'(b). Pour ¢ €]a; b, on a, par
(9.64) pour (z;y;2) = (a;¢;b),

fle) = f(a)

c—a - —a —cC
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Comme f est dérivable, on a, grace aux propositions 4.21 et 4.36, en passant a la limite ¢ — a dans
I'inégalité de gauche et a la limite ¢ — b dans I'inégalité de droite, on obtient

f(0) = f(a)

. S ).

f'la) <

On a montré la croissance de f'.
<) : On suppose f’ croissante. Soit a < b dans I. Soit ¢ €]0;1[ et ¢ = ta + (1 — ¢)b. Par le théoréme des
accroissements finis (cf. théoréme 6.14), il existe d_ €]a; c[ et d1 €]c; b tels que

O I _ iy o SO

c—a b—c

= f'(d4).
Comme f’ est croissante et d_ < d, on en déduit que

f©) = f@) _ )= )

c—a - b—c

Comme c—a=(1—t)(b—a)>0et b—c=1tb—a)>0, on obtient par multiplication,

t-(fle) = fla)) < (1=1)- (f(b) — f(c))

soit f(c) <tf(a)+ (1 —1t)f(b). On a montré (9.63), c’est-a-dire que f est convexe. Cela termine la preuve
de 1 dans le cas convexe. En reprenant cette preuve et en remplagant de maniére appropriée des inégalités
larges par des inégalités strictes, on obtient la preuve de 1 dans le cas strictement convexe.

Comme (—f)" = —f’ (cf. proposition 6.8), on a d’apres 1 dans le cas convexe : f est concave si et seulement
si —f est convexe si et seulement si (—f)’ est croissante si et seulement si f est décroissante. Ceci donne
2 dans le cas concave. Par le méme argument, en partant de 1 dans le cas strictement convexe, on obtient
2 dans le cas strictement concave. O

Remarque 9.52. Lorsque [ : I — R est deuz fois dérivable, il suffit de vérifier que [ est positive pour
montrer que f est convexe. Cela résulte de la proposition 9.51 et du corollaire 6.15 (appliqué a f').

Une autre propriété remarquable des fonctions convexes dérivables sur un intervalle est le fait qu’un
point d’annulation de la dérivée est automatiquement un minimum global. C’est une réciproque de la
proposition 6.11 pour ce type de fonctions.

Proposition 9.53. Soit I un intervalle non réduit a un point de R, f : I — R une fonction dérivable et
xo € I tel que f'(x0) = 0.

1. Si f est convexe alors o un minimum global de f.

2. Si f est concave alors xg un mazimum global de f.

Les notions de mazimum global et minimum global sont introduite dans la définition 6.10.

Preuve : On suppose f convexe. D’apres la proposition 9.51, f est croissante.

Premier cas : I est un voisinage de xg. Alors f’ est négative sur ensemble non vide IN] — oo; zg[ et f’
est positive sur I’ensemble non vide INJxg; +o0o[. Par le corollaire 6.15, f est décroissante sur IN] — co; ]
et f est croissante sur I N [zo;+oo[. Donc f(z) minore f(I).

Deuxiéme cas : xg = sup I. L’ensemble IN|xg; +oo] est vide. Comme [’ croit, f’ est négative sur 'ensemble
non vide IN| — oo; 2g[. Par le corollaire 6.15, f est décroissante sur IN] — oo; 29] = I. Donc f(z() minore
7(1)

Troisiéme cas : xg = inf I. L’ensemble IN] —o00; o[ est vide. Comme f' croit, f’ est positive sur I’ensemble
non vide INJxg; +ool. Par le corollaire 6.15, f est croissante sur I N [xg; +o0o[= I. Donc f(zp) minore f(I).
On a montré 1.

On suppose f concave donc, par la définition 9.48, —f est convexe. Comme (—f) (xg) = —f'(zo) = 0,
—f(zo) minore {—f(z);x € I}, par le 1. Donc f(z¢) majore {f(x);xz € I} = f(I). On a montré 2. O

Donnons une conséquence de ce résultat.
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Proposition 9.54. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f: I — R une fonction dérivable.

1. Si f est convexe alors, pour tout xg € I, f est au-dessus de sa tangente en xq, i.e.
Veel, f(x) > flzo) + f'(20) - (x — o). (9.71)
2. Si f est concave alors , pour tout xog € I, f est au-dessous de sa tangente en xq, i.e.

Veel, f(x) < f(xo) + f'(z0)- (x—z0). (9.72)

Preuve : Soit zg € I et g : I — R définie par g(z) = f(z) — f(zo) — f'(x0)(x — x0), pour z € I. On
a g(xg) = 0. Par les propositions 6.5 et 6.8, g est dérivable et, pour = € I, ¢’(x) = f'(x) — f'(x0). En
particulier, ¢'(z¢) = 0.

Si f est convexe alors f’ est croissante, par la proposition 9.51. Donc ¢’ est aussi croissante. Par cette
méme proposition 9.51, g est convexe. Comme ¢'(x¢) = 0, g est minimale en xq, par la proposition 9.53.
Done, pour z € I, 0 = g(xp) < g(x), ce qui donne (9.71).

Si f est concave alors f’ est décroissante, par la proposition 9.51. Donc ¢’ est aussi décroissante. Par cette
méme proposition 9.51, g est concave. Comme ¢'(z¢) = 0, g est maximale en xg, par la proposition 9.53.
Donc, pour z € I, 0 = g(z9) > g(z), ce qui donne (9.72). O

Remarque 9.55. Dans le cadre de la proposition 9.54, si l’on suppose la fonction f strictement convexe,
on peut adapter la preuve précédente pour montrer que, pour xo € I, sauf au point (zo; f(zo)), [ est
strictement au-dessus de sa tangente en xo. Lorsque [ est supposée strictement concave, on obtient de
méme que, pour xo € I, sauf au point (xo; f(x0)), [ est strictement au-dessous de sa tangente en xg.

Pour terminer cette partie, donnons une application de la convexité.

Pour o € R™, on a introduit, dans la définition 8.17, la fonction bijective P, : RT* — R** donnée par,
pour x > 0, P,(z) = exp(aln(x)), qui se prolonge par continuité en 0 (cf. proposition 8.18). On note par
P, ce prolongement.

Proposition 9.56. Soit (p;q) € [1;+00[? tel que (1/p)+ (1/q) =1. On a

V(x;y) € (RY)?, §+g > Pryp() Prygly) s (9.73)

P, P,

AORRAD
p q

Remarque 9.57. Dans le cadre de cette proposition 9.56, lorsque p = q¢ = 2, (9.74) redonne l'inégalité

bien connue suivante : u® + v? > 2uv, puisque c’est aussi une conséquence de l'inégalité (u —v)? > 0.

Y(u;v) € (RT)?, > u-v. (9.74)

Preuve de la proposition 9.56 : On montre d’abord que le logarithme népérien In est concave. Par la
proposition 8.11, In est dérivable et sa dérivée est décroissante. Par la proposition 9.51, In est concave.
Par la définition 9.48, on a, pour 0 < a < b, pour t €]0; 1],

In(ta + (1—1t)b) > tln(a) + (1 —t)Inb. (9.75)

On remarque que 'inégalité dans (9.73) est vraie si x = 0 ou y = 0 car le membre de droite est nul et
z/p>0ety/qg>0.
Soit y > x > 0. D’apres (9.75) avec t = 1/p (donc 1 — ¢t =1/q), a = x et b =y, on obtient

In(tz + (1—t)y) > tn(z) + (1 —¢)Iny

et, en utilisant la croissance de ’exponentielle et exp oln = Idg+- (cf. proposition 8.8 et définition 8.10),
on obtient I'inégalité dans (9.73) lorsque y > x > 0. Lorsque = > y > 0, on obtient de méme, en utilisant
(9.75) avec t = 1/q (donc 1 — ¢ = 1/p), a = y et b = x, 'inégalité dans (9.73) lorsque z > y > 0. Comme
la fonction P/, est continue, on peut passer a la limite y — = dans cette inégalité (cf. proposition 4.36)
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et obtenir I'inégalité dans (9.73) lorsque z = y > 0. On a donc montré (9.73).

On remarque que l'inégalité dans (9.74) est vraie si u = 0 ou v = 0 car le membre de droite est nul et
P,(u)/p>0et Py(v)/q > 0.

Soit (u;v) € (RT*)2. Comme Py, 0 P, = Idg+« = Py, 0 Py (cf. proposition 8.18), on déduit de (9.73)
pour x = P,(u) et y = P,(v), 'inégalité dans (9.74) pour u et v non nuls. On a montré (9.74). O

9.7 Construction de I’exponentielle complexe.

On donne ici une construction de la fonction exponentielle basée sur la notion de suite de Cauchy (cf.
définition 3.62 dans le paragraphe 3.8). On montre ensuite certaines propriétés de la fonction obtenue.
On termine par la donnée d’une formule pour ’argument principal d’un nombre complexe non nul.

Pour z € C, on considere la suite s = (sy)nen définie par, pour N € N,

o= 32 (9.76)

Par la proposition 9.10, (n!),en est & valeurs dans N* donc s est bien définie. On va montrer que s est
convergente dans C. Pour ce faire, il suffit de montrer que s est une suite de Cauchy (cf. théoréeme 3.65).
On rappelle que, pour z € C, la suite (2™),en est définie dans la définition 3.13.

Lemme 9.58. Pour z € C, on considére la suite complexe u = (un)nen définie par, pour n € N,

En notant par E la fonction partie entiére (cf. proposition 9.8), la suite réelle |u| est décroissante & partir
du rang E(|z]) et converge vers 0.

Preuve : Soit p = E(|z|) € Z. D’aprés la proposition 9.8, on a p > |z| — 1 et, comme |z| > 0, p € N. Pour
n € [p;+oof, on a
‘Z|n+1

] = _
e (n+1)! nl (n+1)

|2
(n+1)

= |unl- < un|
carn+1>p+12>|z]. On a montré que |u| est décroissante a partir du rang p.
Comme la suite |u| est positive, elle est minorée par 0. Par les propositions 3.51 et 3.35, elle converge vers
un réel £. Comme (|t 41|)nen est une sous-suite de |ul, elle converge aussi vers ¢ (cf. proposition 3.55).
Comme, pour tout n € N,

&l
(n+1)

et comme lim1/(n+ 1) =0, on a, par les opérations sur les limites (cf. proposition 3.46), ¢ =¢-0=10. O

[Uny1] = |un|-

On va utiliser la suite (27"),en. On a vu au paragraphe 3.3.3 que la suite (2"),en est une extractrice
donc elle diverge vers +oo, par la proposition 3.54. Par inversion (cf. proposition 3.49), on en déduit que
la suite (27™)pen converge vers 0.

Proposition 9.59. Soit z € C. La suite s définie par (9.76) est de Cauchy.
Par le théoréme 3.65, elle converge donc dans C.

Preuve : Soit z € C. On introduit la suite u du lemme 9.58. Comme la suite |u| est convergente, d’apres le
lemme 9.58, elle est bornée, d’apres la proposition 3.48. Soit C, > 0 un majorant de |u|. Si ’on remplace
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z par 2z dans la définition de w, la nouvelle suite |u| est majorée par Cy, > 0.
Pour N € N et p € N*, on a, par la proposition 3.9,

N P N+p N N n N+p m
S D DD Dl D=l Dl
n=0 n=N-+1 n=0 n=N+1
donc
N+p N+p N+p N+p
2| L) 1 1
5N+p_sN’§ Z F: Z 27 ol < Z 27'02z202z' Z 27
n=N+1 n=N+1 n=N+1 n=N+1
Par la proposition 3.9, on a
LSS = S S U S N U B S SR
Z on ZQNH'QTc - 2N+1'227 T 9N+l 1 _ 1 = 9N
n=N+1 k=0 k=0 2
en utilisant (3.20) avec a = (1/2) # 1. Donc, pour tout N € N et tout p € N*,
C
’SN+p — SN’ S 2NZ . (977)

On remarque que (9.77) est encore vraie pour p =0 et N € N.
On montre maintenant que s est de Cauchy en utilisant la proposition 3.63. Soit ¢ > 0. Comme la suite
(2=M)nen tend vers 0, il existe N € N tel que, pour N > N,

0< = < £
- 2N Co,
Pour N € N avec N > Ny et p € N, on a donc, par (9.77), |sny+p — sn| < €. On a montré que s est une
suite de Cauchy. O

On est maintenant en mesure de définir 'exponentielle complexe.

Définition 9.60. L ’application exp : C — C définie par, pour z € C,

N n

. z
exp(z) = Nl_lg_loo Z por)

est appelée fonction exponentielle complexe. Pour z € C, on note aussi e® := exp(z).

Avec une telle définition, il est difficile de déterminer explicitement ’exponentielle d’un nombre complexe,
méme de 1 ou de 2. Il y a, cependant, un cas particulier simple, celui de 0. En effet, si z = 0, la suite s
est constante égale & 1. Elle converge donc vers 1. Donc exp(0) = 1.

On va maintenant donner des propriétés de I’exponentielle. On a besoin d’une précision. Pour a € C, on
a défini la suite (a™),en par récurrence (cf. définition 3.13). Pour a # 0, on sait, par la proposition 3.14,
que cette suite ne s’annule pas. On peut donc poser, pour n € N, ¢~ := 1/a™.

Proposition 9.61. Soit U := {z € C;|z| = 1}. On a les propriétés suivantes :

VzeC, exp(z) = exp(?) , (9.78)

Y (21522) € C?,  exp(z1 +22) = exp(z1) - exp(22) , (9.79)
VzeC, exp(z) # 0 et ex;(z) = exp(—2), (9.80)
VzeC, VpeZ, exp(p-z) = (exp(z))p , (9.81)
VreR, exp(z) € RT™, (9.82)

Ve eR, exp(iz) €eU. (9.83)
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Preuve : Soit z € C. En utilisant (3.13) puis (9.11), on a, pour tout N € N,

N

exp(z) — Z %7:

n=0

oo - 32 -

n=0

Y

exp(z) — Z i)'n

n=0

Par définition de exp(z), le membre de droite tend vers 0 quand N tend vers +oo (cf. proposition 3.45)
donc le membre de gauche tend aussi vers 0 ce qui donne (toujours par la proposition 3.45),
=~ (3"

exp(z) = lim Z = exp(z) .

N—+o0 n!
n=0

On a montré (9.78).
On remarque que, si x € RT, la suite s avec z remplacé par z est une suite réelle croissante de premier
terme 1 donc, par la proposition 3.51,

N n N n
T T
R = 1 — = — N > 1. .84
> exp(x) yhm > sup{nzo T Ve N} > (9.84)
Soit (21;22) € C2. On considere la suite d = (dy ) yen définie par, pour N € N,
2N N N
_ (21 +22)" 27 23
dv =Y ——— (X)X
n=0 n=0 n=0

La suite

n=0 n=0

2N n N "
( E (Z1+|22)> est une sous-suite de la suite ( E M)
n! n!
NeN NeN

et cette derniere converge vers exp(z1 + 22). Par la proposition 3.55, la premiére suite converge aussi vers
exp(z1 + 22). Par les opérations sur les limites (cf. proposition 3.46), d converge vers

exp(z1 + 22) — exp(z1) - exp(z2) .

Pour montrer (9.79), il suffit de montrer que d converge aussi vers 0.
On pose, pour (p; q) € [0;2N]?,

Pour N € N, on a, d’apres la proposition 3.9,

N o N o N N P 0 N N
o)) Tl G T A
n=0 n=0 p=0 ¢=0 (p) (q) p=0

=
Pour N € N, on a, par la formule du bindéme (cf. (9.35)) et la proposition 3.9,

2N (21 + 22)" 2N n n—hk
> o :Zn, ch 2 z;’*kzzz:—) ZZAknk
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0 k=0

I
] =

n 2N n—N-1

ZAk;nfkr + Z ( Z Akn kt+ Z Akn k+ Z Akn k:)
k=0

>

n=0 n=N+1 k=n—N k=N+1
N 2N
= E Ak:;nsz + § § Ak;nfkr
n=0 k=0 n=N+1 k=n—N
2N n—N-—1
E E Apin—k + E Apin—i | -
n=N+1 k=N+1
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Pour (p;q) € [[O;N]]Q, le terme A, est égal & Ay, pour k =pet g=n—k,doncpour 0 <k <n<N
sip+g<Netpour N+1<n<2Netn—-N<EkE<Nsip+qg>N.

Réciproquement, le terme Ag,,_g, pour 0 < k < n < N, est égal au terme A, pour p =k € [0; N] et
g=n—k € [0;N] et le terme Ay,p—k, pour N+1<n<2Netn—N<k<N, est égal au terme A4,,,
pour p=Fk € [0; N] et ¢ =n — k € [0; N].

On a donc

N N N n 2N N

Z AIJ;Q = Z Z Ak;n—k + Z Z Ak;n—k

p=0 ¢=0 n=0 k=0 n=N+1 k=n—N
et

2N n—N-—1 n
dy = Z ( Z Ak;nfk + Z Ak;nk) .
n=N+1 \ k=0 k=N+1

Par (3.14), la proposition 9.13 et le lemme 9.58, on a, pour N > max(E(|z1]); E(|22])),

2N n—N-—1 n
ldn| < Z <Z | Akin—i| + Z ‘Ak;nk|>

n=N+1 k=0 k=N+1

2N n— —1 n
|zl|k |22|” b 21" - |z * )
< - =
P2y ( S B (TR I DR TITR (e
2N n— —1 .
- Z < |2’1|k |22|N+1 . Z |Z1|N+1 |Z |L k )
n=N+1 =0 N+1 k=N+1 (N +1)! ((n—k)')
N n— N _
< 5 (B e s )
- | | _ |
o N +1)! 70 E! (N +1)! et (n—k)!
n— N 1 n—N-—1
_ <|Z2N+1 TN w)
- | | |
W AN g (N+1)! &~

D’apres (9.84) avec © = |z1], (9.84) avec z = |z2| et (3.15), on a, pour N > max(E(|z1]); E(|22])),

2N
|Z2|N+1 |21‘N+1
il = > (Gl ewtah + el
n=N+1 ' :

|22|N+1 |21‘N+1
<N- N+ -exp(|z1]) + N - N+ -exp(|z2])
22| N
=N |z2| - exp(|z1]) + NI |z1| - exp(|22]) -

Par le lemme 9.58, les suites (|22|™ /(N!))nen et |21V /(N!)) nen tendent vers 0 quand N tend vers +oo.
Par le théoreme des gendarmes (cf. proposition 3.45), on déduit des inégalités précédentes que la suite d
tend vers 0.

On a montré (9.79).

Soit z € C. D’apres (9.79) avec 21 = z et 20 = —z, on a 1 = exp(0) = exp(z + (—2)) = exp(z) - exp(—2z).
Comme ce produit est non nul, chaque facteur est non nul donc exp(z) # 0. De plus, exp(—z) est I'inverse
de exp(z).
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On a montré (9.80).
Soit z € C. Pour n € N, soit P(n) = (exp(nz) = (exp(z))").
Comme exp(0 - z) = exp(0) = 1 = (exp(z))?, P(0) est vraie.
Supposons P(n) vraie pour un n € N. On a, par (9.79) et 'hypothese de récurrence,

exp((n+1)-z) = exp(nz + z) = exp(nz) - exp(z) = (exp(z))n - exp(z) = (exp(z))"+1.
Donc P(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(n) est vraie
pour tout n € N. Cela montre (9.81) lorsque p € N.
Pour p € Z—, n:= |p| € N. Pour z € C, on a donc exp(nz) = (exp(z))". Par définition,

1 1

(exp(Z)) = (exp(z))n = p = exp(—nz) = exp(pz),

d’apres P(n) puis (9.80).

On a montré (9.81).

Pour x € RT, on a, par (9.84), exp(xz) € R™. Pour z € R™, —x € R donc exp(—z) € R*T*. Comme
exp(z) = 1/ exp(—x), on a aussi exp(x) € RT*.

On a montré (9.82).

Soit € R. On a, d’apres (9.78) et (9.79),

|exp(z'm)’2 = exp(iz) - exp(iz) = exp(iz) -exp(iz) = exp(—iz)-exp(iz) = exp(0) = 1.
Donc le module de exp(iz) est v/1 = 1 (cf. définition 9.11), c’est-a-dire exp(iz) € U.
On a montré (9.83). O
On montre maintenant une propriété de dérivabilité.

Proposition 9.62. Soit a € C et f : R — C définie par, pour t € R, f(t) = exp(at). La fonction f est
de classe C* sur R et sa dérivée f' : R — C est donnée par, pour t € R, f'(t) = aexp(at).

Preuve : On montre d’abord que f est dérivable en 0.
Pour N € Navec N > 2 et h € R avec |h] < 1, on a, par la proposition 3.9,

N

N N N
(ah)? B (ah)” o™ - || o™ - |h)?
S e s L s R s R
n=0 n=2 n=2 n=2
Y o X Jaf?
SWY Sp S ) T = el (9.85)

d’aprés (9.84). Comme la suite

N
h n
(Z h)™ ah)
n!
NeN
tend vers exp(ah) — 1 — ah, quand N tend vers +oo, la suite

( ).

tend vers | exp(ah) — 1 — ah|, par la proposition 3.45. Par passage a la limite N — 400 dans les inégalités
(9.85) (cf. proposition 3.48), on obtient

N

Z (ah)" —1—ah

n!

n=0

lexp(ah) —1—ah| < h*-exp(|al).

Soit i : R — C définie par n(0) = 0 et, pour h # 0, n(h) = (exp(ah) — 1 — ah)h~t. On a donc, pour
0 < |h| <1, |n(h)|] < hexp(Ja]). Comme }llirrbhexp(\od) = 0, on en déduit, par le théoréme des gendarmes
—
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(cf. proposition 3.45), que }llin%) n(h) = 0.
—
De plus, comme 1 = exp(0) = f(0), on a, pour h € R, f(h) = f(0) + ah + hn(h). Par la proposition 6.1,
on a montré que f est dérivable en 0 de nombre dérivé a.
Soit ¢ € R. On montre que f est dérivable en t. Pour h € R*, on a, d’apres (9.79),

ft+h) = exp(a(t+h)) = exp(at)-exp(ah) = f(t)-exp(ah)
= f(t) + - f(t)-h + hf(t)-n(h).

Comme }lLin% n(h) =0,on a }lLin% f(@)n(h) = 0 par la proposition 4.32, donc f est dérivable en ¢ de nombre
— —

dérivé af(t), d’apres la proposition 6.1. O

Pour compléter les propriétés précédentes de I’exponentielle complexe, on fait une étude plus précise de
la fonction f de la proposition 9.62 pour o = .

Proposition 9.63. Soit ¢ : R — U donnée par ¢(t) = exp(it). La fonction ¢ est surjective. L’ensemble
B = {t > 0; Sp(t) = 0} est non vide et T := 2inf B > 0. L’image réciproque ¢~ ({1}) du singleton {1}
par o est donnée par o1 ({1}) =TZ = {T - k; k € Z}. En particulier, on a

V(z1,22) €R?, (p(z1) = @(22)) <= (21 —22 € TZ) . (9.86)
L’application ¢ est T-périodique i.e.
VeeR, ole+T) = o).

On ap(0)=1, p(T/4) =1, o(T/2) = —1 et ¢(3T/4) = —i. Enfin, ¢ est bijective de | —T/2;T/2] surU.

Il se trouve que le T" donné par cette proposition 9.63 est en fait égal a 27, comme on le verra dans la
proposition 9.66 ci-dessous.

Pour préparer la preuve de cette proposition 9.63, on procede d’abord par une étude des parties réelle et
imaginaire de la fonction .

Lemme 9.64. Les fonctions Rp : R — [~1;1] et Sp : R — [~1;1] sont de classe C* sur R. Leurs
dérivées sont données par (Rp)' = =S¢ et (S¢) = Re. De plus, e est une fonction paire et Sp est
une fonction impaire. Pour tout x € R, on a (Rp(z))? + (Sp(z))? = 1.

L’ensemble B = {t > 0; Sp(t) = 0} est non vide. On pose b = inf B.

La fonction Sy est strictement positive sur ]0;b[. On a Sp(0) = Sp(b) = Sp(2b) = 0. Elle est strictement
négative sur |b; 2b|[. Elle est strictement croissante sur [0;b/2] et sur [3b/2;2b], et strictement décroissante
sur [b/2;3b/2].

La fonction Ry est strictement décroissante sur [0;b] et strictement croissante sur [b; 2b]. On a Rep(0) =
R (2b) =1 et Rp(b) = —1. Elle est strictement positive sur [0;b/2] et sur |3b/2;2b]. Elle est strictement
négative sur |b; 3b/2].

En particulier, on a ¢(0) =1, ¢(b/2) =i, ¢(b) = —1 et p(3b/2) = —i.

Preuve : Tout d’abord, ¢ est & valeurs dans U, d’apres (9.83). Donc, par (2.7), Rp et Sy sont & valeurs
dans [—1;1]. De plus, pour 7 € R, 1 = |p(z)]? = (Re(z))? + (Se(x))%
Pour tout = € R, on a, par (9.78),

p(—z) = exp(—iz) = exp(ix) = exp(iz) = ¢(z)

donc Rp(—2x) = Rp(x) = et Jp(—x) = —Jp(x). Donc RNy est paire et Iy est impaire.

La fonction conjuguée de ¢ est la fonction @ : R — U qui, & t € R, associe p(t) = exp(—it), d’apres
(9.78). Par la proposition 9.62, on sait que ¢ et @ sont de classe C! sur R, donc aussi continues (cf.
proposition 6.20). Par les propositions 6.18 et 6.20, il en est de méme des parties réelle fp et imaginaire
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S de ¢, puisque Ry = (¢ +9)/2 et S = (¢ — P)/(20).
De plus, toujours par la proposition 9.62, on a ¢’ = ip, ' = —ip donc, par la proposition 6.8,

/ — N
(8?90)/:%0—’_('0 :z'~('0 (pz—%go et

= —
: : SEEES SRFES

27 21

Comme ¢(0) = exp(0) =1, on a Np(0) =1 et Jp(0) = 0. Comme Ry est continue, il existe un voisinage
Vo de 0 tel que Rp > (1/2) sur Vy (cf. proposition 4.36). Sur Vg, Sy est strictement croissante (cf. corol-
laire 6.15). En particulier, S¢ > 0 sur VpN]0; +o00].

Supposons que S > 0 sur |0; +o00[. Par le corollaire 6.15, R est strictement décroissante sur ]0; 4+o0[.
Par la proposition 4.38, ¢ = tiigloo R existe dans R.

a). Premier cas : £ > 0. Alors R¢ > 0 sur ]0;+oo[ (cf. proposition 7.4), donc Sy est strictement
croissante sur |0; +o0o[ (cf. corollaire 6.15) et donc strictement positive sur ]0; +o0o[. Soit to > 0.
On a Sp(tg) > Sp(0) = 0. Par le théoreme des accroissements finis (cf. théoréme 6.14), on
a, pour t > tg, 'existence d'un ¢ €]tg;t[ tel que Ro(t) = Ro(tg) — Se(c)(t — to) < Re(to) —
Sp(to)(t —tg). Comme tLieroo Rp(to) — S(to)(t —tg) = —o0, on a, par le théoréme des gendarmes

(cf. proposition 4.36), . li+m Rp(t) = —oo # L. Contradiction avec I'unicité de la limite en o0 de
)

R (cf. proposition 4.11).

b). Second cas : £ < 0. Par la proposition 4.38, £ = inf(Ry|j0;4o0[) €t, comme Ry est minoré par —1,
£ > —1. Comme £/2 > ¢, £/2 ne minore pas ’ensemble Rp(]0; +00]). Il existe donc ¢; > 0 tel que
Rp(t1) < (£/2) < 0. Par le théoreme des accroissements finis (cf. théoreme 6.14), on a, pour ¢ > t1,
existence d’un ¢ €]tq; ¢[ tel que S (t) = Sp(t1) +Rp(c)(t —t1) < Sp(t1) +Re(t1)(t —t1), car Ry

est décroissante sur [t1; +oo[. Comme , lirll So(t1) + Reo(t)(t — t1) = —oco, on a, par le théoréme
—+o0

des gendarmes (cf. proposition 4.36), , ligl Sp(t) = —oo. Contradiction avec le fait que S est
—+o00

minotée par —1 (cf. proposition 4.36).

Dans tous les cas, on a obtenu une contradiction. Il existe donc t; > 0 tel que S¢(t;) < 0. Nécessairement,
t1 & V. Soit tg € VpN]0; +oo]. Comme Sp(ty) > 0, Sp(t1) < 0 et Sy est continue, il existe, par le
théoreme des valeurs intermédiaires (cf. théoréme 5.1), un to compris entre ¢y et ¢1 tel que Sp(ts) = 0.
Comme t5 > 0, I'ensemble B = {t > 0; Sp(t) = 0} est non vide et b = inf B est bien défini.

Comme ¢ > 0 sur VpN]0; +oo[, BN VpN]0; +oo[= . Comme V; est un voisinage de 0, il existe § > 0 tel
que | — d;0[C Vp donc |0; 6[C VoN]0; +o00[. En particulier, BN]0; §[= @. Donc, pour tout ¢ €]0; §[, ¢ minore
B. Donc b >4 > 0.

Comme b = inf B, il existe, par la proposition 3.50, une suite u = (u,)nen d’éléments de B telle que
limu = b. Comme S est continue, on a, par la proposition 4.15, lim Sp(u) = S(b). Comme, pour tout
n € N, u, € B donc Sp(u,) = 0, on obtient Ip(b) = 0.

Si lon avait, pour un ¢ €]0;b[, S¢(t) < 0 et on aurait, comme Sp(d/2) > 0 et Iy est continue, un to
entre ¢ et §/2 tel que Sp(tz) = 0, par le le théoréme des valeurs intermédiaires (cf. théoreme 5.1). On
aurait donc t5 € B et to < b. Contradiction avec la définition de b.

On a donc, pour tout t €]0;b], S¢(t) > 0. En particulier, R est strictement décroissante sur [0;b]
(cf. corollaire 6.15). Comme Rp(0) = 1, Rp(b) < 1. Par ailleurs, comme ¢(b) € U et Sp((b) = 0,
Rp(b) € {—1;1}. On en déduit que Rp(b) = —1. Dot p(b) = —1.

Pour t €]b;2b[, t — b €]0; b et, comme @(t) = @((t —b) + b) = p(t — b)p(b) = —p(t — b) (cf. (9.79)), on
a donc Sp(t) = —Sp(t —b) < 0. Donc S¢ < 0 sur |b; 2b[ et, par le corollaire 6.15, Ry est strictement

croissante sur [b; 2b].

Comme ¢(b) = —1 et comme ¢(2b) = ((b))? par (9.79), on a p(2b) = 1. En particulier, Rp(2b) = 1 et
Sp(2b) = 0. Comme (b/2)? = (b) = —1, par (9.79), ¢(b/2) est solution de I’équation d’inconnue 2z € C
donnée par 22 = —1. Donc ¢(b/2) € {—i;i}. Comme Sy > 0 sur |0; b, on a nécessairement ¢(b/2) = i et,
en particulier, Rp(b/2) = 0 et Sp(b/2) = 1. Comme ¢(3b/2) = ©(b/2)p(b), par (9.79), on a ¢(3b/2) = —i
et, en particulier, ¢ (3b/2) = 0 et J¢(3b/2) = —1.

Comme R est strictement décroissante sur [0; b] et nulle en b/2, elle est strictement positive sur [0;b/2]
et strictement négative sur ]b/2;b]. Comme Ry est strictement croissante sur [b; 2b] et nulle en 3b/2, elle
est strictement négative sur [b; 3b/2[ et strictement positive sur |3b/2; 2b].
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Par le corollaire 6.15, on en déduit que Sy est strictement croissante sur [0;b/2] et [3b/2;2b], et est
strictement décroissante sur [b/2; 3b/2]. O

Preuve de la proposition 9.63 : Par le lemme 9.64, ¢ est bien a valeurs dans U, B est non vide et
T=2b>0.

Encore par le lemme 9.64, comme p(b) = —1 et comme, pour ¢ €]0;2b[\{b}, S¢(t) # 0, on a, pour tout
t €]0;2b[=]0; T'[, ¢(t) # 1. Cependant o(T') = ¢(2b) = Rp(2b) + iSp(20) = 1.

Pour x € R, on a, par (9.79), p(z +T) = p(x) - p(T) = w(x). Donc ¢ est T-périodique.

Toujours d’apres le lemme 9.64, on a ¢(0) = 1, (T/4) = ¢(b/2) =4, p(T/2) = o(b) = =1 et p(3T/4) =
©(3b/2) = —i.

Pour p € Z, on a, d’apres (9.81), ¢(pT) = (¢(T))? = 17 = 1. Donc TZ C ¢~ 1({1}).

Soit ¢ € TZ.Onax #0.Six >0, p(x) = ¢(|z]), et, si z <0, p(x) = o(—|z|) = 1/p(|z|), d’apres (9.80).
Par la propriété d’Archimede (cf. (1.4)), Uensemble D := {m € N; m > (|«|/T)} est non vide. Il admet
donc un minimum (cf. proposition 9.4), qui est strictement positif car 0 ¢ D. Soit n = min(D) —1 € N et
r:=|z| —nT. Comme n & D, nT < |z|. Comme n+ 1€ D et |z| € TZ, (n+ 1)T > |z|. Donc r €]0; T
De plus, ¢(|z|) = o(nT +r) = o(nT) - p(r) = (o(T))™ - o(r) = ¢(r), d’apres (9.79) et (9.81). Comme
r €]0; T[, p(r) # 1 donc ¢(|z]) # 1 et p(x) # 1. On a donc montré que (R\ TZ) C (R\ ¢~ 1({1})) donc,
par passage au complémentaire dans R, o~ ({1}) C TZ.

On a montré que TZ = ¢~ 1({1}).

Soit (z1;22) € R2. D’apres (9.79) et (9.80), on a p(z1 — x2) = ¢(21)/¢p(x2). Donc

olrr) = plrs) <= lr1—x29) =1 <<= x1—129 € @‘1({1}) — x1—10 €TZ.

On a montré (9.86).

Cela montre aussi que la restriction de ¢ & | — T/2;T/2] =] — b; b] est injective. En effet, si (x1,22) €
| —T/2;T/2)? vérifie p(x1) = ¢(z2) alors, par (9.86), il existe k € Z tel que x1 — 2 = kT. En particulier,
I'intervalle | — 1/2;1/2] contient l'entier (x1 — x3)/T = k. Comme cet intervalle ne contient qu'un seul
entier, par la proposition 9.7, et comme il contient 0, on a forcément k = 0 c’est-a-dire 1 = x5.

Il reste & montrer que ¢ est surjective et que la restriction de ¢ & | — T'/2;T/2] =] — b; b] est surjective.
On remarque que la seconde propriété implique la premiere.

Comme, par le lemme 9.64, Ry est strictement décroissante sur [0; b] et continue sur [0; b], Ry est bijective
de [0; b] sur Rp([0;b]), par la proposition 7.3. Par la proposition 7.4,

Ro([0;0]) = {Re(0);Re(b)} U }lilr)nﬂ?go; lién%%go{ = [Rp(b); Rp(0)] = [-1;1].

Soit zg € U. Par (2.7), R(z0) € [—1;1] = Rp([0;0]). 11 existe donc tg € [0;b] tel que Rp(ty) = R(z0).
Comme z € U et p(tg) €U, on a R(20)? + I(20)% = 1 et Rep(to)? + Sp(to)? = 1.
Si S(z0) > 0 alors, par (9.5),

S(z0) = VI = R(20)* = V1= Rep(to)? = Sep(to)

car Sp(tg) > 0. Dans ce cas, zg = ¢(to).

Si S(z9) < 0 alors I(Zg) > 0 et, d’aprés ce qui précede, il existe tg € [0;b] tel que Zg = ¢(tp). Donc
20 = @(to) = p(—tp), d’apres (9.78), avec —tg €] — b;0].

On a montré que zp € ¢(] — b;b]). Comme ceci est valable pour tout zg € U, U C (] — b;b]). Comme
©(] = b;b]) C p(R) et comme ¢ est & valeurs dans U, on a p(] —b;b]) C p(R) C U. On a donc ¢(] —b; b]) =
©(R) = U et, par la proposition 9.2, la restriction de ¢ & | — b;b] =] — T'/2; T/2] est surjective. O

Pour identifier le T' de la proposition 9.63 a 27, on a besoin de définir la longueur du cercle U. Pour ce
faire, on introduit la notion de ligne brisée portée par U.

Définition 9.65. Soit T' le réel strictement positif introduit dans la proposition 9.63.
Pour n € N*, on appelle subdivision de | —T/2;T/2] de taille n toute application strictement croissante
o:[I;n] —] —T/2;T/2]. Soit S,, U'ensemble de telles subdivisions de taille n et

S={J&

neN
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lensemble de toutes les subdivisions de | — T /2;T/2].
Pour n € N* et 0 € S,,, on appelle ligne brisée portée par U & n morceauxr de subdivision o la famille
b = (exp(ioj))jei;n] de points de U. Pour une telle famille b, en posant 0,41 := o1 + T, le morceau
d’incide j, avec j € [1;n], de b est le segment compleze reliant exp(ic;) & exp(icji1). La longueur de ce
segment est

|e“’j+1 — ewj| > 0.

La longueur d’une ligne brisée portée par U a n morceauzr de subdivision o € S, est, par définition, la
somme des longueurs de ces morceauz c’est-a-dire

n
L(o) := Z‘ewﬂ'“ - ei"j| > 0.
j=1

On définit la longueur L de U par L :=sup{L(c); 0 € S} € (RT U {+cc}).

Proposition 9.66. Le réel T', introduit dans la proposition 9.63, est égal da la longueur L de U.

D’apres la définition usuelle du nombre 7, 27 est égal au périmetre du cercle de centre 0 et de rayon 1,
c’est-a~dire a la longueur de Y. On a donc montré que T = 27.
Pour préparer la preuve de la proposition 9.66, on établit le résultat suivant.

Lemme 9.67. Pour toutt € R, on a |’ — 1| < [t|.

Preuve : Soit f : R — R définie par, pour t € R, f(t) = (t2/2) + cos(t). Comme cos et la fonction
polynémiale ¢ + t2/2 sont de classe C! (cf. lemme 9.64 et proposition 6.22), f est de classe C*, par la
proposition 6.20. De plus, pour t € R, f'(t) = t —sin(t). Comme sin et la fonction polynémiale ¢ — ¢ sont
de classe C! (cf. lemme 9.64 et proposition 6.22), f’ est dérivable et, pour t € R, f”(t) = 1 — cos(t) > 0,
d’apres le lemme 9.64 et la proposition 6.22. Par le corollaire 6.15, f’ est donc croissante. Comme f’(0) = 0,
f! est négative sur R~ et positive sur RT. De nouveau par le corollaire 6.15, f est donc décroissante sur
R~ et croissante sur RT. f est donc minorée par f(0) = 1.

Pour ¢t € R, on a, par (9.78) et la définition de cosinus,

et =1

= (e" —1)-(e7" — 1) = 2 — 2cos(t)

donc

2~ Jeit — 1]

= 12 4 2cos(t) — 2 = 2f(t) —2 > 0,

puisque f est minorée par 1. Comme |¢| et |e! — 1| sont positifs, on a, par la définition 9.11,

] = V2 > yflet — 1" = |e* — 1

ce qui donne le résultat cherché. O

)

Preuve de la proposition 9.66 : Soit A := {L(c); 0 € S}. Soit 0 € S. Il existe n € N* tel que 0 € S,,.
Par (9.79) et (9.80), on a

L(O’) _ Z}eiaj| . |ei(0'j+1_0'j) _ 1| — Z|ei(‘71+1—‘7j) — 1. (987)
j=1 j=1

D’apres (3.14) et le lemme 9.67, on déduit de (9.87) que

n

L(o) <Y lojyi—o5] = > (0511 —0y).
j=1

j=1
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Or, d’apres la proposition 3.9, on a

n n+1
(Jj+170j) = E Oj+1 — E gj = E O — gj
j=1 j k=2

j=1 7=1

3

n

Jj=1

n n
:O-n+1+<2 O'k>_ E o;j| —o1 = opy1 —o1 = T.
k=2 =2

D’ott L(o) < T. Ceci étant vrai pour tout o € S, T majore A donc sup A < T'. Pour p € N*, on considére
la subdivision o : [1;p] —] — T/2;T/2] de | — T/2;T/2] de taille p définie par, pour j € [1;p],
T T
P

On considere la suite u = (L(a(p)))peN* d’éléments de A. Pour p € N*, on a, d’apres (9.87),

P i(o® (») P ;T ;T
wy = S |eR=") _q) = S F — 1] = pe|iF -1
=1

Jj=1

d’aprés (3.15). Par la proposition 9.62, la fonction ¢ : R 3 ¢ — exp(it) est dérivable en 0 de nombre
dérivé ip(0) =i donc
et — 1
lim = 1.
t—0 t

Comme lim T/p =0, on a, par la proposition 4.15,
p——+o0

donc, par la proposition 3.46,
. i L i )
pginoop (e P 1) = 4T.
D’oty, en utilisant (3.35), on obtient

lim w, = [iT| = T.

p——+oo

Par la proposition 3.50, le majorant T' de A est en fait la borne supérieure de A. Par la définition 9.65,
onadonc L="T. g
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9.7 Construction de 'exponentielle complexe.
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