Analyse complexe, L3M (S5). Exercices. 2025-2026.

Conséquences du théoreme de Goursat.

Exercice 72. : Soit f : C — C définie par f(z) = zexp(2?).

1. Montrer que f est holomorphe sur C.

2. Soit z € C et y:[0;1] — C donné par 7.(t) = tz. Montrer que

B exp(zQ)—l
/72 flw)dw = —

Vérifier que
C>z / f(w) dw
V2

est bien une primitive de f.

Exercice 73. : Soit f : C* — C la fonction donnée par f(z) = 1/z. Pour z € (C\ R"),
soit 7, la concaténation de vy, et de la partie du chemin Ct Yo;|z| allant de |z| & z. Soit
Fy, Fy : C\ Rt — C définies par

d d
Re) = [ Y o B :/ dw
qﬂfl;z

%w w

1. Vérifier que F} est une primitive de f sur C\ R™.
2. La fonction F} est-elle une détermination du logarithme sur C \ Rt ?

3. Montrer que Fy = Logy.

Exercice 74. : Soit f : C — C définie par, pour z € C*, f(z) = (e*—1)/z et par f(0) = 1.

1. Montrer que f est analytique sur C.

2. Montrer que, pour tout R > 0,

R et —1 T )
/ dt = —i / eBexp(@) 49 4 g .
_r t 0

3. Montrer que




4. En déduire que la limite

R _t
—1
lim eR/ € dt
0

R—+o00 t

existe. La déterminer.

Exercice 75. : Calcul d’indice.
Soit 7y : [a;b] — C (a < b) un chemin fermé et z € (C\ v([a;b])). D’apres l'exercice 47
ou l'exercice 15, on a

p = inf{|z — y(t)|; t €la;b]} > 0.

On suppose qu’il existe une demi-droite D issue de z, i.e. D = z + ¢R*, pour un 0 €
] — m; 7], telle que I'image réciproque v~!(D) de D par 7 est un ensemble vide ou discret
ne contenant pas y(a) = v(b). Comme [a; b] est compact, v~*(D), qui est inclus dans [a; ],
est forcément un ensemble fini.
Pour t € [a;b], soit y(t) la seconde composante de (¢) dans le repere (z;e?;ie®).
On donne ici une formule pour calculer l'indice Ind(v;z) de z par rapport a 7, qui est
défini par

Ind(y;2) := =S dw

2 y W — 2

1. On suppose v~ !(D) vide. Montrer que Ind(v; z) = 0.
(Indication : on pourra utiliser 'exercice 59.)

2. Soit tg € v H(D).

a). Montrer qu'il existe dy > 0 tel que Jtg — do; to + do[ Ny (D) = {to}-
b). Montrer que I'un des quatre cas suivants se produit :

C1. Pour tout ¢ € ]tg — do; to + do[\{to}, y(t) > 0.
C2. Pour tout ¢ €|ty — do; to + do[\{to}, y(t) <O.
C3. Pour tout t € |ty — do; to[, y(t) > 0 et, pour tout t € |ty; o + do[, y(t) < 0.
C4. Pour tout t €]ty — do; to[, y(t) < 0 et, pour tout t € |to;to + do[, y(t) > 0.

c¢). Montrer que, dans les cas C1 et C2, on a
611)131 (Argo(v(to +6) — 2z) — Argg(y(to —8) — 2)) = 0.

d). Montrer que, dans le cas C3, on a

611)1%1+ Argo(y(to+96) — 2) = 0 + 27 et élir& Argo(y(to —0) — 2z) = 0.

e). Montrer que, dans le cas C4, on a

6lir£1+ Argo(y(to+0) — 2z) = 0 et lim Argg(y(to—0) — z) = 6 + 2m.

0—0t



3. Soit & l'ensemble des t € y~1(D) pour lesquels le cas C1 ou le cas C2 se produit. Soit

E_ Tensemble des t € v~ 1(D) pour lesquels le cas C3 se produit. Soit £, 1’ensemble
des t € v~1(D) pour lesquels le cas C4 se produit.

Soit a < t; < --+ < t, < btel que v H(D) = {t1;---;t,}. Pour t € (E_ U &),
on note par §(t) un oy > 0 validant 2. a), avec to remplacé par t. Dans la suite, on
considere des réels 0 vérifiant

6 € ]0; min{o(t); t € v (D)}]. (20)
D’apres le cours, on peut écrire, pour tout ¢ > 0 vérifiant la condition précédente,

2/ el

V[tg_148; t)—3] [[tp+3; b]

+Z/ _Z. (21)

w
k=1 Y Y[ty —8;tp+3]

2irInd(vy; 2) = /

Vla; t1—6]

a). Montrer que

dw y(t1—=9) dw v(b)
Niasty—a) L Z v(a) Nieprain) © 7 1(tp+9)

et, pour 2 < k < p,

dw ¥(tx—9)
/ = [Logg(- - 2)] :
V[t 1 +63 £, —0] w—=z Y(th-1+9)

b). Pour 1 <k < p, montrer que

lim = 0.
§—0F V[t —6; tg+3] w—==z
c). Justifier les égalités suivantes, quand § — 0.
p
2im Ind(y; 2) = o(1) + Z (Logg (tx —6) — z) — Logg(y(tx +0) — z))

k=1

=o(l) +i Y (Argg( (te —0) — 2) — Arg(Y(te +0) —

te(E-UE&L)
:o(1)+2m(z I 1).
teéy teé_

d). En déduire que Ind(~; z) = Card £, — Card £_.

Appliquer la présente méthode pour retrouver les calculs d’indice faits jusqu’a présent.

2))



Exercice 76. : On consideére le chemin fermé v : [0; 2] — C donné par v(¢) = €*, chemin
qui est de classe C*', et le chemin fermé I' qui est la concaténation, dans cet ordre, des
chemins T @ [0;7] — C et (9o =)Ty : [0;1] — C donnés par T';(t) = 2™ et
[o(t) = —2t + (1 — )2, qui sont tous deux de classe C'.

1. Montrer que

/ wesp(w) | iny/e / exp () |
Y Y

2w —1 2

(Indication : on pourra utiliser la formule de Cauchy.)

1
/ exp (—> dw = 2.
- w

cos(Tw) T, _
—d - _ = T g )
/F 1+ w2 w 2(6 +e)

2. Montrer que

3. Montrer que

Exercice 77. : Soit Q2 := {z € C; Re(2) > 1} et f: Q@ — C donnée par
+o0
1
f(Z) = o

n=1

ou, pour tout n € N*, n* = exp(zIn(n)).

1. Montrer que f est holomorphe sur €2.
2. Donne une expression de sa C-dérivée sur ().
3. Soit a € R avec a > 1. Montrer que

1
i ) _
n—+oo N

4. Soit a € R avec a > 0. Montrer que la fonction R™ 5 z + In(z)/z* est décroissante
sur [e'/?; +oo[. En déduire que, si a > 1,
In(x)

lim = 0.
rz—+oo @

5. Soit a € R avec a > 0. Montrer que
In(x)

lim = 0.
z—+oo g%




Exercice 78. : On se place dans le cadre de I'exercice 18.

1. Montrer de deux facons différentes que f est holomorphe sur €2.
2. Montrer que f admet un prolongement analytique f & C \ 2inZ.

3. Soit g : D(0;2[— C la fonction donnée par g(0) = 1 et, pour z € (D(0;2[\{0}),
par g(z) = zf(z). Vérifier que g est bien définie et holomorphe.

4. On considere le chemin C* v : [0; 27r] — C donné par () = e*. Montrer que
/ f(w)dw = 2ir.
N

(Indication : on pourra appliquer la formule de Cauchy a g.)

5. En déduire que f n’a pas de primitive sur C \ 2i7Z.

Exercice 79. : Soit 2 := {z € C; Re(z) > 0} et F': Q@ — C donnée par

+00 3
F(z) = / w et dt .
0

1. Montrer que F' est bien définie et holomorphe.
2. Montrer que, pour tout z € 2, F'(z) = —(1 + %)~

3. Montrer que lim,_, ., F'(x) = 0.

(Indication : on pourra écrire, pour x > 1, e te~tl@=1)))

=ele
4. On considere la fonction f de l'exercice 53. Montrer que F' = (7/2) — f.

5. On montre ici que la limite en 0 de la restriction de F' & R est égale a l'intégrale

semi-convergente
+oo 3
sin(t
/ @) ¢
0 t

T/2 o /2
sin(t) o gy / sin(t) &
t ) t

a). Montrer que

lim
x—0 0

b). Montrer que, pour tout > 0, on a

+o0 din(t +0o0 1
/ we’t’” dt = — / cos(t) e ™ <—2 + z) dt .
w/2 t /2 t t

¢). En déduire qu'il existe une fonction continue g : R™ — R telle que

+oo 3
Vz € RT, (1+x2)/ sin(t)

/2

e”™dt = g(z).



d). Montrer que

6. En déduire que

Exercice 80. : “Logarithme le long d’une courbe continue”.
Soit (a;b) € R? avec a < b. Soit 7 : [a;b] — C une application continue. Soit Z = ~([a; b]).
On pose U := {z € C; |z| = 1}.

1. Soit zy € (C\ Z). On suppose que 7 est un chemin C' et qu'il existe une fonction
continue 6 : [a; b] — R telle que
Vielasb], () — 20 = |[y(t) — 2 et (22)
Soit 7 : [a; b)) — R définie par, pour t € [a;b], 7(t) = |y(t) — 0]
a). Montrer que 7 est de classe C'.
b). Soit ty € [a;b]. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que
Vte ([a;b] N [to—06;to+0]), 0(t) = Argoug)en(r(t) " (v(t) — 20)) -

¢). En déduire que 0 est de classe C'. (Indication : on pourra utiliser les exercices 9
et 10.)
d). Montrer que

/ dz _ (ln(T(b)) _ ln(T((l>>) + i(@(b> - 9(&)) :

zZ — 20

En particulier, si v est fermé, v(b) = y(a) donc r(b) = r(a), l'intégrale précédente
vaut i(6(b) — 0(a)) et l'indice Ind(v; zo) de 2z par rapport a 7 est donné par (6(b) —

0(a))/2m.

2. Soit zg € (C\ Z). On suppose que 7 est un chemin, qu’il existe une fonction 6 :
[a;b] — R et une subdivision a =ty < t; < --- < t, = b (avec n € N*) de [a; ]
telles que, pour tout k € ([0;n[NN), il existe A € R tel que, pour tout ¢ € [ty; txi1],
0(t) = Arga, ((t) — 20) €] Ak; Ap + 27[.

Montrer que
/ dw (M) L i (60) — 6(a)). (23)

w — % [v(a) = 20)]

En particulier, si v est fermé, v(b) = v(a) donc 'intégrale précédente vaut i(6(b) —
0(a)) et I'indice Ind(7; z9) de zy par rapport a v est donné par (6(b) — 6(a))/27. On
remarque que les contraintes imposées a 6 1'oblige a étre continue.

Dans le reste de l’exercice, on va montrer que, pour tout point 2y € (C\ Z), on peut
construire une application continue 6 : [a;b] — R telle que (22) est valide.



. Soit (21;22) € C? tel que 29 &€ [21; 22]. On suppose que 7 : [0;1] — C est donnée
par y(t) =tz + (1 —t)z1. Trouver une application continue 6 : [0; 1] — R telle que
(22) soit valide.

. Soit 7 > 0. On suppose que 7 : [0; 2] — C est donnée par v(t) = 2o+ re’. Trouver
une application continue 6 : [0; 271] — R telle que (22) soit valide.

. Soit r > 0. On suppose que zg = (x;0) avec zg €] — r;0[ et que 7 : [0;27] — C
est donnée par y(t) = re. Trouver une application continue @ : [0;27] — R telle
que (22) soit valide.

. Soit ¥ : [a; b] — U une application continue.

a).

Montrer qu'’il existe n € N* et une suite croissante (¢x)xcjomn) d’éléments de [a; ]
telle que tg = a, t,, = b et

Vke[0;n—1], V(1) € [tita]®, [0(t) — ¢()] < 1.

(Indication : on pourra utiliser le fait que ¢ est uniformément continue, cf.
exercice 47).

. Soit k € [0;n — 1]. Montrer que, pour (A; A’) € R?,

Vi [titin], cos(Arga(v() — Arga(6(t)) > 0.

(Indication : écrire 9 () (resp. ¥ (tx)) en fonction de Arg 4 (1(t)) (resp. Arg 4 (¢ (tx))
et utiliser a).)

. Soit (Ag)o<k<n la suite récurrente finie définie par Ay := —m + Arg(v(a)) et,

pour k € [0;n — 1],
Appr = —m + Argy, (w(tkﬂ))-

Montrer que, pour tout k € [0;n], Arga, (¢(tx)) = Ax + 7.

. Soit k € [0;n — 1]. Montrer que

3T

Vit e [tk;tk+1], Al"gAk(@/J(t)) S :|Ak + g; Al + 7|: .

(Indication : on pourra utiliser 6. b) avec A = A" = Ay.)
En particulier, pour t = tyyq, on a Ay — /2 < Ap1 < Ap +7/2.

. Montrer que, pour ¢ € [ty;tp41], on a Arga,  (¥(t)) = Arga, (¥(t)) et

Arga, (6®) € (JAk: Ak +27[ 0 ] Ak Apyr +21])



7. Soit zp € (C\ Z). On applique le 2 & la fonction continue 1) : [a; b] — U définie par,
pour t € [a;b],
V() — 20
P(t) = ——.

O = B ==l
On considere la fonction 0 : [a;b] — R définie, pour tout 0 < k < n — 1 et tout
t € [tr;tes1], par 0(t) :== Arga, (¥(1)).
Montrer que € est bien définie et que, pour tout 0 < k < n —1 et tout ¢t € [ty; txr1],
0(t) = Arga, (v(t) — 20) €] Ak; Ap + 2.
On remarque que (22) est valide.

8. Soit p € Z et v, : [0; 2] — C* le chemin fermé, de classe C', donné par 7, (t) = e".
Montrer que Ind, (0) = p.
(Indication : dans le cas p > 0, on pourra utiliser le 2 avec t, = kn/p et Ay =
—m/2 + km, pour 0 < k < 2p, et 6(t) = pt.)

9. Soit 71 : [0;27] — C(0;1) le chemin fermé, de classe C', donné par 7 (t) = e et
20 = 1oe'® avec 1 €10; 1] et 0g €] — ;7).

a). Cas ou oy = 0. Soit 0y €]0;7/2[ tel que cos(fy) = ro. Soit ty = 0, t1 = g+ /2,
to = 0o+ 3m/2 et t3 = 2m. Construire une fonction 6 : [0; 2] — R satisfaisant
(22) avec «y remplacé par v;. En déduire, en utilisant 1, que Ind,, (1) = 1.

b). Cas ou oy = 7. Soit Oy € |r/2; 7| tel que cos(fy) = —rg. Soit to = 0, t; = by,
ty = 0y + 7 et t3 = 2. Construire une fonction 6 : [0; 2] — R satisfaisant
(22) avec 7y remplacé par ;. En déduire, en utilisant 1, que Ind,, (—rp) = 1.

c). Cas ou oy €]0;7[. Soit tg = 0, t; = 7 et t5 = 27. Construire une fonction
0 : [0;27] — R satisfaisant (22) avec v remplacé par ;. En déduire, en
utilisant 1, que Ind,, (zp) = 1.

d). Cas ou 0p €] — m;0[. Soit tg = 0, t; = 7 et t = 27. Construire une fonction
0 : [0;27r] — R satisfaisant (22) avec v remplacé par ;. En déduire, en
utilisant 1, que Ind,, (29) = 1.

e). Retrouver I'égalité Ind,, (29) = 1 en utilisant I'exercice 75.

La fonction € peut étre vue comme une fonction argument par rapport a zg le long de la
courbe v tandis que 'application [a;b] > t — In|y(t) — 20| + i0(t) peut étre considérée
comme un logarithme par rapport a zq le long de la courbe 7, cf. (22).



