Analyse complexe, L3M (S5). Exercices. 2023-2024.

TDG : Intégrales et primitives.

Exercice 1. : On considere les fonctions suivantes :

7 [0;20] — C v o [-2m0] — C
t —  exp(it) , t — exp(it) ,
v o 051 — C v [0;m] — C
t —  exp(2int) , t —  exp(2it) ,
v [0;1] — C v% @ [0;27] — C
t —  exp(6int), t —  exp(2it) ,
v o [0;27] — C 180 [—V2mv2r] — C
t —  exp(—it) , t — exp(it?) .

On note par U le cercle unité centré en 0 de C : U := {z € C; |z| = 1}.

1. Montrer que, pour j € [1;8], 'image de v; est égale a U.
2. Vérifier que 71, ¥, 73, V5 et 76 parcourent U dans le sens trigonométrique positif.

3. La courbe paramétrée y; parcourt-t-elle ¢ dans le sens trigonométrique positif ?
dans le sens trigonométrique négatif 7

4. Méme questions pour la courbe paramétrée ~s.

5. Vérifier que la composée de I'argument Arg, avec la restriction (vs)o,a; de v3 a ]0; 1]
est bien définie et croissante.

Exercice 2. : On considere les courbes paramétrées :

Y o [0 — CF
t —  exp(it),sit < (7/2),
21— i)t +2i—1,sit>(r/2).

v [0;27] — C*
t —  exp(it),

Soit 3 : [—m; ] — C* définie par v3(t) = exp(—it).

1. Montrer que 7; et 7, sont continus, C'' par morceaux, simples et fermés. Vérifier
qu'ils ont les méme extrémités, c’est-a-dire que 71 (0) = 12(0) = 71(27) = Y2(7).
2. Calculer explicitement les intégrales
dz dz
— et -

M o< v ?



3. Vérifier que les intégrales
dz ‘ dz
— e —

’le ’YBZ

sont opposées.
4. Soit 4 : [2m;4n] — C défini par y4(t) = exp(—it). Soit I' : [0;4n] — C la
concaténation de v; et 4. Montrer que

dz

r <

= 0.

L’indice de 0 par rapport a I' est nul et 0 n’est pas a [’extérieur de I'image de I, qui
est le cercle de centre 0 et de rayon 1.

5. Comparer les quantités réelles

d 1
/ il L(fyl) . sup —
mn ~ zemi((052n]) | #
ou L(~;) désigne la longueur de ~;.
Exercice 3. : On considere les courbes paramétrées
7 o [0;1] — C v [0;1] — C
t = i1 -1, t = —t+(1—-1)i,
v o [0;1] — C v [0;1] — C
t o —ti—(1—1), t oo t—i(l—t),

Soit v la concaténation des chemins 7y, ¥2, 73 et 74, dans cet ordre.

1. Pour j € [1;4], déterminer explicitement

/7 exp(2) dz

J

2. En déduire que

/Wexp(z) dz = 0.

3. Retrouver ce dernier résultat d'une autre facon.

Exercice 4. : On considere les courbes paramétrées suivantes :

7 [0;20] — C Y2 [-7/2;7/2] — C
t —  exp(it) , t —  exp(it) ,
vs o [0:37] — C Yoo |-m/2;w/2] — C

t —  exp(it) , t > tan(% + V2(t)> :



1. Calculer les intégrales

/cos(z)dz, /cos(z)dz et /cos(z)dz.
" 72 3

2. Vérifier que 74 est de classe C. Déterminer v4(—7m/2) et vy4(7/2).

3. En déduire la valeur de l'intégrale

/74 cos(z)dz .

Exercice 5. : Soit f : C — C définie par f(z) = zexp(z?).

1. Montrer que f est holomorphe sur C.

2. Soit z € C et y:[0;1] — C donné par 7,(t) = tz. Montrer que

exp(2?) — 1

flw)dw = ——.
/. ;
Vérifier que
Csz +— / fw) dw
Yz

est bien une primitive de f.

Exercice 6. : On considere dans C le triangle 7' de sommets exp(—3im/4), exp(—im/4)
et 4. Soit v : [a;b] — C, avec (a;b) € R? et a < b, un paramétrage continu et C'' par
morceaux du bord 97 de T', en partant de exp(—3im/4) et en passant par exp(—im/4) et
1, dans cet ordre.

1. Vérifier que 0 est a l'intérieur du triangle 7.

2. Montrer que les segments [exp(—3im/4); exp(—im/4)] et [exp(—im/4);i] ne rencon-
trent pas ’ensemble

R™ = {2€C;R() <0 et S(z)=0}.

4. Calculer I'intégrale
dz

v z



5. Soit 7} le translaté de T" de 1, c’est-a-dire le triangle de sommets 1 4 exp(—3in/4),
1 + exp(—im/4) et 1 4 i. Vérifier que 73 = 7 + 1 est un paramétrage continu et C*
par morceaux du bord 97T} de Ti, en partant de 1 + exp(—3imw/4) et en passant par
1+ exp(—im/4) et 1+ i, dans cet ordre. Calculer l'intégrale

dz

le

Exercice 7. : Soit f : C — C définie par, pour z € C*, f(z) = (e* —1)/z et par f(0) = 1.

1. Montrer que f est analytique sur C.

2. Montrer que la limite

existe. La déterminer.

3. En déduire que la limite

R t 1
lim e_R/ ¢ dt
0

R—+o00

existe. La déterminer.

Exercice 8. : Soit (a;b) € R? avec a < b et v : [a;b] — C un lacet, c’est-a-dire une
application continue et C' par morceaux telle que v(a) = v(b) et telle que la restriction
Vijasp[ de v & [a; b] soit injective. Soit n € N*. Pour k € [0;n — 1], soit

v : la+k(b—a)ja+(k+1)(b—a)] — C
t — A(t—k(b—a)).

Soit T' la concaténation de 7o, V1, ..., Yn_1. S0it 29 € C\ v([a;b]).

1. Soit k € [0;n — 1]. Vérifier que zo & v ([a + k(b —a);a + (k+ 1)(b — a)]). Montrer

Iégalité
/ dz / dz
e % — %0 L 2= 2

/ dz / dz
=N .
r £ — 20 ﬁ/ zZ— 20

Exercice 9. : Soit (21; 29) € C? avec z; # 23. Soit (r1;72) € (RT™)? tel que

2. En déduire que

max(ry;7y) — min(ry;re) < ‘21 — 22’ <1+

Pour j € [1;2], soit 7] : [0;27] — C et ~; : [0;2n] — C définies respectivement par
Vi (t) = zj + rjexp(it) et v (t) = 2z + r; exp(—it).



1. Vérifier que D(z1;71) N D(29;72) # 0, que D(z1;711) ¢ D(22;72) et D(2zg;73) ¢
b(Zl;’f’l).

2. Soit zy € D(zy;71). Vérifier que

1 d
. SR

207 v 2T 2

3. Soit 6 € [0;27]. On concidere la concaténation de chemins 7y : [0; 147 — C définie
par y(t) = 21 + ri(—(1 — t)exp(if) + texp(if)) sit < 1et y(t) = v (t — 1+ 6) si
t > 1. Pour 0 € R, soit zg = 21 + (r1/2) exp(io).

a). Montrer que, si o €]0 — 7; 0], 'indice de z, par rapport a =y est bien défini et
vaut 0.
b). Montrer que, si o €]0;0 + 7|, U'indice de z, par rapport a 7 est bien défini et

vaut 1.

4. Soit ¢1 et ¢y les deux points formant I'intersection des cercles C(z1;71) et C(zq;72).
Soit (0y;6;) € [0;27]? tel que 0; > Oy, ¢; = 21 + 11 exp(ify) et co = 21 + ry exp(ibs).
Soit T’y la concaténation des parcourts ;" de ¢ a ¢y puis 75 de ¢y & ¢;. Soit T'y la
concaténation des parcourts ;" de ¢y & ¢; puis 75 de ¢; a co.

a). Soit 29 € (D(z1;71) \ D(22;732)). Montrer que l'indice de zy par rapport a I'y
est bien défini et vaut 1. Montrer que l'indice de zy par rapport a ['s est bien
défini et vaut 0.

b). Soit zg € D(z1;71) N D(22;72). Montrer que I'indice de z, par rapport a I'; est
bien défini et vaut 0. Montrer que I'indice de zg par rapport a I'y est bien défini
et vaut 1.

Exercice 10. : Soit (P; Q) € (C[X])? et 2o € C tels que P(2) # 0, Q(z0) = 0 et Q'(2) # 0.
Soit f: C\ Q' ({0}) — C définie par f(z) = P(2)/Q(z).

1. Vérifier que  := C\ Q'({0}) est un ouvert.

2. Montrer que f est holomorphe sur €.

3. Montrer qu’il existe 7 > 0 et un ouvert étoilé Q tel que D(zp;r) C Q et
QN Q{0 = {z}.

4. Soit v : [0; 2w] — € définie par v(t) = 2o + rexp( t). Montrer que

2z7r/f Jdz = Q’(zg)

(Indication : on pourra appliquer la formule de Cauchy dans Q & une fonction holo-
morphe appropriée).




5. Application : Soit j = exp(ir/3), @ = C\ {1;J;j} et g : @ — C définie par

322 — 2247

Soit 7 : [0;21] — C définie par () = 1 + exp(it).

a). Vérifier qu’il existe un ouvert étoilé Q; tel que D(1;1) C .
b). Calculer 'intégrale



