L1S2, Analyse 2, Gr. CUPGE.

Controle continu du ler mars 2024, 45 min..

L’utilisation de documents, téléphones, tablettes, calculettes ou d’objets connectés est
interdite. En cas de présence, ces objets doivent étre éteints et rangés dans un sac.
Interrogation notée sur 20, le bareme est indicatif.

On rappelle que N* := N\ {0}, que R™ := {z € R; = > 0} et que, pour a € R et r > 0,
I(a;r] ={x € R; |z —a| <r}.

Exercice 1. : 4 pts.

Montrer la validité des propositions suivantes :

P = (‘v’:p e (=3,-20 U [LL7), o] < 8),
Q = (VxG]O;l[,EIy eR™: 2° <y < x3).

Exercice 2. : 4 pts.
Déterminer ’ensemble S des solutions de I'inéquation, d’inconnue x € R, donnée par

241
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Exercice 3. : 13 pts.
Déterminer la borne supérieure des ensembles non vides suivants :

A= [-1;1], B :=]=-37n(-410U[25]), C := [-1;0],

D= I(O;%] — {:BG]R; VnEN*,xEI(O;%]}

neN*
et

1 |
E = I(o;—] - xeR;aneN*,er@;—} .
n n



LL1S2, Analyse 2, CUPGE.

Corrigé du controle continu du ler mars 2024.

Exercice 1, 4 pts :

Preuve de P : Soit x € ([-3; —2] U [1;7]). Siz € [-3;—2] alors -8 < -3 <2 < -2 <8.
Siz e [l;7] alors =8 < 1 <z <7 < 8. Donc x € [—8;8]. Par le cours, x € I(0;8] donc
|z] < 8.

1,5 pts.

Preuve de @ : Soit x €]0;1[. Comme z > 0, on a 22 > 0 donc z3 > 0 et 2 > 0 et aussi
2> > 0. Comme z < let z > 0,on a0 < 2? < z < 1. En multipliant par 23 dans
I'inégalité 2 < 1, on obtient 2° < z3. Par le cours, on sait qu’il existe y € R tel que
2® <y < 23 Comme 2° > 0, y > 0.

2,5 pts.

Exercice 2, 4 pts :

Version 1 : Soit z € R. On suppose que x € S. Donc x? # 1 et (1) est vraie. Si |z] < 1
alors |z|? < |z| < 1. Comme 22 +1 > 1 > 0, la fraction dans (1) est négative donc (1)
est fausse. Contradiction. Si x| = 1 alors 22 = |z|? = 1. Contradiction. Donc |z| > 1,
c’est-a~dire x € A ou A =] — o0; —1[U]1; 400].

Soit z € A. On a |z| > 1 donc 2? = |z|? > |z| > 1 et 22 — 1 # 0. La fraction dans (1) est
bien définie. De plus, comme 22 +1 > 22 —1 et 22 — 1 > 0, on a, par division par 2% — 1,
la propriété (1). Donc z € S.

On a montré que S = A =] — oo; —1[U]1; +o0|.

Version 2 : L’équation z? = 1 a deux solutions : —1 et 1. La fraction dans (1) n’est donc
bien définie que pour x € B, ot B =R\ {—1;1}. Soit 2 € R. On a donc
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reS)

z€S8)et (z€B))

(1) est vraie) et (z € B))

(1) est vraie) et (|z] > 1) et (z € B)) ou (((1) est vraie) et (Jz| < 1) et (z € B))
(1) est vraie) et (|z] > 1)) ou (((1) est vraie) et (|z| < 1)) .
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Pour |z| < 1,onaz? = |z|? < |z] < 1, soit 22 —1 < 0 alors que z2+1 > 1 > 0. La fraction
dans (1) est négative donc (1) est fausse. De plus, pour |z| > 1, on a 2% = |z]* > |z| > 1
soit 22 — 1 > 0 donc

(z €8) < (((1) est vraie) et (|z] > 1))
— ((«* +1>x —1) et (Jz| > 1))
— ((1>-1)et (Jz] > 1))

= (

[ > 1),

puisque la proposition (1 > —1) est vraie. On a montré que S =] — oo; —1[U]1; +o0|.



Exercice 3, 13 pts :

Borne supérieure de A : On remarque que 1 € A. De plus, par définition de A, 1 majore
A. Par définition, 1 est le maximum de A. Par le cours, 1 est la borne supérieure de A.
1,5 pts.

Borne supérieure de B : On a5 €] —3;7]. Ona 5 € [2;5] donc 5 € ([ ;1] U [2;5]). D’on
5 € B. De plus, 5 majore [—4;1] et 5 maJore [2; 5] donc 5 majore [—4 ] 2; ] Comme
B est inclu dans [—4; 1] U [2;5], 5 majore aussi B. Par définition, 5 est le maximum de
B. Par le cours, 5 est aussi la borne supérieure de B.

2,5 pts.

Borne supérieure de C' : On note que 0 majore C'. Supposons qu’on ait un majorant m
de C tel que m < 0. Comme m majore C' et —1 € C,onam > —1et —1 <m < 0. Par
le cours, on sait qu’il existe + € R tel que m < x < 0. Comme z < 0 et x > m > —1,
x € C. Comme m majore C', m > x. Contradiction avec m < x < 0. C' n’admet donc
aucun majorant strictement plus petit que 0 donc 0 est le plus petit majorant de C'. Par
définition, O est donc la borne supérieure de C'. 4 pts.

Borne supérieure de D :

Version 1 : Pour tout n € N*, |[0—0| < (1/n) donc 0 € I(0;1/n]. Donc 0 € D. Soit x € D.
Supposons « > 0. Soit n = F(1/z) +1 € N*. On an > (1/z) donc |z| =z > (1/n). En
particulier, z ¢ I(0; 1/n]. Contradiction avec le fait que = € D.

Donc x < 0. On a montré que 0 majore D. Par définition, 0 est le maximum de D. Par le
cours, 0 est la borne supérieure de D.

Version 2 : On montre que D = {0}. Pour tout n € N*, on a [0 — 0] < (1/n) donc
0 € I(0;1/n]. Donc 0 € D et {0} C D. Soit « € D. Supposons x # 0. On a |z| > 0. Soit
N = E(1/|z|)+1 € N*. On a N > 1/|z| donc |z| > (1/N) et |z — 0| = |z| > (1/N)
donc = ¢ I(0;1/N]. Contradiction avec le fait que x € D. D’ou = 0. On a montré que
D c {0}. Conclusion : D = {0}.

Comme 0 appartient a D et majore D, 0 est le maximum de D. Par le cours, 0 est la
borne supérieure de D.

3 pts.

Borne supérieure de E :

Version 1 : Soit z € FE. Il existe donc n € N* tel que x € I(0;1/n]. Par le cours,
—(1/n) <x < (1/n). Comme n > 1, 1/n < 1. D’ou x < 1. On a montré que 1 majore E.
Par le cours, I(0;1/1] = [—1;1] donc 1 € I(0;1/1]. En particulier, 1 € E. Par définition,
1 est le maximum de E. Par le cours, 1 est la borne supérieure de F.

Version 2 : On montre que £ = A. Soit z € E. Il existe donc n € N* tel que x € 1(0;1/n].
Par le cours, —(1/n) < z < (1/n). Comme n > 1, 1/n < 1 et —1 < —(1/n). D’'ou
—1 <z <1, cest-a-dire x € A. On a montré que £ C A. Soit x € A. Par le cours,
I1(0;1/1] = [-1;1] = Adonc x € 1(0;1/1] et € E. On a montré que A C E. Conclusion :
E = A. Donc sup ¥ = sup A = 1, d’apres ce qui précede.

2 pts.




