L1S2, Analyse 2, Gr. CUPGE.

Controle continu du 26 avril 2024, 55 min..

L’utilisation de documents, téléphones, tablettes, calculettes ou d’objets connectés est
interdite. En cas de présence, ces objets doivent étre éteints et rangés dans un sac.
Interrogation notée sur 20, le bareme est indicatif.

Toute réponse doit étre justifiée.

On rappelle que R* := R\ {0} et que 'on note par sin la fonction sinus. On note par F
la fonction partie entiere, dont on pourra utiliser les propriétés données en cours et celles
démontrées en td.

Exercice 1. : 6 pts.

Soit f : R — R définie par f(x) = 22* + bz + 4.
1. Montrer que, pour x € R, f(z) — 1= (z + 1)(2z + 3).
2. Montrer que, pour tout z €] — 2;0],

[f(z) = 1] < Tlz+1]. (1)

3. Montrer, en n’utilisant que la définition de limite ou l'une de ses formulations
équivalentes, que f admet une limite finie en —1.

Exercice 2. : 4 pts.
Déterminer la borne supérieure sup A de I’ensemble

A= (410U 27) N (]-5-3[U[L;3]).

Exercice 3. : 6 pts.

Soit f : R* — R définie par f(x) = zsin(1/x)+ 2z + 1, si x > 0, et par f(x) = (z — 1),
si x < 0. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0, prolongement noté
f . Déterminer explicitement f .

Exercice 4. : 5 pts.
Soit f: R — Ret g : R — R définies par f(x) = E(x—E(x)) et g(x) = E(z)+E(2—x).

1. Montrer que f est continue.

2. Montrer que l;gl g existe dans R.

3. La fonction g est-elle continue en 1 7



LL1S2, Analyse 2, CUPGE.

Corrigé du controle continu du 26 avril 2024.

Exercice 1, 6 pts :

1. Le discriminant de f — 1 est A =25—4-2-3 = 1. Donc, pour = € R,
—5+1 —5—-1

f(:c)—1:2x2+5x+3:2(:c— 4+)<:c— )

=2(x+1) <x+;) = (z+1)(2¢+3). 2 pts.

2. Pour z € R, on a, d'apres 1, [f(x) — 1| = |« + 1] - 2z + 3|. Pour # €] — 2;0[, on
alr| = —z €]0;2[ donc |2z + 3| < 2|z| +3 <443 = 7. D'ou, pour x €] — 2;0],
|f(x) = 1] < 7|z +1]. 1,5 pts.

3. Version 1 : Soit € > 0. On pose § = min(1;¢/7) > 0. Soit x € R avec |x + 1| < 6.
Comme § < l,onax €] —1—1;—-1+ 1[=] — 2;0[. Donc, par 2, |f(z) — 1] <
7|z + 1] < 76 < e. On a montré que liqlf =1

Version 2 : D’apres le cours, il suffit de montrer I'existence de la limite en —1 de
la restriction g de f a ]2;0[. Soit € > 0. On pose 0 = ¢/7 > 0. Soit x €]2;0[ avec
|z 4+ 1| < §. Comme x €]2;0[, on a, par 2, |f(z) — 1| < 7jz +1] < 7§ =€ On a
montré que 11_1{1 g =1 et donc que ll_I{l f=1

2,5 pts.

Exercice 2, 4 pts :
Version 1 : Soit B =] — 5; —3[U[1;3]. Comme —3 < 3, 3 majore B. Comme A C B, 3

majore A.
(-3)
u=(3—— :
N/ penx

1 pt.

Soit

Soit n € N*. Comme n > 1,1 > (1/n) > 0 donc —1 < —(1/n) < 0 et 2 < w, < 3.
Donc u,, € [2;3[. Comme [2;3[C B et comme [2;3[C [2;7], [2;3[C A. Donc u est une
suite d’éléments de A. De plus, comme lim(1/n) = 0 (cf. cours), limu = 3, par produit et
somme. 2,5 pts.

Par le cours, sup A = 3. 0,5 pt.

Version 2 : Soit B =| — 5; —=3[U[1;3[. Comme —3 < 3, 3 majore B. Comme A C B, 3
majore A.

1 pt.

Supposons qu’il existe un majorant m € R de A tel que m < 3. Comme 2 € [1;3[, 2 € B.



Comme 2 € [2;7], 2 € A. Comme m majore A, m > 2. Soit a = (m+3)/2 €|m; 3] (cf. td).
Comme m > 2, a € [2;3]. Comme [2;3[C B et [2;3[C [2;7], [2;3]C A doua € A. Comme
m majore A, m > a, ce qui contredit a €]m;3[. Il n’existe donc pas de majorant de A
qui soit strictement plus petit que 3 donc 3 est le plus petit majorant de A, c’est-a-dire
la borne supérieure de A. 3 pts.

Exercice 3, 6 pts :

Soit f+ = f”();_,_oo[ et f7 = f|]—oo;0[-
Pour x > 0, on a, d’apres les propriétés de la fonctions sinus,

Iff(x) — 1] < ‘x-sin(l/x)’ + 2|z < |x| + 2|z| = 3|z| = 3z.

Comme lim x = 0 (cf. cours), on a, par produit, lim 3z = 0. Par le cours, lim 3z =0 et,
z—0 xz—0 z—07+
d’apres l'inégalité précédente et le théoreme des gendarmes, lign ft =1. Donc hIP f=1
0

2,5 pts.

Comme hH(l)fB = 0 (cf. cours), liH(l)(l’ —1)? = (=1)* = 1, par somme et produit. Par le
T—

cours, lim (z — 1) —1donchmf —1ethmf—1 1,5 pts.
z—0~

Comme hm f=1= hm f, hm f existe et vaut 1 € R, par le cours. Donc f se prolonge par

contmulte en 1 et son prolongement est la fonction f: R — R donnée par f (x) = f(z),
six #0, et f(0) =1. 2 pts.

Exercice 4, 5 pts :

1. Pour z € R, on a, par le cours, F(z) < z < E(x)+ 1 donc 0 < x — E(x) < 1.
Comme la fonction E est nulle sur [0; 1], la fonction f est nulle. Par le cours, elle
est continue. 1 pt.

2. Soit h :]1/2;3/2[— R définie par h(z) = 2 — z. Comme Id : R — R est continue
(cf. cours), h est continue par produit et somme. De plus, h(1) = 1.
Pour étudier la limite a droite en 1 de g, il suffit d’étudier la limite en 1 de gjj1;3/2-
Comme h envoie |1;3/2[ dans |1/2; 1] et comme lim E = 0 (cf. td), lim E(h(z)) =0,
1- z—1
par composition. Comme lim £ = 1 (cf. td), lir+ng = 1, par somme. 1,5 pts.
1

1+
Pour étudier la limite a gauche en 1 de g, il suffit d’étudier la limite en 1 de gjj1/2,1]-

Comme h envoie |1/2;1] dans |1;3/2[ et comme lim £ =1, lim E(h(x)) = 1, par
1 rz—1—
composition. Comme lim £ = 0, lim g = 1, par somme. 1,5 pts.
1- 1-

Comme lim g = ligrng =1, liglg existe et vaut 1, par le cours. 0,5 pt.
1- 1

3. Comme g(1)=FE(1)+ E(l)=2#1= ligl g, g n’a pas de limite en 1, par le cours.

Donc g n’est pas continue en 1. 0,5 pt.



