L1S2, Analyse 2, Gr. D.

Controle continu du 25 avril 2024, 55 min..

L’utilisation de documents, téléphones, tablettes, calculettes ou d’objets connectés est
interdite. En cas de présence, ces objets doivent étre éteints et rangés dans un sac.
Interrogation notée sur 20, le bareme est indicatif.

Toute réponse doit étre justifiée.

On rappelle que R* := R\ {0} et que 1'on note par sin la fonction sinus.

Exercice 1. : 5 pts.

Soit f : R* — R définie par f(z) = —x + 4, si > 0, et par f(z) = (v + 2)?, si
x < 0. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0, prolongement noté f :
Déterminer explicitement f .

Exercice 2. : 5 pts.
Déterminer la borne supérieure sup A et la borne inférieure inf A de 'ensemble A :=
| —1;0[U[2;3].

Exercice 3. : 4 pts.
Montrer, en n’utilisant que la définition de limite ou I'une de ses formulations équivalentes,
que

existe dans R.

Exercice 4. : 7 pts.
Soit f : R* — R et g : R* — R définies par f(z) = sin(1/x) et g(x) = xsin(1/2?).
Ont-elles une limite en 0 ? Si oui, déterminer cette limite.



L1S2, Analyse 2, Gr. D.

Corrigé du controle continu du 25 avril 2024.

Exercice 1, 5 pts :

Version 1 :

Par le cours, on sait que limx = 0. Donc, par le cours, lim x = lim z = 0. Comme
z—0 z—01 z—0~

lim x = 0, on a, par somme et produit, lim f(z) = -0+ 4 = 4. Comme lim =z = 0,

z—0+ z—0t z—0~

on a, par somme et produit, llr(I)l f(z) = (04 2)* = 4. Comme hmf = hmf =4, hmf

existe et vaut 4, par le cours. Comme 4 € R, f admet un prolongement par contlnulte en

Oetf.R—>Restdeﬁn1parf() flx ),swc;H),etf()

Version 2 :

Soit g : R — R et h : R — R définie par g(z) = —x + 4 et h(z) = (z + 2)%. Comme

I'application Id : R — R, définie par Id(z) = z, est continue (cf. cours), on a par somme

et produit, la continuité de g et celle de h.

Par le cours, lir+ng = ligng = g(0) = 4 et, comme fjjo.4o0[ = 9[0;+00[> lir+nf = 1ir+ng = 4.
0 0 0

Par le cours, limh = lignh = h(0) = 4 et, comme fjj_o;0] = hjj—ocio, lim f = limh = 4.
0~ 0~ 0~

Comme lir+n f=1lmf =4, li(r)n [ existe et vaut 4, par le cours. Comme 4 € R, f admet un

0 0-
prolongement par continuité en 0 et f: R — R est défini par f(z) = f(z), si x # 0, et
f(0)=4.

Exercice 2, 5 pts :

Détermination de sup A :

Version 1 : Par définition de A et le fait que 3 > 0, 3 majore A. Soit v = (3 — (1/n))nen--
Soit n € N*. Comme n > 1,0 < 1/n <1 donc 0 > —(1/n) > —1 d’ott 3 > u,, > 2. Donc
u, € A. La suite u est donc une suite d’éléments de A. Comme lim (1/n) = 0 (cf. cours),
on a limwu = 3, par produit et somme. Par le cours, 3 = sup A.

Version 2 : Par définition de A et le fait que 3 > 0, 3 majore A. Supposons qu’on ait un
majorant m € R de A tel que m < 3. Comme 2 € [2;3], 2 € A. Comme m majore A,
m > 2. Soit a = (m + 3)/2 €]m;3[ (cf. td). Comme m > 2, a € [2;3] et a € A. Comme
m majore A, m > a, ce qui contredit a €|m;3[. Il n’y a donc aucun majorant de A qui
soit strictement inférieur a 3 donc 3 est le plus petit majorant de A, c¢’est-a-dire la borne
supérieure de A.

2,5 pts.

Détermination de inf A :

Version 1 : Par définition de A et le fait que —1 < 2, —1 minore A. Soit v = (—1 +
(1/1))nef2itoo[- S0it 0 € [2;+00[. Comme n > 2, 1/2 > 1/n > 0 donc 0 > —1/2 >
—1+(1/n) > —1. Donc v, € A. La suite v est donc une suite d’éléments de A. Comme
lim (1/n) =0 (cf. cours), on a limv = —1, par somme. Par le cours, —1 = inf A.

Version 2 : Par définition de A et le fait que —1 < 2, —1 minore A. Supposons qu’on ait
un minorant m € R de A tel que m > —1. Comme —1/2 €] — 1;0[, —1/2 € A et, comme
m minore A, m < —1/2. Soit @ = (=1 4+ m)/2 €] — 1;m[ (cf. td). Comme m < —1/2,



a €] —1;0[ donc a € A. Comme m minore A, m < a, ce qui contredit @ €] —1;m[. Il n'y a
donc aucun minorant de A qui soit strictement supérieur a —1 donc —1 est le plus grand
minorant de A, c’est-a-dire la borne inférieure de A.

2,5 pts.

Exercice 3, 4 pts :
Soit € > 0. On pose A = 2/e > 0. Soit x € Ravecx > A. On a x > (2/¢) et, comme x > 0

et € >0,
2 2
e > 2 = '(3——)—3‘.
X X

On a montré que lim 3 — (2/z) = 3.
T—+00

Exercice 4, 7 pts :
Pour z € R*, on a, d’apres les propriétés de sinus, |sin(1/z%)] < 1 donc |g(z)] < |z].
Comme lir%x =0 (cf. cours), on a donc, par le cours, lir% |z] =0 et lim |z| = 0.

xr— T—> z—

+

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que lign g existe et vaut 0. 3 pts.

On considere les suites

1 1
S R (= I
20T ) e (m/2) +2n7 ) | o

Ces suites ne s’annulent pas donc les suites f owu et fowv sont bien définies. De plus, pour
n € N*, on a f(u,) = sin(2nm) = 0 et f(v,) = sin((7/2) + 2n7) = 1. La suite f o u est
nulle donc tend vers 0, par le cours. La suite f o v est constante égale a 1 donc tend vers
1, par le cours.

D’autre part, comme lim(1/n) = 0 (cf. cours), on a, par produit, limu = 0. Comme
limn = 400 (cf. cours), limv = 0, par produit, somme et quotient.

Supposons que ¢ = li(I)Il f existe. Comme limu = 0 et limv = 0, on a, par le cours,
limfou=/¢=1limf owv. Dapres ce qui précede, on obtient 0 = ¢ = 1. Contradiction.
Donc f n’a pas de limite en 0. 4 pts.



