CHAPTER 3
FONCTIONS ANALYTIQUES.

Dans ce chapitre, on introduit la notion de fonction analytique et on dégage un certain
nombre de propriétés des fonctions analytiques. On montre, en particulier, qu'un fonction
analytique est holomorphe et méme de classe C;° et qu’une fonction holomophe de classe C}
est analytique. On verra au chapitre 4 qu'une fonction holomophe est aussi analytique. Ces
propriétés des fonctions analytiques sont vraiment étonnantes lorsqu’on les compare a celles
des fonctions réelles d’une variable réelle de classe C'™°.

3.1 Séries entieres et fonctions analytiques.

Définition 3.1. Soit Q un ouvert non vide de C, f : QQ — C et 29 € Q. On dit que f est
développable en série entiére en zy, noté DSE en zq, s’il existe une série entiére > a,(z—29)"
de rayon de convergence R > 0 et r €]0; R| tels que, pour tout z € D(zo; 7],

flz) = Z an(z — 29)".

La proposition suivante suit directement de ce qu’on a vu sur les séries entieres (Section 2.1).

Proposition 3.1. Si f : Q@ — C est DSE en 2 alors il existe r > 0 tel que f est C}° sur
D(zp; [ et pour tout z € D(zo;7] on a

| F) (4
fy =3 L) e (3.1)

— n!
En particulier, s’il existe, le DSE en zy est unique.

Exemple 3.1. Une fonction polynomiale P est DSE en tout zg € C et si n = deg(P) alors

n P (5, )
P(z) = ZP—()<Z—ZO) :

k!
k=0
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Exemple 3.2. La fonction f définie sur C\ {1} par f(z) = 1/(1 — 2) est DSE en zy = 0.
En effet, pour tout z € D(0; 1], on a (cf. séries géométriques)

f(z) = Z 2"

Exemple 3.3. On a vu a la fin du chapitre précédent (cf. proposition 2.13), que la fonction
Log (logarithme principal) est DSE en zy = 1.

Exemple 3.4. Prenons la fonction f définie sur C* par f(z) = 1/z. Est-elle DSE? Si oui,
en quel zo? Etant donné zy # 0, on va donc naturellement chercher a faire apparaitre z — 2.

1 1 1

= — = — X —.
f<Z) Z— 29+ 2 20 14 ==

Si |z — zol/|20] <1, i.e. siz € D(20;|20][, on a alors

La fonction f est donc DSE en n’importe quel zg € C*.

Définition 3.2. Soit Q2 un ouvert non vide de C et f : 2 — C. On dit que f est analytique
sur £ si, pour tout zy € €1, la fonction f est DSE en zy. En particulier, f est holomorphe
sur S (cf. proposition 2.7) et méme de classe C5° (cf. corollaire2.2).

Exemple 3.5. L’exemple 3./ montre que la fonction f(z) =1/z est analytique sur C*.

Le proposition qui suit découle directement de ce qu’on a fait sur les séries entieres (cf.
propositions 2.4 et 2.6 et corollaire 2.2).

Proposition 3.2. Soit f,g : Q@ — C analytiques et A € C. Alors les fonctions f + g et
fg sont analytiques sur Q. De plus, pour tout k € N, f®) est analytique.

Les fonctions polynomiales sont évidemment analytiques sur C tout entier. On montrera dans
la Section 3.3 qu’en fait toutes les fonctions de classe C} sont analytiques sur leur ensemble
de définition. Mieux, on prouvera que c’est le cas pour toutes les fonctions holomorphes
(voir le chapitre 4).

Pour les fonctions réelles d'une variable réelle, la situation est différente. On peut montrer,
par exemple, que la fonction f : R — R définie par f(x) = e /" iz #£0, et par f(0)=0
est C* sur R et vérifie £ (0) = 0, pour tout n € N. Cependant f n’est pas nulle. Donc la
formule (3.1), avec zg = 0 et la variable z remplacée par une variable réelle, est fausse pour
cette fonction.

Exercice 3.1. Montrer que la fonction exponentielle est analytique. Indication: comme dans
Uezemple 3./, si zg € C écrire z = 2o + (2 — 2p).
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3.2 Zéros isolés et prolongement analytique

Le fait qu'une fonction soit analytique a des conséquences importantes (en plus du coté
infiniment C-dérivable). Pouvoir développer en série entiere permet d’avoir des informations
dans tout un disque (le disque de convergence de la série entiere) a partir seulement d’informations
au voisinage d’un point 2.

Proposition 3.3. Soit 2 un domaine et f : Q) — C analytique.

1. Sl existe zy € Q tel que, pour tout n € N, f™(z)) =0 alors f est nulle.
2. Sl existe zy € Q tel que, pour tout n € N*, f("(z) =0 alors f est constante.

3. S’il existe zg € Q et N € N tels que, pour tout n € (NN]N;+oc[), f™(2) = 0 alors
f est une fonction polynome de degré au plus N.

Remarque 3.1. Commentaires.

1. Si f est la somme, sur Q) = D(zo; R|, d’une série entiére centrée en zy, les résultats de
la proposition 3.3 sont immédiats. L’intérét de cette proposition réside dans le fait que
les hypothéses, qui sont “locales” (ne dépendent que de ce qui se passe sur un disque
centré en zp), impliquent une propriété globale (valable sur tout ).

2. L’hypothese ) est connexe par arcs” est essentielle. Par exemple, si ['on considére
Vouwvert Q = D(0;1[UD(3i; 1] et si l'on prend la fonction f : Q@ — C définie par
f(z) = 0, pour z € D(0;1], et par f(z) = 1, pour z € D(3i;1], alors f est bien
analytique mais le résultat 1 de la proposition est faux pour zo = 0.

Démonstration. Montrons d’abord que le résultat 1 implique les deux autres. On remarque
que le résultat 2 est un cas particulier du résultat 3. On vérifie donc : 1 = 3.

Supposons que, pour un z, € Q, pour un N € N et pour tout n € N avecn > N, f(z) = 0.
Soit g : 2 — C définie par

f(n) (20)

n!

(z — 20)".

g(z) = f(z) = >

Comme différence de fonctions analytiques, g est analytique. De plus, pour z € Q) et p € N¥,

W) — ) () G e N
g7 (z) = f (Z)-nz; o (n_p)!(z—z[)) si p< N,

= fP(z) si p>N.

Donc, pour tout p € N*, ¢ () = 0. On a aussi g(z9) = 0. On peut donc appliquer le 1 &
g, ce qui montre que g est nulle. Par la définition de g, f est bien une fonction polynome de
degré au plus V.

On montre maintenant 1.

Soit N := {z € Q;Vn € N, f™(z) = 0}. Par hypothese, 2o € N. On vérifie d’abord les
deux propriétés suivantes : a). N est un ouvert; b). Si (zx)x est une suite d’éléments de N
convergeant vers un z € € alors z € N. On dit que N est un fermé de 9.
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a). Comme N est non vide, on prend un z; € A. Comme f est analytique, il existe r > 0
tel que

z—2z1)".

™) (2,
f (!)(

n

Vze Dz, f(z) = Z

Comme z; € N, f est nulle sur D(z;7[. En particulier, toutes ses C-dérivées sont
nulles sur D(zy;7] donc D(z;7[C N. On a montré que A est ouvert.

b). Soit (2x)r € NN une suite déléments de N qui converge vers un certain z € C. Pour
tout n € N, f(™ est continue sur 2 donc f(™(2) est la limite de la suite (£ (z))x et
comme, pour tout k, zx € N, f™(z,) =0, f™(2) est la limite de la suite nulle donc
f™(2) = 0. Ceci étant vrai pour tout n € N, z € M. On a montré que N est fermé
dans €.

On va montrer que N' = ), ce qui prouvera que f(z) = 0, pour tout z € Q. Par définition,
N C Q. 1l reste donc & montrer que Q C N.

Soit 2, € Q. Par hypothese, il existe 29 € N. Comme  est connexe par arcs, il existe
une application continue « : [0; 1] — € telle que ¥(0) = 2p et y(1) = 2z;. Soit J := {t €
[0;1];v(¢) € N'}. Comme v(0) =z € N, 0 € J et J est non vide. Soit T' = sup J. Comme
J C [0;1], T € [0;1]. De plus, il existe (t)r € JV telle que t,, — T. Pour tout k, t, € J
donc (tx) € N. Comme 7 est continue sur [0; 1], la suite (7(tx))x tend vers v(T). D’apres
la propriété b) (avec zj, = y(t), pour tout k), z :==~v(T) e N et T € J.

Supposons 7' < 1. Comme N est un ouvert, il existe € > 0 tel que D(z;e[C N. Comme ~
est continue en T, il existe 6 > 0 tel que y(]T — 0; T + 0[) C D(z;¢[. Comme T < 1, il existe
se (JT;T +6[N[0;1] et on a v(s) € D(z;e[C N. Donc s € J. Contradiction car s > T et
T =supJ.

Donc T'=1¢et 2y =v(1) =~(T) € N. On a montré que Q C N. O

Remarque 3.2. Ce qu’on a montré ci-dessus est qu’en fait, si ) est connexe par arcs, alors
un sous-ensemble non-vide de  (ici Z), qui est a la fois ouvert et fermé dans ), est égal a
Q. Un ensemble qui vérifie cette propriété est dit connexe. On a donc montré que, si € est
conneze par arcs, alors  est connexe. Dans la plupart des livres, on trouve en fait comme
définition d’un domaine que c’est un ouvert connexe. On peut en fait montrer que, pour
les ouverts de C, les deux notions de conneze et de connexe par arcs coincident. La notion
d’ensemble connexe par arcs est plus intuitive que celle de connexe, c’est pour ¢a qu’on l'a
choisie dans la définition d’un domaine.

Théoréme 3.1 (Principe des zéros isolés). Soit Q un domaine et f : Q — C une fonction
analytique non-nulle. Alors Uensemble Z(f) := {z € Q| f(z) = 0} des zéros de f est un
ensemble discret, i.e. tout zéro de f est isolé: pour tout zy € Z(f), il existe r > 0 tel que
D(zo;r[\{20} N Z(f) = 0, autrement dit, pour tout z € D(zp;r[\{20}, on a f(z) # 0.

Démonstration. Soit f analytique non nulle et zy € Z(f). D’apres la proposition 3.3, il
existe n € N tel que f(™(z) # 0 (sinon f serait nulle). Soit ng = min{n € N; f( () # 0}.
En particulier, si n € N vérifie n < ng alors f(™(zy) = 0. Comme f est DSE en 2z, il existe
R > 0 tel que, pour tout z € D(zg; R[, on a (3.1) c’est-a-dire

X £ (2, (n0) (2, X ) (2 B
f2) =Y / (' )(z—zo)” = (2—2)" G > f—()(z—zo)” | (3.2)

n ne!
n=ng n=ng+1
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Soit g(z) le terme entre crochets dans (3.2). Comme somme d’une série entiere, g est continue
et, en particulier, g tend, lorsque z — 2z, vers g(zp) = £ (20)/(no!) # 0. 1l existe donc
r €]0; R tel que g(D(z0;7[) € D(g(20);|9(20)[/2[. Comme 0 ¢ D(g(20);19(20)|/2[, g ne
s’annule pas sur D(zo;7[. D’apres (3.2), f ne s’annule pas sur D(zo; 7[\{z0} O

Pour certaines fonctions non nulles f : R — R de classe C'*°, le résultat du théoreme 3.1 est
faux. On peut construire une telle fonction de sorte qu’elle soit nulle sur l'intervalle [0;1],
par exemple.

Corollaire 3.1. Soit Q un domaine et f: 2 — C une fonction analytique.

1. Pour tout ensemble compact K C Q, la fonction f admet un nombre fini (éventuellement
nul) de zéros dans K. Par conséquent, U'ensemble Z(f) des zéros de f est au plus
dénombrable.

2. Pour tout o € C, l'image réciproque f~*(a) = {z € Q; f(z) = a} de {a} par [ est
soit discret soit égal a €.

3. Sig:Q — C est analytique et si l'ensemble A = {z € Q; f(2) = g(2)} admet un
point d’accumulation dans ) alors f = g.

Démonstration.

1. Supposons que Z(f) N K soit infini. Il existe donc une suite injective (zx), d’éléments
de Z(f) N K. Comme K est compact, il existe une sous-suite (z,x))r tendant vers un
¢ € K. Comme f est continue sur K, f(¢) = lim f(z,x)) = 0, puisque z,x) € Z(f),
pour tout k. Donc ¢ € Z(f). Comme la suite (2, )r est injective, elle prend au
plus une fois la valeur /. En retirant éventuellement cette valeur de la suite, on a une
suite (zypk))x d’éléments de Z(f) \ {¢} tendant vers £. Donc ¢ € Z(f) \ {¢} et, par le
corollaire 1.1, ¢ est un point d’accumulation de Z(f), ce qui contredit le théoreme 3.1.
Donc Z(f) N K est fini.
Comme, pour tout p € N, D(0; p] est compact, et comme

z(f) = |J (2(f) n D(0;p))

peN

Z(f) est une réunion dénombrable d’ensembles finis (d’apres ce qui précede) donc est
au plus dénombrable.

2. Comme différence de fonctions analytiques, la fonction f — a est analytique et on a
Z(f —a) = f~'(a). Supposons f~'(a) # Q. Alors f — a est non nulle et, par le
théoreme 3.1, Z(f — o) = f~'(a) est discret.

3. Comme différence de fonctions analytiques, la fonction f — g est analytique et on a
Z(f —g) = A. Soit a € Q un point d’accumulation de A. Il existe donc une suite (zj )
d’éléments de A tendant vers a (cf. corollaire 1.1). Comme f — g est continue et a € §2,
(f—g)(a) =lm(f —g)(2zx) = 0, puisque z; € A, pour tout k. Donc a € Z(f —g) = A.
Si f — g était non nulle alors, par le théoreme 3.1, A serait discret. Contradiction avec
le fait que a € A est un point d’accumulation de A. Donc f = g. O
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Théoréme 3.2 (Principe du prolongement analytique). Soit Q un domaine, soit Qy un
ouvert non-vide inclus dans 2 et f : Qo — C une fonction analytique. Alors f admet au
plus un prolongement a ) qui est analytique sur 2, i.e. si fi, fo : @ — C sont analytiques
et telles que, pour tout z € Qy, f1(z) = fo(2) = f(2), alors f1 = f.

Démonstration. Soit f;, fo deux prolongements analytiques de f a 2. Alors I’ensemble
A ={z € Q; fi(z) = fa(2)} contient Qy. Soit a € Q. Comme €y est un ouvert, a est
un point d’accumulation de Qg (cf. remarque 1.3) et donc aussi de A. Par le corollaire 3.1,

Ji=fa 0

Remarque 3.3. Si f est analytique non nulle alors [’égalité (3.2) montre que, pour tout
zéro zy de f, il existe ng > 1 et une fonction g définie et DSE prés de zy tels que f(z) =
(z — 20)"g(2) avec g(z0) # 0. On a vu que ng = min{n € N; f™(z) # 0}. On verra
par la suite que g est analytique sur ). Par analogie avec les polynomes, on a la définition
sutvante.

Définition 3.3. Soit Q un ouvert non vide de C. Soit f : Q — C non nulle et zy € () tel
que f(z) = 0. Le plus petit entier n € N* tel que ™ (z) # 0 est appelé Uordre de z.

3.3 Formule de Cauchy et analyticité des fonctions C;.

L’objectif de cette partie est de montrer qu'une fonction C} sur un ouvert non vide est
nécessairement analytique sur cet ouvert. Ce n’est qu’au chapitre 4 que I'on prouvera qu’il
en est de méme pour les fonctions holomorphes.

Donnons tout d’abord une idée de la stratégie que ’on va suivre. Considérons la preuve de la
proposition 2.9, qui partant de la somme f d’une série entiere établit la formule de Cauchy
sur un cercle (2.13) :

1 27 > +r€it )
Vz€ D(zoir[, f(2) = 5= S0 G = = Mg“dt.
2im S, w—z 2r Jo 2o+ ret —z

Cette formule a un sens deés que f est continue sur un ouvert contenant D(zp; [ mais peut
étre fausse. Supposons qu’elle soit vraie pour une telle fonction. On voit que 'on peut
reprendre la preuve de cette proposition 2.9 en sens inverse (la justification de la permutation
de I'intégrale et de la série étant encore valable car la fonction continue f est bornée sur le
cercle C'(zp; 7)) pour aboutir & un DSE de f en 2.

Si la fonction f n’est pas holomorphe sur D(zp; ], la formule de Cauchy précédente ne peut
étre valable pour elle car sinon elle serait égale sur ce disque a la somme d’une série entiere,
qui, elle, est forcément holomorphe.

On va voir ici que cette stratégie fonctionne pour f de classe C}, c’est-a-dire holomorphe de
C-dérivée continue, sur un ouvert non vide. On commence donc par établir la formule de
Cauchy sur des cercles pour de telles fonctions.

Proposition 3.4. Soit Q un ouvert non vide de C et f : Q@ — C une fonction de classe C}.
Soit zg € Q. Soit R > 0 tel que D(z0; R[C Q. Soit r €]0; R[ et Va1 [0;27] D ¢ > 29 + r€™,
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qui est un lacet C* d’image C(zp;7) (cf. corollaire 2./). Alors

Vze D(zo;r[, f(z) = L/ de = 2ﬂMe”dt. (3.3)

2T w—z 2 Zo+rett —z
03" 0

Si z € D(zo; R[ mais z & D(zo,7] alors
/ ACOI (3.4)
Yzgir w

—Z

Démonstration. Pour simplifier, on pose 7 := 7,,.,. D’apres le corollaire 2.4, v est un
lacet C' d’image C(20;7) C D(20; R[C Q. Pour z € D(2¢;7[, on pose

a = L/W%dw — f(2).

i
D’apres (2.14) et la proposition 1.19, on a
]_ _
oo L [I0t0,,
Q v

21 w—z

Soit w € C(zp;r). Comme f est C}, la fonction [0;1] 3 s — f(sw + (1 — 5)2) est C! de
dérivée [0;1] 2 s — f'(sw+ (1 — s)z)(w — z) (cf. proposition 1.24) donc

fw) — f(z) = (w—z)/o f(sw+(1—s)z)ds.
D’ou
2iTa = / /0 f(sw+ (1=s)z)ds dw = /0 ’ v (t) /0 f(s7() 4+ (1 —s)z) ds dt.

D’apres le théoreme de Fubini pour les intégrales doubles,

2ira = /0 /0 ’ Y'(@t) f (s7(t) + (1 — s)z) dt ds

et, d’apres les propriétés des intégrales a parametre,

27
0;1] 5 s — / Y (@) f(s7(t) + (1 —s)z)dt = / f(sw+(1—s)z)dw
0 ¥
est continue. Donc

uma =

li_l}lé/:/f’(sw—i-(l—s)z)dwds.

Comme, pour tout € > 0 et tout s € [e; 1], la fonction D(zp; R[> w +— f(sw + (1 — s)2)/s
est une primitive (holomorphe) de D(zp; R[> w +— f'(sw + (1 — s)z) et comme 7 est fermé,

on obtient .
2ima = lim 0ds = 0.

e—0 c
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D’apres la définition de a, on obtient (3.3).
Soit z € (D(zo; R[\D(z0,7]) et
1
o= L / EAC)E
2im J, w—z

D’apres (2.15) et la proposition 1.19, on a

1 fw) = f(2)
a = %L—w—z dw

En reprenant a l'identique I'argument précédent, on obtient a = 0 soit (3.4). 0]

Corollaire 3.2. Soit Q un ouvert non vide de C et f: Q — C une fonction de classe C}.
Soit zg € Q et
Ry = sup{R> 0; D(zp; R[C Q}

Avec la convention D(zp; Ro[= C si Ry = 400, on a D(zp; Ro[C Q, la formule de Cauchy
(3.3) est valable pour tout r €0; Ry| et f est DSE en zy, le développement étant valable sur
D(zo; Ro|. Le rayon de convergence du DSE est donc > Ry.

En particulier, f est analytique sur €2.

Démonstration. Soit R := {R > 0; D(zp; R[C Q}. Il est non vide car € est ouvert.

Cas ou Ry = 400. Soit z € C. Puisque supR = 400, il existe un R € R tel que R >
|2z0| + |2|. On a donc |z — zo| < |20] + |2| < R donc z € D(zp; R[ C §2. Donc €2 contient tout
élément de C, d’ou 2 = C = D(zp; Ry, d’apres la convention.

Cas oul Ry < +00. Soit z € D(zg; Ro[. On a donc |z — zg| < Ry. Par définition de la borne
supérieure, il existe R € R tel que |z — 2| < R < Ry. Comme z € D(zp; R[et RER, z € Q.
D’ott D(2p; Ro[C €2 c’est-a-dire Ry € R.

Dans les deux cas, on a montré que D(zo; Ry| C 2.

Soit r €]0; Ry[. Par la proposition 3.4, on a la formule de Cauchy (3.3). On suit la preuve
de la proposition 2.9 a I’envers, ce qui est possible car, comme f est continue sur le compact
C(zo;7), elle y est bornée donc la majoration (2.17) est valable et la série de fonctions
considérée converge normalement sur C'(zp; 7). On obtient donc (2.16), ¢’est-a-dire un DSE
de f en zy sur D(zo;7| tel que, pour tout n, le coefficient a, est donné par un intégrale
dépendant a priori de n. Mais il n’en est rien, car, sur D(zo;7[, f est la somme d’une
série entiere donc est Cf° et, pour tout n, a, = f™(z)/(n!) (cf. (2.11)). De plus, par le
corollaire 2.1, le rayon de convergence de ce DSE est > r, pour tous les r €]0; Ry[, donc il
est > sup |0; Ro[= Ro. En particulier, ce DSE est valable sur D(zo; Ryl

Ceci étant vrai pour tout zy € 2, on a montré que f est analytique sur 2. 0

En reprenant les résultats sur les séries entieres (cf. corollaire 2.2 et proposition 2.8) et en
utilisant la proposition 3.4 et le corollaire 3.2, on obtient le

Théoréme 3.3. Soit Q un ouvert non vide de C et f : Q@ — C de classe C} sur Q.
Alors f est analytique (donc Cp°) sur Q. De plus, pour tout zy € S0, on a, en définissant
Ry :=sup{R > 0; D(zo; R[ C Q}, les propriétés suivantes :

1. Le DSE Y a,(z — 20)" de f en zo a un rayon de convergence > Ry donc, pour tout
z € D(Z(); Ro[,
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2. Pour tout n € N, on a
(n) 1

n! T 2irm e (W= 20)" L

Vrelo; Ro[, ay

0U Voo ¢ |0;27) — Q est le lacet C* d’image C(zo;7) défini par V... = 2o + 1€, En
particulier, lintégrale précédente ne dépend pas de r.

3. Pour tout r €]0; Ry[, on a la formule de Cauchy sur le cercle C(zo;7) :

Vze D(zor[, f(z) = L/ de

2um w—z

et la propriété

vz € (D(205 Ro[\D(20;7]) , % ij(iU)z
Vzg;r

dw = 0.

On utilise la convention selon laquelle, pour Ry = 400, D(zo; Ro[= C.

Exemple 3.6. La fonction f(z) = 1/z est de classe C} sur C*. Par le théoréme 5.3, elle
est analytique sur C*. Dans l'exemple 3./, on avait déja prouvé l'analyticité f. Pour tout
zo € C*, on avait obtenu explicitement le DSE de f en zg et vu que son rayon de convergence
est |zo|. Ceci est cohérent avec le théoréme 3.3 puisque le disque D(zo; |z0|[ est le plus grand
disque centré en zy et inclus dans C*.

Remarque 3.4. Grace a ce théoreme 3.3, on peut maintenant appliquer les résultats sur
les fonctions analytiques auz fonctions dont on sait seulement qu’elles sont C}.

On est en mesure maintenant de donner une nouvelle preuve du résultat qui établit que, si
une fonction holomorphe a une C-dérivée nulle sur un ouvert connexe par arcs, alors cette
fonction est constante.

Démonstration de la proposition 1.26. Comme f’ est nulle sur €, f' y est continue
donc f est C} sur Q. Par le théoreme 3.3, f est analytique et C5° sur Q. Comme f’ est nulle
sur Q, f™ est aussi nulle sur Q, pour n > 1. Comme € est un domaine, f est constante,
d’apres la proposition 3.3. O
On a montré dans la Section 3.1 (cf. proposition 3.2) que la somme et le produit de fonctions
analytiques étaient analytiques. On n’a cependant pas parlé du quotient ni de la composée.
Cela reste bien entendu vrai mais la preuve directement basée sur la définition de fonction
analytique n’est pas facile a écrire. Avec le théoreme 3.3, on en a une immeédiate.

Proposition 3.5. Quotient et composition.

1. Soit Q un ouvert non vide de C, f,g : Q@ — C analytiques sur ) telles que g ne
s’annule pas. Alors f/g est analytique sur €.

2. Soit 1y et Qg deuzw ouverts non vides de C. Soit f : Qp — C analytique telle que
f(Qf) CQy et g:Q, — C analytique. Alors go f est analytique sur .

Démonstration. Dans les deux cas, on sait que f et g sont C} (cf. proposition 3.1). Par
la proposition 1.24, f/g et go f sont C}, suivant les cas. Par le théoréme 3.3, elles sont aussi
analytiques. ([l
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3.4 Théoreme de Liouville et principe du maximum.

On termine ce chapitre avec deux résultats importants sur les fonctions de classe C}, le
Théoreme de Liouville et le principe du maximum. Comme on montrera que les fonctions
holomorphes sont C} (cf. chapitre 4), ces résultats pourront étre appliqués a des fonctions
dont on sait seulement qu’elles sont holomorphes.

3.4.1 Théoreme de Liouville.
Théoréme 3.4 (Liouville). Si f : C — C est de classe C} et bornée alors f est constante.

Remarque 3.5. Ce résultat est faur pour les fonctions de R dans R méme si on suppose
qu’elles sont la somme d’une série entiere d’une variable réelle. Par exemple, la fonction
sin : R — R est la somme d’une série entiére et est bornée mais n’est pas constante.

Démonstration. Soit n > 1. Comme f est C} sur C, on applique le théoreme 3.3, qui
montre que f est Cp° sur C et, pour tout r > 0 et tout n € N*, on a la formule du 2 de ce
théoreme pour 2y = 0, c’est-a-dire

ORI (w), 1

n! 2 )., wntl 2
0;r

2T
/ f (Teit) et dt .
0

Par hypothese, il existe M > 0 tel que |f| est majorée par M. Par (1.10), on a donc

0

M (n!)

dt <
/r?"L

f (Teit) e—int

2mrn

Comme n > 1, le terme de droite tend vers 0, quand » — 400, donc, passage a la limite dans
les inégalités, 0 < |f™(0)] < 0. D’ott f™(0) = 0. Par la proposition 3.3, f est constante. [J

On donne comme application du théoreme de Liouville une des nombreuses démonstrations
du théoreme de D’Alembert-Gauss, aussi appelé théoreme fondamental de ’algebre.

Théoreme 3.5 (D’Alembert-Gauss). Soit P € C[X] non constant. Alors P admet au moins
une racine dans C.

Démonstration. On raisonne par contraposition : on suppose que P ne s’annule pas et on
montre qu’il est constant.

On a vu dans I'exemple 1.9 que P est C}. Comme P ne s’annule pas, on y a aussi montré
que la fonction f = 1/P est C}.

On montre que f est bornée. Le théoreme de Liouville nous permettra alors de conclure.
Comme P est non nul, il existe n € N et des complexes ay, . .., a,, avec a,, non nul, tels que

n

VzeC, P(z) = Zakzk.

Donc, pour z # 0, on a
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et on pose

Soit R > 1 tel que |a,,_1|+ -+ |ag| < Rla,|/2 (c’est possible car a,, # 0). Pour |z| > R > 1,
on a |z|7% < 1, pour k € N, donc

Ap—1 Qo Qn
ancal + -+ laol _ el
2] -2

[s(2)] <

et lan| < lan + s(2)| + | — s(2)| < |an + s(2)| + |an|/2. D’ou |a, + s(2)| > |a,|/2 et
|f(2)] < 2/|ay|, lorsque |z| > R. Comme f est continue sur D(0; R], elle y est bornée par
un certain M > 0 donc max (M;2/|a,|) majore |f|. Comme f est C} et bornée, elle est
constante par le théoreme 3.4. 0

On a la généralisation suivante du théoreme de Liouville.

Théoreme 3.6. Si f : C — C est de classe C} et s’il existe m € N et C' > 0 tels que, pour
tout z € C, |f(2)| < C|z|™ alors f est une fonction polynéme de degré au plus m.

Démonstration. Voir TD. OJ

Une conséquence de ce résultat est le résultat suivant.

Théoréme 3.7. Si f : C — C est de classe C}. telle que

lim |f(2)] = +oo dans le sens ou
|z| =400

VM>0 3R>0; VzeC, |z|] >R = |f(2)] > M.

Alors f est une fonction polynome.

Démonstration. Voir TD. OJ

3.4.2 Principe du maximum.

Proposition 3.6. Soit f : Q — C de classe C} (donc C°). Alors, pour tout zg € €, pour
tout R > 0 tel que D(zp; R[C Q et tout r €]0; R, on a

21

En particulier, on a, pour tout n € N, l"inégalité de Cauchy

1 2

o= = 0 |f (20 +re)[* dt. (3.5)

2T

) < 2 s £ (3.6)

T 2eC(z0;7)

Démonstration. Soit zop € Q et R > 0 tel que D(zp; R[C 2. D’apres le Théoreme 3.3, on
a, pour tout z € D(zg; R|,

%) (5
- Z / n(' )(z—zo)".

n=0
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On pose a, = f™(z)/(n!), pour tout n € N on prend un r €]0; R[. D’aprés le corollaire 2.1,
la série entiere Y a,(z — 29)" converge normalement sur le compact C(zp;7) donc la suite
croissante (sy)y, définie par

N

SN = Z sup  an (z — 20)|",

n—0 *€C(z0;7)

converge vers un s € R*. Par la proposition 1.14, >~ a,,(z—2¢)" converge vers f, uniformément
sur C'(zp;7), donc la suite (cy)y, définie par

N
cy = sup E a, (z — 20)"| ,
z€ C(zo0;7) n=0

converge vers 0.
Pour N € N et t € [0;27], on pose g(t) := f(z0 + re’) et

gn(t) = Z an (20 + e — z)" Z a, r" et
On a
lgn () = 197 = (gn(t) — g(t); gn(8)) + (9(t); gn(t) — g(t))
donc
Han ) = 19| < |gn(®) = g@®)] (lan @) + |lg®)]) < en (sn + C?SPT)VD'
D’ou

sup |[gn(O)]° = [g(®)*] < en(sv + sup |f]) < en(s+ sup |f]).
te[0;2n] C(zo;7) C(zo;7)

Puisque (cy) v tend vers 0, la suite de fonctions (Jgn|*) ¥ converge donc vers |g|?, uniformément
sur [0; 27]. Par la proposition 1.18, I'intégrale sur [0; 27| de |gn|* tend vers celle de |g|?, quand
N — oo. Donc

27 21
—/ I (20 + )" dt = lim i/ lgn (1) dt . (3.7)
2m Jo 0

N—oco 27
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En reportant ceci dans (3.7), la série Y |a,|? r*" converge et on a (3.5). Chaque terme de la
série dans (3.5) est majoré par le terme de droite donc, pour tout n,

FOCP ™ < (2 swp [fE)P < <n!>2( sup |f<z>|) |

z€ C(zo;7) z€ C(zo;T)

ce qui donne (3.6). O

On en déduit I'important résultat :

Théoréme 3.8 (Principe du maximum). Soit Q un domaine et f : Q@ — C de classe C}.
Si |f| admet un mazimum local en un zy € Q alors f est constante.

Remarque 3.6. Encore une fois ce résultat est totalement fauz pour les fonctions de R dans
R méme si la fonction est la somme d’une série entiere comme le montre 'exzemple de la
fonction sin.

Démonstration. Soit z; € 2. Comme (2 est ouvert, il existe R > 0 tel que D(zo; R[C €.
Supposons que |f| admette un maximum local en zy. Il existe alors ' €]0; R[ tel que, pour
tout z € D(zo;7'[, on ait | f(z0)| > |f(2)|. Soit r €]0;7'[. Comme C(2¢;7) C D(20;7’[, on a,
pour tout ¢ € [0;27], |f(z0 + re)| < |f(z0)| donc

1 2m 1 2w

|f (20 +re) | dt < — [f(z0)dt = [f(z0)].

%0 2w Jo

Comme f est C}, (3.5) est valide, par la proposition 3.6, donc

f(z0)]* > Z

Pour tout n > 1, on a donc f(™(z)r" = 0 et, comme r > 0, on a f™(z) = 0. Par la
proposition 3.3, f est constante. 0]

2
ren,

F™(z0) F™(z0)
n! !

n

2 o)
= G+ )
n=1

Définition 3.4. Soit () une partie non vide de C.  On appelle bord, ou frontiere, de
Uensemble O := Q\ Q. Si Q est ouvert, on a 90 = Q\ Q.

Exemple 3.7. Soit zp € C, R > 0 et Q = D(zo; R| alors 02 = C(zp; R) (c¢f. TD).

Théoréme 3.9 (Principe du maximum, version globale). Soit Q un domaine borné. Soit
[ :Q — C une fonction continue, qui est de classe C} sur Q. Alors f est bornée et

sup |f(z)] = max |f(z)] = max][f(z)]. (3.8)

20 z2eQ z€082

Si, de plus, il existe zo € Q tel que |f(z0)| = sup |f(2)| alors f est constante.
2€Q

Dans le cadre du théoréme 3.9, il existe M > 0 tel que Q C D(0; M| donc Q C D(0; M].
Donc Q est aussi bornée. Comme elle est aussi fermée, Q est compacte. La premicre égalité
dans (3.8) est donc déja établie par le théoreme 1.2. Ce que dit le théoreme 3.9, c’est que
le maximum de |f| sur Q est atteint sur le bord 99 de €. Dans le cas ot ce maximum est
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aussi atteint en z, € €, il est en fait atteint partout sur €2, puisque f est constante.

Démonstration. On vient de vérifier que  est un compact et que la borne supérieure de
|f| sur Q est atteinte. Comme 9Q = Q N (C\ Q), l'intersection de deux fermés, 9 est
fermé. Comme 9 C €, qui est bornée, 9 est borné. Il est donc compact. Par le théoreme
1.2, la borne supérieure de | f| sur 92 est aussi atteinte. Comme 9Q C Q,

max [f(2)| = sup [f(2)| = sup |f(2)| = max [f(2)]. (3.9)

z€Q 2€Q 2€00 z€082

Soit zp un maximum de | f] sur €2.
Cas ou zg € 0€). Alors

max [f(2)| = [f(z0)] = max |f(z)]. (3.10)

2€00Q 2€Q

Cas ou zy € 2. Comme zj est aussi un maximum local de f sur le domaine €2, f est constante

sur 2 égale & un ¢ € C, par le théoréme 3.8. Pour z € , il existe une suite (2 ), d’éléments
de Q telle que z; — z. Par continuité de f, f(z) = lim f(zx) et, comme z; € Q, f(z1) = ¢,

pour tout k, on obtient f(z) = c. f est donc constante sur 2. En particulier,

max [f(z)] = || = max [f(z)].

z2€00 2€Q

Dans les deux cas, on a montré (3.10), ce qui avec (3.9) donne (3.8). O




