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De méme, si la fonction v admet un certain £ pour limite en +oco alors, pour cet ¢, la proposition (4.49)
est vraie et, par I’équivalence, la proposition (4.48) est aussi vraie, donc la suite u tend vers £. Les deux
limites sont bien égales.

Il nous reste donc & montrer la

Proposition 4.40. Dans le cadre précédent, les propositions (4.48) et (4.49) sont équivalentes.

Preuve : On montre successivement ((4.48) = (4.49)) et ((4.49) = (4.48)).

(4.48) = (4.49) : On suppose (4.48) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un N € N tel que V
contienne tous les termes de la suite u & partir du rang N. Soit U := [N; +oo[. C’est un voisinage de +o0.
Soit z€ DNU.Onax € Detx>N,doncu(z) € V. On amontré (4.49).

(4.49) = (4.48) : On suppose (4.49) vraie. Soit V' € V,. Par hypothese, il existe un voisinage U de +oo
tel que u(DNU) C V. Par définition des voisinages de +00, il existe A € R tel que |A;+oo[C U. Par la
propriété d’Archimede (cf. (1.4)), il existe N € N tel que N > |A]| + 1. Soit n € D avec n > N. On a
n >N >|A| > A donc n €]A4;+o00[C U. Comme n € DNU, on a u, = u(n) € V. On a montré (4.48). O

Du fait de cette équivalence, un bon nombre de résultats sur les limites de suites sont en fait des cas
particuliers de résultats sur les limites de fonctions. Dans de nombreux cas, on remarque que la preuve du
résultat sur les suites est une simple adaptation de la preuve du résultat correspondant sur les fonctions.

On termine cette partie en donnant une liste de propriétés sur les limites de suites qui se déduisent de
propriétés sur les limites de fonctions.

La proposition 3.35 est une conséquence des propostions 4.11 et 4.18.
La proposition 3.40 est une conséquence de la proposition 4.26.
La proposition 3.43 est une conséquence de la proposition 4.27.
La proposition 3.45 est une conséquence de la proposition 4.32.
La proposition 3.46 est une conséquence de la proposition 4.32.
La proposition 3.47 est une conséquence de la proposition 4.33.
La proposition 3.48 est une conséquence de la proposition 4.36.
La proposition 3.49 est une conséquence de la proposition 4.37.
La proposition 3.51 est une conséquence de la proposition 4.38.

__,__f

5 Continuité sur un intervalle de fonctions réelles.

Dans cette partie, on va s’intéresser aux fonctions réelles continues sur un intervalle. On établit d’abord
le théoreme des valeurs intermédiaires. On montre ensuite la bornitude des fonctions continues sur un
segment. Enfin, on s’intéresse a la notion de continuité uniforme qui est importante pour définir 'intégrale
de Riemann des fonctions continues.

5.1 Théoréme des valeurs intermédiaires.

On rappelle que la notion de continuité sur un intervalle a été définie dans la définition 4.14. On montre
ici le théoreme des valeurs intermédiaires qui dit essentiellement que I'image par une fonction continue
d’un intervalle n’a pas de “trou”.

Théoréme 5.1. Théoréme des valeurs intermédiaires. Soit D une partie non vide de R, I un intervalle non
vide inclu dans D et f : D — R une fonction réelle qui est continue sur I. Alors, pour tout (a;b) € I?,

i pour tout réel £ compris entre f(a) et f(b), il existe x € I compris entre a et b tel que £ = f(x).
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Preuve : Soit (a;b) € I? et £ compris entre f(a) et f(b).

Sif = f(a) (resp. £ = f(b)), x = a (resp. © = b) convient.

Si f(a) = f(b), £ = f(a) donc x = a convient.

Si a =b, on a encore f(a) = f(b) donc £ = f(a) et £ = a convient encore.

On suppose désormais que a # b, f(a) # f(b), £ # f(a) et £ # f(b). On traite séparément les trois cas
suivants : (a < b et f(a) > f(b)); (a <bet f(a) < f(b)); a > b.

a). Casoua <bet f(a) > f(b). Soit £ €]f(b); f(a)[. Soit
A= {z € [ab]; flz) > ().

A est non vide car a € A, par hypothese. On a A C [a;b] C I. Soit s = sup A. Comme A est majorée
par b, s < b. Comme a € A, a < s. Donc s € [a;b] C I. Par la proposition 3.50, il existe une suite
(5n)neny € AN telle que s = lims,,. Comme f est continue sur I, elle est continue en s donc, par
la proposition 4.15, lim f(s,) existe et vaut f(s). Pour tout n € N, s,, € A donc f(s,) > ¢. Par
passage & la limite n — 400 dans ces inégalités (cf. proposition 3.48), on obtient f(s) > £.
Supposons f(s) > £. On a forcément s # b car f(b) < £ et, comme s < b, on a en fait s < b. Comme
lim f(xz) = f(s), on a, pour € = (f(s) —¥¢) > 0, existence d’'un § > 0 tel que, pour tout =z € D
r—Ss

avec |x — s| < §, on ait |f(x) — f(s)] < e (cf. (4.11)). Soit g = s + (1/2) min(b — s;0) > s. On a
|zg — 8| < 0 et xg €]s;8] C [a;b] € I C D. Donc xg € D. On a donc |f(zo) — f(s)| < € soit, en
particulier, f(z¢) > f(s) —e = £. Comme x € [a;b], on a donc zg € A. Par définition de s, s > xo.
Contradiction avec xg = s+ (1/2) min(b — s;9) > s.

L’hypotheése f(s) > ¢ est donc fausse. On a donc f(s) < £. Comme f(s) > ¢, on obtient f(s) = ¢
avec s € [a; b].

b). Cas o a < b et f(a) < f(b). Soit £ €]f(a); f(b)[. On considere la fonction g = —f, qui est
définie sur D. Comme f est continue sur I, g est continue sur I par la proposition 4.32. De plus,
gla) = —f(a) > —f(b) = g(b). D’apres le a) appliqué a g, tout réel £’ compris entre g(a) et g(b) est
I'image par g d’un certain &’ € [a;b]. Comme —¢ €] — f(b); —f(a)[=]g(b); g(a)], il existe donc un
x € [a;b] tel que g(z) = —¢. D’ou f(z) = —g(x) = £.

c¢). Cas ot @ > b. Soit £ strictement compris entre f(a) et f(b). On considére h : [—b; —a] — R définie
par h(z) = f(—x). On sait que Papplication Id est continue sur R donc, par la proposition 4.32, il en
est de méme de —Id. Comme —Id envoie [—b; —a] sur [a; b], ou1 f est continue, on a, par composition,
la continuité de h (cf. corollaire 4.30). De plus, ¢ est compris entre f(a) = h(—a) et f(b) = h(—b).
On applique & h avec (a; b) remplacé par (—b; —a) le a) si h(—b) > h(—a) oule b) si h(—b) < h(—a).
Il existe donc y compris entre —b et —a tel que h(y) = £. D’ou £ = h(y) = f(—y) avec —y compris
entre a et b. O

Une application classique de ce résultat est la suivante. Si un fonction continue sur un intervalle prend
une valeur positive et une valeur négative sur cet intervalle, alors elle s’annule sur cet intervalle. Il suffit
d’appliquer le théoréme 5.1 avec f(a) une valeur positive et f(b) une valeur négative.

Voyons maintenant une conséquence importante du théoreme 5.1. L’image par une fonction continue d’un
intervalle n’a pas de “trou”.

Corollaire 5.2. Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction réelle et continue sur I.
Alors Uimage f(I) de I par [ est un intervalle de R.

Preuve : Comme I est non vide, f(I) est aussi non vide. Soit v_ := inf f(I) € (RU {—oc0}) et v} :=
sup f(I) € (RU {400}). On montre d’abord 'inclusion |v_;vy[C f(I) puis que f(I) est un intervalle.
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r 1. Siv_ = vy, lintervalle Jv_; vy [ est vide donc inclu dans f(I). On suppose désormais que v_ # v,.
On a forcément v_ < vy, par la proposition 1.13. Soit y €]v_;v[. Comme y > v_, y ne minore pas

f(I). Il existe donc z_ € I tel que f(z_) < y. Comme y < vy, y ne majore pas f(I). Il existe donc
x4 €I tel que y < f(zy). Par le théoréme 5.1 avec D remplacé par I, (a;b) remplacé par (z_;z4)
et £ remplacé par y, il existe x compris entre z_ et x4 tel que y = f(z). Comme I est un intervalle,
x € I, donc y € f(I). Ceci étant vrai pour tout y €Jv_;v,[, on a montré que Jv_; v, [C f(I).

2. On montre que f(I) est 'un des intervalles suivants : Jv_; vy [, Jv_;v4], [v—;vy[ et [v_;v4].

a). Cas ol (v_;vy) € R2. Par définition de v_ et vy, on a, pour tout x € I, v_ < f(z) < vy.

Donc f(I) C [v—;vy]. D’apres le 1, Jv_; vy [C f(I) donc f(I) est I'un des ensembles : Jv_;vy],
Jo—;vi], [v—;vi] et [v—;v4], qui sont tous des intervalles.

as ol v— € R et v4 = +oo. Par définition de v_, on a, pour tout € I, v_ < f(x). Donc
fI) C [v—;+oo[. D’apres le 1, Ju_; +oo[C f(I) donc f(I) est I'un des ensembles : Ju_; +oo] et
[v_;4o00], qui sont tous des intervalles.

c). Cas ot v = —oc0 et vy € R. Par définition de vy, on a, pour tout z € I, f(z) < vy. Donc
f(I) C] —oo;v4]. D’apres le 1, | — co; v [C f(I) donc f(I) est 'un des ensembles : | — oo; v4 |
et | — oo;v4], qui sont tous des intervalles.

d). Cas ot v— = —00 et vy = +o0. Par 1, | — oo; +00[C f(I) donc f(I) =] — co; +o0[=R, qui est
bien un intervalle. O

T.E.S
' Attention : Le résultat ne dit pas que I et f(I) sont forcément des intervalles de méme nature. Il est

T.E.S.

sgible que I soit un intervalle ouvert tandis que f(I) est un intervalle fermé. Voyons un exemple. Soit
I=]-2;2[et f: I — R définie par f(x) =z+2sixz €]—2;-1], f(x) = —axsiz €]-1;1], et f(z) =a—-2
si x € [1;2[. On vérifie que f est bien continue.
On montre maintenant que f(I) = [—1;1].
Sur | — 2;—1], f est croissante donc, pour z €] — 2;—1], on a 0 = lirglf < f(z) < f(=1) = 1 donc

f(z) € [0;1]. Sur | — 1;1[, f est décroissante donc, pour x €] — 1;1[, on a 1 = f(-1) = (liII)1+f >
—1
f(z) > limf = f(1) = —1 donc f(z) € [—1;1]. Sur [1;2[, f est croissante donc, pour = € [1;2[, on a
=
—1=f(1) < f(z) < liénf =0 donc f(x) € [-1;0]. On a montré que f(I) C [-1;1].

Soit y € [-1;1]. Siy =1 alors y = f(—1). Siy = =1 alors y = f(1). Siy €] — 1;1], y = f(—y). Donc
y € f(I). On a montré que [—1;1] C f(I).

Donc f(I) = [—1;1], qui est bien un intervalle fermé.

On peut aussi avoir I non borné et f(I) borné. C’est le cas pour f : [1; +oo[— R définie par f(x) = 1/x.
On vérifie que, dans ce cas, f(I) =]0;1].

5.2 Bornitude sur un segment.

On vient de voir que I'image par une fonction continue d’un intervalle est un intervalle mais pas forcément
de méme nature. Il y a cependant un cas particulier important : le cas ou I est un intervalle fermé et
borné. Dans ce cas, on a aussi plus de précisions sur le comportement de la fonction continue.

Théoréme 5.3. Théoréme de Heine.
Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R une fonction continue. Alors f est bornée et atteint ses
bornes, i.e. l'image f([a;b]) de [a;b] par f est bornée et il existe (c;d) € [a;b]? tel que

f(e) = inf f = inf f([a; b]) et f(d) = supf = sup f([a;B]).

En particulier, f(c) est le minimum de f([a;b]) et f(d) est le mazimum de f([a;b]). De plus, f([a;b]) =
[inf 3 5up f].
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0

2

1. On montre d’abord par ’absurde que f est bornée.

a).

Supposons que f ne soit pas majorée. Pour tout n € N, n ne majore pas f([a;b]) donc il existe
T, € [a;b] tel que f(z,) > n. Comme la suite x = (2, )nen est & valeurs dans [a; b], elle est
bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (cf. théoréme 3.59), il existe une extractrice
¢ : D — N (ou D est une partie infinie de N) telle que z o ¢ soit convergente vers un certain
¢ € R. Comme, pour tout n € D, a < z,(,) < b, on a, par passage a la limite n — +oo dans les
inégalités (cf. proposition 3.48), a < ¢ < b. Comme f est continue sur [a; b], elle est continue au
point £. D’apres la caractérisation séquentielle de la limite finie en £ de f (cf. proposition 4.15),
la suite (f(2y(n)))nep converge vers f(£).

Par ailleurs, on a, pour tout n € D, f(xw(n)) > p(n). On sait que @ est une suite tendant vers
+o0o (cf. proposition 3.54). Par le théoreme des gendarmes (cf. proposition 3.48), on déduit
des inégalités précédentes que (f(Ty(n)))nep tend vers +oo. Contradiction puisqu’on a montré
que cette suite tend vers f(¢) € R.

La fonction f est donc majorée.

upposons que f ne soit pas minorée. Pour tout n € N, —n ne minore pas f([a;b]) donc il existe
Zn € [a;b] tel que f(x,) < —n. Comme la suite © = (2, )nen est & valeurs dans [a; ], elle est
bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (cf. théoreme 3.59), il existe une extractrice
¢ : D — N (ou D est une partie infinie de N) telle que z o ¢ soit convergente vers un certain
¢ € R. Comme, pour tout n € D, a < z,(,) < b, on a, par passage a la limite n — +oo dans les
inégalités (cf. proposition 3.48), a < ¢ < b. Comme f est continue sur [a; ], elle est continue au
point £. D’apres la caractérisation séquentielle de la limite finie en £ de f (cf. proposition 4.15),
la suite (f(2,(n)))nep converge vers f(£).

Par ailleurs, on a, pour tout n € D, f(z,(,)) < —¢(n). On sait que ¢ est une suite tendant
vers +oo (cf. proposition 3.54) donc —¢p tend vers —oo (cf. proposition 3.49). Par le théoréme
des gendarmes (cf. proposition 3.48), on déduit des inégalités précédentes que (f(Zy(n)))nen
tend vers —oo. Contradiction puisqu’on a vu que cette suite tend vers f(¢) € R.

La fonction f est donc minorée.

. On montre maintenant que les bornes supérieure et inférieure de f sont des valeurs de f.

a).

Notons m4 = sup f. On sait, par 1, que m4 € R. D’apres la caractérisation séquentielle de la
borne supérieure (cf. proposition 3.50), il existe une suite d’éléments de f([a;b]) qui converge
vers m,, c'est-a-dire il existe une partie infinie D de N et (2,,)nep € [a;b]P tels que la suite
(f(xn))nep converge vers my. En procédant comme au l.a), on montre existence d’une
extractrice ¢ : D’ — D (ou D’ est une partie infinie de N) telle que x o ¢ soit convergente
vers un certain £y € [a;b]. Comme [ est continue sur [a;b], elle est continue en ¢,. D’apres
la caractérisation séquentielle de la limite finie en ¢4 de f (cf. proposition 4.15), la suite
(f(2p(n)))nepr converge vers f(£). Comme cette suite (f(2y(n)))nep est une sous-suite de
la suite convergente (f(zn))nep, elle converge donc vers m. (cf. proposition 3.55). Par unicité
de sa limite (cf. proposition 3.35), on a donc my = f(£4).

. Notons m_ = inf f. On sait, par 1, que m_ € R. D’apres la caractérisation séquentielle de la

borne inférieure (cf. proposition 3.50), il existe une suite d’éléments de f([a;b]) qui converge
vers m_, c’est-a-dire il existe une partie infinie D de N et (x,,)nep € [a;b]P tels que la suite
(f(xn))nep converge vers m_. En procédant comme au 1.b), on montre 'existence d’une
extractrice ¢ : D’ — D (ou D’ est une partie infinie de N) telle que x o ¢ soit convergente
vers un certain £_ € [a;b]. Comme f est continue sur [a;b], elle est continue en ¢_. D’aprés
la caractérisation séquentielle de la limite finie en ¢_ de f (cf. proposition 4.15), la suite
(f(@p(n)))nepr converge vers f(£_). Comme cette suite (f(2y(n)))nep est une sous-suite de
la suite convergente (f(z,))nep, elle converge donc vers m_ (cf. proposition 3.55). Par unicité
de sa limite (cf. proposition 3.35), on a donc m_ = f(¢_).


Jecko Thierry


Jecko Thierry


Jecko Thierry
T.E.S. 

Jecko Thierry
T.E.S. 


Cours d’analyse, 13-12-2023 92

3. On montre que f([a;b]) = [inf f;sup f].

Par définition des bornes supérieure et inférieure, on a f([a;b]) C [inf f;sup f]. Par 1 et 2, on sait
que inf f € f([a;b]) et sup f € f([a;b]). Par le corollaire 5.2, on sait que f([a;b]) est un intervalle.
Donc f([a;b]) contient [inf f;sup f]. On a montré ’égalité souhaitée par double inclusion. O

T.E.S.

5.3 Continuité uniforme.

Dans cette partie, on se propose d’introduire une notion de continuité uniforme, qui est plus forte que
la continuité (elles sont cependant équivalentes sur un segment, comme on va le voir). Cette notion de
continuité uniforme est utile pour définir I'intégrale de Riemann d’une fonction continue sur un segment.

Avant de définir la continuité uniforme, faisons un petit jeu : chercher 'erreur ? On sait que la fonction
f:]0; +oo][— R, qui & & > 0 associe 1/, est continue sur ]0; +oo[ (cf. propositions 4.23 et 4.32). Donc,
pour chaque a €]0; 400/, elle est continue au point a. Ceci veut dire en particulier que, pour € = 1, on peut
trouver un 6 > 0 tel que, pour tout x €]0; +o00[N]a—d; a+4[, on ait | f(z) — f(a)| < 1 (cf. propositions 4.13
et 4.22). En prenant x = a + /2 > 0, on a donc

1 1 )

R - .
” |a a+6/2‘ a(2a + 9)

(5.1)

D’apres les opérations sur les limites (cf. proposition 4.37), la limite & droite, quand @ — 0%, du membre
de droite de I'inégalité précédente (5.1) est +oo alors que ce terme est majoré par 1 1?7 Ol est la faute ?

Dans le raisonnement précédent, on a fait comme si § ne dépendait pas de a lorsqu’on a affirmé, a l'aide
de la proposition 4.37, que la fraction de droite dans (5.1) tend vers +o0, quand a tend vers 07. Puisque
I'on a obtenu une contradiction, cette indépendance supposée de § par rapport & a est fausse.

Dire qu'une fonction est uniformément continue signifie essentiellement que “le § peut étre choisi indépendant
du a”. Le raisonnement précédent montre donc la fonction f n’est pas uniformément continue. Précisément,
on a la

Définition 5.4. Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — R. On dit qu’elle est uniformément
continue (sur D) si

Ye>0, 36>0; V(r;2')eD?, <|x—a:’\ <6 = |f(z) - f(2')] < e). (5.2)

11 se trouve que cette notion est plus forte que la continuité sur D (on exige plus de la fonction que pour
avoir la continuité sur D) comme 1’établit la

Proposition 5.5. Soit D une partie non vide de R. Si une fonction f : D — R est uniformément continue
sur D alors elle est continue sur D.

Preuve : Soit @ € D. On montre que f est continue en a. Pour ce faire, on montre (4.11) avec £ = f(a).
Soit € > 0. D’apres (5.2), il existe § > 0 tel que
V(z;2') € D2, (|x—a:’\ <6 = |f@) — f(&)] < e). (5.3)

Soit € DNja—§; a+§[. D’apres la propriété (5.3) avec 2’ = a, on a |f(z) — f(a)| < €, puisque |x —al < 4.
On a montré (4.11) donc la continuité de f en a. Ceci étant vrai pour tout a € D, on a montré la continuité
de f sur D. m

On vient en fait de montrer que la continuité uniforme, qui est caractérisée par (5.2), implique la continuité
sur D est caractérisée par

VaeD, Ye>0, 36>0; VzeD, (|xfa|<6:>|f(x)ff(a)|<e). (5.4)
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On remarque que la différence entre (5.2) et (5.4) (en posant ' = a) réside dans la position du terme
“Ya' € D”. Dans (5.2), ce terme apparait apres § tandis que dans (5.4), il figure avant §. Lorsqu’on a (5.4)
avec un 0 indépendant de a alors on récupere (5.2). Cela ne se produit pas toujours comme le montre
I’exemple plus haut mais c’est ce qu'il se produit pour les fonctions continues sur un segment, comme
Patteste la suite de Théoreme de Heine (cf. théoreme 5.3) :

Théoréme 5.6. Théoréme de Heine (suite).
Soit (a;b) € R? avec a <b et f: [a;b] — R. Si f est continue alors elle est uniformément continue.

Démonstration : On suppose f continue. On procede par l'absurde. On suppose donc que f n’est pas
uniformément continue. La négation

Je>0; V§>0, 3I(x;2)) € [a;b]?; <|x—x'|<(5 et ’f(x)—f(x’)’Ze) (5.5)

de la proposition (5.2) est donc vraie. Soit ¢y > 0 un tel e. Pour tout n € N et pour § = 27", (5.5) nous
permet de trouver (un;vy,) € [a;b]? tel que |u, —v,| < 6 et |f(un) — f(vn)| > €. On a ainsi construit deux
suites (un)nen €t (Un)neny d’éléments de [a; b], donc bornées. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (cf.
théoreme 3.59), on peut extraire de (uy,), une sous-suite (uy(n))nen convergente (avec ¢ : N — N une
injection croissante). Soit ¢ sa limite. Comme, pour tout n € N, a < g,y < b, on obtient, par passage a
la limite dans les inégalités (cf. proposition 3.48), ¢ € [a; b].

Comme (2%(™),,c est une sous-suite de la suite géométrique (2~"),en, de raison 1/2 € [0; 1[, lim 2% =
0 par les propositions 3.58 et 3.55. Pour tout n € N, on a ugn,) —2-%(n) < Vgp(n) < Ug(n) +2-¢(n) (Vg(n))n
avec lim ug () — 2-¢(") = 0 = lim Ug(n) + 2-9(") Par le théoréme des gendarmes (cf. proposition 3.48), la
suite (Vy(n))nen converge aussi vers c.

Comme f est continue au point c, les suites (f(ug(n))nen et (f(vg(n))nen convergent vers f(c) (cf.
proposition 4.15) donc, par différence, lim(f(ugn))nen — f(vgm)) = 0 (cf. proposition 3.46). Par la
proposition 3.45, la suite (| f(ugmn)) — f(Ven))|)nen converge aussi vers 0. Par passage a la limite dans
les inégalités, vraies pour tout n, |f(uem)) — f(vem))| > €o (cf. proposition 3.48), on obtient 0 > ¢,
c’est-a-dire une contradiction.

On a donc montré que f est uniformément continue. 0

Un autre exemple de fonctions uniformément continues sur un intervalle est fourni par les fonctions
lipschitziennes que 1’on va voir maintenant.

Définition 5.7. Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R.

1. Soit k € R*. On dit que f est k-lipschitzienne (sur I) si
V(z;2') e I?, |f(z) — f@@)] < k-|z—2a]. (5.6)

2. On dit que f est lipschitzienne (sur I) s’il existe k € RT tel que f soit k-lipschitzienne.

Etant donné un intervalle non vide I de R, on voit que la fonction identité Id : I — R est 1-lipschitzienne.
D’apres (2.12), la fonction valeur absolue est 1-lipschitzienne sur R. On remarque aussi que les fonctions
0-lipschitziennes sur I sont les fonctions constantes sur I.

Proposition 5.8. Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction lipschitzienne sur I est uniformément
continue sur I (en particulier continue sur I).

Preuve : L’affirmation entre parathese découle de la proposition 5.5. Soit f : I — R lipschitzienne. Il
existe donc un k € R* tel que f soit k-lipschitzienne. On montre (5.2) avec D remplacé par I.
Soit € > 0. On choisit § = €/(k + 1). Soit (z;2’) € I? avec |z — 2’| < §. D’apres (5.6),
€
k+1

On a bien montré (5.2). O

|f(@) = f(a")| < k-|o—2a'| < k- < €
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6 Dérivabilité.

Dans cette partie, on s’intéresse a la notion de dérivabilité pour une fonction & valeurs dans K avec K = C
ou K=R.

6.1 Nombres dérivés, dérivée.

Soit D une partie infinie de R, f : D — K et a € D. Pres de a, on cherche a approcher “le mieux possible”
le graphe de f par une droite non verticale passant par le point (a; f(a)).

Les droites de ce type se distinguent les unes des autres par leur pente. S’il existe une telle droite qui
approche “mieux” le graphe de f que les autres, on dira que f est dérivable en a et la pente p de cette droite
sera le nombre dérivé de f en a. Dans ce cas, le nombre dérivé en a donne une idée du comportement de
f pres de a puisque le graphe de f y ressemble a la droite d’équation y = f(a) + p(z — a). Cette derniére
sera appelée la tangente a f en a.

Si D = {0} U[l;400[ et a = 0, par exemple, on sent qu’aucune droite passant par (a; f(a)) n’approchera
le graphe de f mieux que les autres. On remarque que, dans ce cas, 0 n’est pas adhérent & D\ {0}. On
ne peut pas s’approcher de 0 en restant dans D \ {0}.

Pour éviter ce phénomene, on imposera que a soit adhérent & D \ {a}.

Comment exprimer que le graphe de f est proche d’une droite, prés de a 7 Cela revient essentiellement
a dire que, pres de a, f est proche de g, ou g est la fonction dont le graphe est la droite en question.
Comment exprimer que f est proche de g, pres de a ? Une fagon naturelle est de dire que, pres de a, la
différence f — g doit étre négligeable devant g — g(a). Bref, on demande que f(z) — g(x) soit un petit “o”
de x — a, c’est-a-dire le produit de (z — a) par une fonction qui tend vers 0 en a.

Voyons un peu ce que veut dire cette derniere propriété. C’est ’objet de la proposition suivante.

Proposition 6.1. Soit D une partie non vide de R, f: D — K, L € K et a € D qui est adhérent ¢ D\ {a}.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. 11 existe un voisinage Uy de 0 et une fonction n: Uy — K tels que lignn =0 et, pour tout h € Uy
avec a +h € D,
fla+h) = f(@) +h-+h-nlh). (6.1)

i J@th) = f(a)

h—0 h

5 i @)= 1)

T—a Tr—a

existe et vaut £.

existe et vaut £.

Remarque 6.2. On rappelle que la notion de translation a été introduite dans la proposition 4.23 et
utilisée dans la preuve du corollaire 4.29. Dans le cadre de la proposition 6.1, soit Uy un voisinage de
0. L’ensemble {h € Up;a + h € D} est égal a t,(D) N Uy et est aussi égal au domaine de définition de
la restriction a Uy de la fonction f(a 4+ -). D’apreés la preuve en question, 0 est adhérent a t,(D) donc
0 est aussi adhérent a {h € Up;a + h € D}. De méme, l'ensemble {h € Uy \ {0};a + h € D} est égal d
ta(D) N (Ug \ {0}) et, comme a est adhérent ¢ D\ {a}, la preuve mentionnée établit que 0 est adhérent d
{h € Uy \ {0};a + h € D}. Cet ensemble est aussi le domaine de définition de la restriction ¢ Uy de la
fonction h — (f(a+h) — f(a))/h.

Preuve de la proposition 6.1 : L’équivalence (2 <= 3) découle du corollaire 4.29. On montre I’équivalence
(1 = 2).

1 = 2: On suppose 1 vraie. Pour étudier la limite du 2, on peut restreindre h & Uy (cf. proposition 4.18).
Pour h € Uy \ {0} avec a + h € D, on a, d’aprés 'hypothese,

fla+h) = fla)

Y = {4+ n(h).
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Comme li(r)nn = 0, le membre de gauche tend vers ¢ en 0, par somme (cf. proposition 4.32). On a donc

montré 2.
2 = 1 : On suppose 2 vraie. Soit 7 :] — 1; 1[— K définie par n(h) =0 si a+ h & D, par n(0) = 0 et par

n(h) = wih

sih#0eta+heD.
Uy :=] — 1;1] est bien un voisinage de 0. De plus, pour h €] — 1;1] tel que a + h € D, on a bien (6.1) (y
compris pour h = 0). Il reste & montrer que lignn = 0. On le fait en utilisant (4.11).

Soit € > 0. D’apres 'hypothese, il existe §' > 0 tel que, pour h €] — ¢’; [ avec a + h € D, on ait

fla+h) = f(a)

N -/l < €.

Soit 6 = min(1;4¢’). Pour h €] — 0;6[C] — 1;1[,on a,sia+h &€ D, In(h)] =0 < ¢, et,sia+h €D, on a
h €] —¢';0'] et, d’apres ce qui précede, |n(h)| < e. On a montré 1. O

Définition 6.3. Soit D une partie non vide de R, f : D — K et a € D qui est adhérent a D\ {a}.
Lorsqu’une (donc toutes les) propriété(s) de la proposition 6.1 est (sont) vérifiée(s), on dit que f est
dérivable en a et que { est le nombre dérivé de f en a. On note ce dernier par f'(a). La droite d’équation
y = f(a) + f'(a)(x — a) est appelée la tangente ¢ f en a.

Lorsque a est adhérent d |a;+oo[ND et que l'une (donc toutes les) propriété(s) de la proposition 6.1 est
(sont) vérifiée(s) avec f remplacée par sa restriction fijq.4ocjnp @ [a;+00[ND, on dit que f est dérivable
a droite en a et que £ est le nombre dérivée de f en a a droite. On note ce dernier par f)(a). La droite
d’équation y = f(a) + f'(a)(x — a) est appelée la demi-tangente & f en a & droite.

Lorsque a est adhérent ¢ | — o0o;a[ND et que l'une (donc toutes les) propriété(s) de la proposition 6.1 est
(sont) vérifiée(s) avec f remplacée par sa restriction fjj_oc;qjnp @] —00;a|ND, on dit que f est dérivable
a gauche en a et que { est le nombre dérivée de f en a a gauche. On note ce dernier par f,(a). La droite
d’équation y = f(a) + f'(a)(xz — a) est appelée la demi-tangente & f en a d gauche.

Soit D' une partie de D. On dit que [ est dérivable (resp. dérivable a droite, resp. dérivable & gauche) sur
D' si, pour tout a € D', f est dérivable (resp. dérivable d droite, resp. dérivable & gauche) en a. Dans ce
cas, la dérivée (resp. dérivée a droite, resp. dérivée & gauche) de f sur D' est la fonction f': D' — K
(resp. fy: D' — K, resp. f,: D' — K) qui, a x € D’ associe f'(z) (resp. fy(x), resp. fy(z)).

Remarque 6.4. Dans le cadre de la définition 6.3, on suppose que [ est dérivable en a. Pour p € K, soit
gp : R — K définie par g,(z) = f(a) +p(x —a). On a gp(a) = f(a). Le graphe de g, est donc une droite
non verticale qui passe par le point (a; f(a)). On a, pour h € Uy avec a + h € D,

fla+h) = gpla+h) = h-(f(a) —p+nh).

Sip= f'(a) alors |f(a+h) — gp(a+h)| < |h|-|n(h)| avec h et n(h) tendant vers O quand h tend vers 0.
Sip # f'(a) alors, comme n(h) tend vers 0 quand h tend vers 0, il existe & > 0 tel que, pour h € UpN|—6;d]
avec a + h € D, on ait

lp — f'(a)]

)| < L

Pour h € UpN| — ;6] avec a + h € D, on a donc

b~ S

[fla+h) = gla+h)| = |h] - =

Le terme de droite tend certes vers 0 en 0 mais comme h, donc “moins vite” que hn(h). C’est dans ce
sens que la tangente a f en a (i.e. g/ (q)) est plus proche de f que les autres droites g,.

Voyons quelques exemples simples. Soit D une partie infinie de R et a € D tel que a soit adhérent a
D\ {a}. Soit ¢ € K et f: D — K la fonction constante égale & ¢. Pour h € R avec a + h € D, on
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a fla+h) =c= f(a) = fla)+h-0+h-n(h) on n : R — R est la fonction nulle. Par le 1 de la
proposition 6.1, f est dérivable en a de nombre dérivé 0.

Vérifions que la fonction Idp : D — R définie par Idp(x) = = est dérivable en a de nombre dérivé 1.
Pour h e Raveca+h € D,onaldp(a+h) =a+h=1Idp(a)+h =Idp(a)+h-1+h-n(h)oin: R — R
est la fonction nulle. Par le 1 de la proposition 6.1, Idp est dérivable en a de nombre dérivé 1.

En particulier, si D est un intervalle, tout point a de D est adhérent & D\ {a} donc f est dérivable sur
D de dérivée nulle sur D et Idp est dérivable sur D de dérivée la fonction constante égale & 1 sur D.
On a montré la

Proposition 6.5. Soit D une partie infinie de R, f : D — K, a € D qui est adhérent a D \ {a}. Soit
ceKetf:D— K la fonction constante égale a c. Alors f est dérivable en a de nombre dérivé 0.
L’application Idp : D — R définie par Idp(z) = z, est dérivable en a de nombre dérivé 1.

Dans le cas ou D est un intervalle, f' est la fonction nulle sur D et Idp, est la fonction constante égale
a1l surD.

Voyons maintenant un lien entre continuité et dérivabilité.

Proposition 6.6. Soit D une partie non vide de R, f : D — K, a € D qui est adhérent a D\ {a}. Si
f est dérivable en a alors f est continue en a. En particulier, si f est dérivable sur une partie D' de D
alors elle est continue sur D’.

Remarque 6.7. On a aussi une version “a droite” et une version “a gauche” de la proposition 6.6.
Lorsque a est adhérent a ]a;+oo[ND, on peut appliquer la proposition 6.6 a la restriction Jljas+oolnD de
f a [a;+o0o[ND. Cela donne Uimplication : si f est dérivable en a & droite alors f est continue en a a
droite.

Lorsque a est adhérent a | —oo;a] N'D, on peut appliquer la proposition 6.6 a la restriction fj—sc:a)np de
f a]—o0;alND. Cela donne Uimplication : si f est dérivable en a & gauche alors f est continue en a a
gauche.

Preuve de la proposition 6.6 : Par hypothese, la propriété 1 de la proposition 6.1 est vraie. On sait que

lim h = 0 et, comme lim 5(h) = 0, on a, par produit (cf. proposition 4.32), lim hn(h) = 0. Chacun des
h—0 h—0 h—0

termes du membre de droite de 1'égalité (6.1) a donc une limite en 0, & savoir f(a), 0 et 0, respectivement.
Par somme (cf. proposition 4.32), on en déduit que le membre de droite de (6.1) tend vers f(a), ce qui
démontre que f a une limite en a donc f est continue en a. O

Attention : la réciproque est fausse. Une fonction continue en un point peut ne pas étre dérivable en ce
point. C’est ce qui se produit avec la fonction f : R — R définie par f(z) = |z|. On peut vérifier qu’elle
est continue en 0, dérivable a droite en 0 de nombre dérivé a droite 1, dérivable a gauche en 0 de nombre
dérivé a gauche —1, mais qu’elle n’est pas dérivable en 0.

Proposition 6.8. Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — K et g : D — K deux fonctions
dérivables sur D. Soit A € K.

1. Alors les fonctions f + g, f - g et Af sont dérivables sur D de dérivée f' +4', f'-g+ f-g et A\f',
respectivement.

2. Si, de plus, f ne s’annule pas sur D, alors 1/ f est définie et dérivable sur D, de dérivée —f'/f>.
3. L’application f : D — K, définie par, pour x € D, f(z) = f(x), est dérivable sur D et (f) = f'.

Preuve : Soit a € D. Par hypothese, a est adhérent & D\ {a} et on sait que le 1 de la proposition 6.1 est
vral pour f et pour g. Il existe donc un voisinage U; de 0 et une fonction 7, : Uy — K, tendant vers 0
en 0, tels que, pour h € Uy avec a+ h € D, on ait (6.1) avec n remplacée par 1y, c’est-a-dire

fla+h) = fla) + h-f'(a) + h-m(h). (6.2)
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Il existe un voisinage Us de 0 et une fonction 72 : Us — K, tendant vers 0 en 0, tels que, pour h € U,
avec a + h € D, on ait (6.1) avec f remplacée par g et n remplacée par n,, c’est-a-dire

gla+h) = gla) + h-g'(a) + h-na(h) . (6.3)

Soit Uy = Uy NUs,. C’est un voisinage de 0 (cf. proposition 2.15). Pour h € Uy avec a + h € D, on a donc,
par (6.2),

A Plat+h) = - Fla) +h- (A fa) + h-(A-m)h),
ou la fonction An; tend vers 0 en 0 (cf. proposition 4.32). Donc Af est dérivable en a de nombre dérivée

A (a).
Pour h € Uy avec a + h € D, on a, par (6.2) et (6.3),

(f +9)a+h) = (f+g)a) + h- (f'(a) + ¢'(a) + h-(m +m)h),
ou la fonction 1y 4+ 12 tend vers 0 en 0 (cf. proposition 4.32). Donc f + g est dérivable en a de nombre
dérivé f'(a) + ¢'(a).
Pour h € Uy avec a + h € D, on a, par (6.2) et (6.3),
(f - 9)a+h) =(f-g)a) + - (f(a) gla) + fla) g'(a))
+ h- (hf'(a)g'(a) + (9(a) + hg'(a))m(h) + (f(a) + hf'(a))na(h) + hap(h)n2(h)) |

avec

lim (hf'(a)g'(a) + (9(a) + hg'(a))mi(h) + (f(a) + hf'(a))na(h) + i (R)na(R)) = 0,

d’aprés la proposition 4.32. Donc fg est dérivable en a de nombre dérivé f/(a)g(a) + f(a)g'(a).
On suppose de plus que f ne s’annule pas sur D. Donc f ne s’annule pas en a. Comme f est dérivable en
a, elle est continue en a (cf. proposition 6.6). Donc, par le corollaire 4.29, on a

lim f(a+h) = lm f(z) = f(a) # 0.
Pour h € Uy avec a+ h € D, on a, par (6.2),
(L - (D - - Letn g e

7 7 fla+h)f(a) fla+h)f(a)

= —h-(f'(a) + m(h)) - f(la) (f(la) + f(a1+h) - f(la))

- JJ:(()) - <}<$) ! fl(a)f?a;l(h) | (f(a1+h) R f<1a>)>
o Jim, (;Z;ﬁf;l * f’(a)f(z)m(h) | <f(a1+h) - f(la)>> -

d’apres la proposition 4.32. Donc 1/f est dérivable en a de nombre dérivé — f’(a)/f(a)?.

Soit @ € D. Comme f est dérivable en a, on a, pour h € U; avec a + h € D, dapres (6.2), f(a+ h) =
f(a) + h- f'(a) + h-ni(h). Comme 1, tend vers 0 en 0, il en est de méme de |n;| d’apres (4.40). Or,
M| = |m], donc 77 tend aussi vers 0 en 0, par (4.40). Par la proposition 6.1, f est dérivable en a de

dérivée f’(a). Ceci étant vrai pour tout a € D, on a montré le résultat annoncé. O

Dans le cadre de cette proposition 6.8, si g ne s’annule pas sur D, f/g = f-(1/g) est dérivable sur D et
on obtient, pour a € D,

o~ L . 0@ Py — f@)d(@

On termine ce paragraphe par la composition.

(6.4)
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Proposition 6.9. Soit D1 et Dy deux parties infinies de R. Soit D' C Dy. Soit [ : D1 — Do une fonction
réelle, qui est dérivable sur D', et g : Do — K une fonction dérivable sur l’image f(D') de D’ par f.
Alors go f est dérivable sur D’ et, pour a € D',

(9o f)(a) = g'(f(a)) f'(a). (6.5)

Preuve : Soit a € D’. On montrer que g o f est dérivable en a. Comme f est dérivable en a, il existe
un voisinage U; de 0 et une fonction 1 : Uy — K, tendant vers 0 en 0, tels que, pour h € U; avec
a+ h € Dy, on ait (6.1) avec n remplacée par 1;, c’est-a-dire (6.2). Comme a € D', f(a) € f(D’) et,
comme g est dérivable sur f(D’), g est dérivable en f(a). Il existe donc un voisinage Us de 0 et une
fonction 1, : Uy — K| tendant vers 0 en 0, tels que, pour k € Us avec f(a) + k € Do, on ait (6.1) avec a
remplacée par f(a), f remplacée par g et n remplacée par 7, c’est-a-dire

g(f(a)+k) = g(f(a) + k¢ (fla) + k-ma(k). (6.6)

Soit Vo = {t € R;t — f(a) € Us}. C'est un voisinage de f(a). Comme [ est dérivable en a, elle y est
continue (cf. proposition 6.6). Donc, par le corollaire 4.29, on a

lim f(a+h) = lim f(z) = f(a).
Il existe donc un voisinage U{ de 0 tel que, pour h € U] avec a + h € Dy, on ait f(a + h) € Va. Soit
Uy = Uy NUj. Cest un voisinage de a (cf. proposition 2.15).
Pour h € Uy avec a+ h € Dy, on a h € U] donc f(a+h) € Va et k:= f(a+ h) — f(a) € Uz. On a aussi
f(a+ h) € Ds. Donc, par (6.6),

g(fla+h)) = g(fla)+k) = g(f(a)) + kg (fla)) + k-ma(k).

Comme h € Uy et a+ h € Dy, on a, par (6.2),

g(fla+h)) =g(f(a) + h-(f'(a) + m(h) -9 (f(a)) + k-na(k)
=g(f(a)) + h-f'(a)-g'(f(a)) + h- (g’(f(a))m(h) + (f'(a) + m(h)n2(fla+h) - f(a))) :

D’apres les propositions 4.28 et 4.32,

lim (g/ (f(@)m (B) + (£'(a) + m(W)ma(fla+h) = fla))) = 0

h—0

donc g o f est dérivable en a de nombre dérivé f'(a) - ¢'(f(a)). O

i
6.2 Fonctions réelles dérivables et théoréme des accroissements finis.

Dans ce paragraphe, on se penche sur les fonctions réelles dérivables. On s’intéresse aux extréma de telles
fonctions. On montre ensuite le théoreme de Rolle et le théoreme des accroissements finis. On termine
en justifiant le fait qu’une fonction dérivable de dérivée positive sur un intervalle est croissante sur cet

T.ES. intervalle.

Définition 6.10. Soit D une partie infinie de R et f : D — R. Soit a € D.

On dit que f admet un mazimum local en a s’il existe un voisinage U de a tel que f(a) majore 'ensemble
non vide f(UND) = {f(z);z € UND} (dans le sens de la définition 1.10). Dans ce cas, f(a) est le
mazimum de f(U ND) et est appelée valeur maximale locale de f.

On dit que f admet un minimum local en a s’il existe un voisinage U de a tel que f(a) minore l'ensemble
non vide f(UND) = {f(z);z € UND} (dans le sens de la définition 1.10). Dans ce cas, f(a) est le
minimum de f(U ND) et est appelée valeur minimale locale de f.

Lorsque f(a) majore f(D), f(a) est alors le mazimum de f(D) et on dit que f admet un mazimum global
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B
en a. Dans ce cas, f(a) est appelée valeur mazimale de f.

Lorsque f(a) minore f(D), f(a) est alors le minimum de f(D) et on dit que f admet un minimum global
en a. Dans ce cas, f(a) est appelée valeur minimale de f.

On dif que f admet un extrémum (resp. extrémum local) en a si elle admet un maximum (resp. mazimum
local) en a ou bien si elle admet un minimum (resp. minimum local) en a.

On remarque qu’un extrémum global est aussi un extrémum local (il suffit de prendre R comme voisinage
de a). La fonction f : R — R définie par f(z) = |z| admet un minimum global en 0. Elle n’admet aucun
maximum local. La fonction g : R — R définie par g(z) = |z| si z € [-1;1] et g(z) = —|z| si x & [-1;1].
Elle admet un minimum local en 0 mais n’a pas de minimum global. Elle admet de maxima locaux : en
1 et —1. Ces deux maxima sont en fait globaux.

Voyons maintenant l'influence de la dérivabilité sur les extréma locaux.

Proposition 6.11. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R. Si f admet un extrémum local en a € 1
et si f est dérivable en a alors f'(a) = 0.

Attention : Si, dans cette proposition 6.11, I'intervalle n’est pas ouvert, le résultat peut étre faux. C’est
le cas pour la fonction Id : [0;1] — R qui, & = € [0; 1], associe z. Elle est dérivable sur [0;1] de dérivée
constante égale & 1 sur [0;1]. Elle admet un minimum global en 0 mais on a Id’(0) = 1 # 0.

Dans le cadre de la proposition 6.11, un point a qui vérifie f'(a) = 0 (on appelle cela un point critique de
f), n’est pas forcément un extrémum de f. C’est le cas pour f: R — R définie par f(x) = 3. Elle est
dérivable sur R de dérivée R > o — 322. Le point 0 est un point critique de f puisque f/(0) = 3-0% = 0.
Mais 0 n’est pas un extrémum local de f.

Preuve de la proposition 6.11 : Soit a € I un extrémum local de f. Comme I est un intervalle ouvert, a
est adhérent aux ensembles I} =]a; +oo[NI et I, =] — oo;a[NI.

a). On suppose que a est un maximum local de f. Il existe donc un voisinage U de a tel que f(a)
majore f(U NI). En particulier, pour z € UN I}, onaxz—a > 0et f(z) < f(a) donc

f@) -~ f@ _

Comme f est dérivable en a, la limite a droite en a du membre de gauche de I'inégalité précédente
existe et vaut f’(a) (cf. proposition 4.21) donc, par passage & la limite dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), on obtient f’(a) < 0.

Comme f(a) majore f(UNI), on a aussi, pourz € UNI;, z—a<0et f(z) < f(a) donc

f(x) = f(a)

> 0.
T—a

Comme f est dérivable en a, la limite a gauche en a du membre de gauche de 'inégalité précédente
existe et vaut f’(a) (cf. proposition 4.21) donc, par passage & la limite dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), on obtient f’(a) > 0.

Conclusion : f/(a) = 0.

b). On suppose que a est un minimum local de f. Il existe donc un voisinage U de a tel que f(a) minore
f(UNI). En particulier, pour z €e UNI ,onaz—a>0et f(xz) > f(a) donc

f(x) — [f(a)

Tr—a

> 0.

Comme f est dérivable en a, la limite a droite en a du membre de gauche de I'inégalité précédente
existe et vaut f’(a) (cf. proposition 4.21) donc, par passage & la limite dans ces inégalités (cf.
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proposition 4.36), on obtient f’(a) > 0.
Comme f(a) minore f(UNI), on a aussi, pour z € UNI, , x—a<0et f(z) > f(a) donc

fla) = fla) _ o

Tr—a

Comme f est dérivable en a, la limite a gauche en a du membre de gauche de 'inégalité précédente
existe et vaut f’(a) (cf. proposition 4.21) donc, par passage & la limite dans ces inégalités (cf.
proposition 4.36), on obtient f’(a) < 0.

Conclusion : f/(a) = 0. O

f Cette proposition 6.11 va nous permettre de démontrer un cas particulier du futur théoreme des accroissements
finis (cf. théoreme 6.14), & savoir :

Théoréeme 6.12. Théoréme de Rolle.
TE.S. Soit (a;b) € R? avec a < b et f: [a;b] — R une fonction, continue sur [a;b], dérivable sur |a;b[, et qui
vérifie f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = 0.

En particulier, pour une fonction dérivable (donc continue), il existe un point critique entre de points
prenant la méme valeur par f. Pour préparer la preuve de ce théoréme 6.12, on le montre dans un cas
particulier.

Lemme 6.13. Soit (a;b) € R? avec a < b et g : [a;b] — R une fonction, continue sur [a;b], dérivable sur
la; b[, et qui vérifie g(a) = g(b) = 0. Alors il existe ¢ €]a; [ tel que g'(c) = 0.

Preuve : Soit my = supg([a;b]) et m_ = inf g([a;b]). Comme g est continue, on sait, d’apres le
théoréme 5.3, m et m_ sont réelles et sont des valeurs de g. Comme g(a) =0, onam_ <0 <my.

a). Cas ot m_ = 0 = m,. Par définition des bornes supérieure et inférieure, g est nulle. Sa dérivée est
donc nulle aussi. Tout point ¢ €]a; b] vérifie ¢'(c) = 0.

b). Cas ot 0 < m4. Soit ¢ € [a;b] tel que f(c) = m4. Comme g(a) =0 < my et g(b) =0 < my, c est
différent de a et de b, donc ¢ €]a;b[. De plus, g admet un maximum (local) en ¢ et, comme g est
dérivable sur |a; b, g est dérivable en c. Par la proposition 6.11, ¢'(c) = 0.

¢). Cas o m_ < 0. Soit ¢ € [a;b] tel que f(c) =m_. Comme g(a) =0 > m_ et g(b) =0>m_, c est
différent de a et de b, donc ¢ €]a;b[. De plus, g admet un minimum (local) en ¢ et, comme g est
dérivable sur ]a; b[, g est dérivable en c. Par la proposition 6.11, ¢’(c) = 0. O

Preuve du théoréme 6.12 : Soit g : [a;b] — R définie par g(z) = f(z) — f(a). Par hypothese, f
est continue sur [a;b] et la fonction constante égale & —f(a) y est aussi continue. Par somme (cf.
proposition 4.32), g est continue sur [a; b]. Par hypothése, f est dérivable sur ]a; b et la fonction constante
égale & — f(a) y est aussi dérivable. Par somme (cf. proposition 6.8), g est dérivable sur Ja;b[et ¢’ = f'—0 =
f'. De plus, comme f(a) = f(b),onag(a) = f(a)— f(a) = 0et g(b) = f(b)— f(a) = 0. Par le lemme 6.13,
il existe ¢ €]a; b[ tel que ¢’'(c) = 0. Comme ¢’ = f/, on a aussi f'(c) = 0. O

On établit maintenant la généralisation suivante du théoreme de Rolle.

Théoreme 6.14. Théoréme des accroissements finis.
Soit (a;b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R une fonction, continue sur [a;b], dérivable sur ]a;b[. Alors
il existe ¢ €]a; b| tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).
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o —
Sil’on applique ce théoreéme dans le cas ot f(a) = f(b), on trouve un point ¢ €]a; b[ tel que f'(¢)(b—a) = 0.
Comme a # b, on en déduit que f/(c) = 0, c’est-a-dire le résultat du théoreéme de Rolle.

Preuve du théoréme 6.14 : Soit ¢ : [a;b] — R définie par

9z) = f(2) - (f(a) . W.(x_a)) |

D’apres la proposition 4.32, g est continue sur [a;b]. D’apres la proposition 6.8, g est dérivable sur |a; b]

et, pour = €|a; b,
pont e St 1) - f(@

J@) = fla) - 22—

De plus,

o) = 10) ~ (@ + L= 00} = o) - (@) + 10) - @) = 0,

b) — f(a
) = 1@ - (@ + L= - w) = s - @) = 0,
Par le théoréme de Rolle (cf. théoréme 6.12) appliqué a g, il existe ¢ €]a; b tel que ¢'(¢) = 0. On a donc

TR UEY (0

et donc (b —a)f'(c) = f(b) — f(a). O
On peut maitenant démontrer le résultat suivant qui permet de dresser le tableau de variations d’une
fonction dérivable lorsqu’on connait le signe de sa dérivée.

Corollaire 6.15. Soit I un intervalle non réduit ¢ un point de R (en particulier inf I < supI). Soit
f: T — R une fonction continue, qui est dérivable sur |inf I';sup I].

1. Si f" est positive sur |inf I;sup I[ alors f est croissante sur I.

2. Si f' est strictement positive sur | inf I;sup I alors f est strictement croissante sur I.

3. Si f' est négative sur Jinf I;sup I[ alors f est décroissante sur I.

4. Si f" est strictement négative sur |inf I;sup I[ alors f est strictement décroissante sur I.
5. Si f' est nulle sur |inf I;sup I[ alors [ est constante sur I.

Remarque 6.16. Insistons sur ce que dit ce résultat.

Si, par exemple, a < b dans R et f : [a;b] — R est continue, dérivable sur |a; b de dérivée positive, alors
f est croissante sur [a;b]. En particulier, pour x € [a;b], f(a) < f(x) < f(b), méme si f'(a) n’est pas
défini, méme si f'(b) n’est pas défini.

Pour dresser le tableau des variations d’une fonction dérivable sur des intervalles, on utilise souvent
ce corollaire 6.15 en conjonction avec le théoréme des valeurs intermédiaires (cf. théoréme 5.1) ou son
corollaire (cf. corollaire 5.2) ou encore avec le théoréme de Heine (cf. théoréme 5.3).

Preuve du corollaire 6.15 : Soit (z_;x) € I? avec x4 > z_. Par hypothese, on sait que f est continue
sur [z_; x4 ], dérivable sur Jx_;x [, donc, par le théoréme des accroissements finis (cf. théoréme 6.14), il
existe ¢ €]z_; x4 [, tel que f(x4) — f(z-) = f'(¢)(x4+ —x_). On a ¢ €]inf I;sup I[.

1. On suppose que [’ est positive sur | inf I;sup I[. Donc f'(c) > 0. Comme 2z, —2_ > 0, on en déduit
que f(xy) > f(x_). Ceci est valide pour tout (x_;x;) € I? avec x4 > x_ et aussi lorsque 74 = x_.
Donc f est croissante sur I.
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2. On suppose que f’ est strictement positive sur | inf I';sup I]. Donc f/(c¢) > 0. Comme z, —z_ > 0,
on en déduit que f(xy) > f(x_). Ceci est valide pour tout (z_;z) € I? avec x4 > x_ donc f est
strictement croissante sur I.

3. On suppose que [’ est négative sur |inf I;sup I[. Donc f'(¢) < 0. Comme 2, —2z_ > 0, on en
déduit que f(xy) < f(x_). Ceci est valide pour tout (z_;z,) € I avec x4 > x_ et aussi lorsque
x4+ = z_. Donc f est décroissante sur 1.

4. On suppose que f’ est strictement négative sur | inf I;sup I[. Donc f’(¢) < 0. Comme 24 —x_ > 0,
on en déduit que f(z;) < f(z_). Ceci est valide pour tout (z_;z,) € I? avec x4 > x_ donc f est
strictement décroissante sur I.

5. On suppose que f’ est nulle sur ]inf I;sup I[. Donc f'(¢) = 0 et f(zy) = f(x_). Ceci est valide
pour tout (x_;x,) € I? avec z > x_ donc f est constante sur I. O

6.3 Classes de fonctions.

On se place de nouveau dans le cas ou K = C ou K = R. On introduit des classes de régularité pour des
fonctions a valeurs dans K.

6.3.1 Classes CY et C1.

Définition 6.17. Soit D une partie non vide de R. L’ensemble des fonctions définies et continues sur D a
valeurs dans K est noté par C°(D;K).

Proposition 6.18. Soit D une partie non vide de R.

L’ensemble C°(D;K) est un sous-espace vectoriel de (KP; +; -). En particulier, si (f;g) € (C°(D;K))?
alors f + g € C°(D;K) et, si A € K, A\f € CY(D;K).

Pour (f;g) € (C°(D;K))?, le produit fg appartient ¢ C°(D;K).

Si f € CY%D;K) et f ne s’annule pas sur D, alors (1/f) est bien définie sur D et (1/f) € C°(D;K).

Si f € C°(D;K) alors f appartient a C°(D;K).

Si D' une partie non vide de R, h : D' — D avec h € C°(D;K), et si g € C°(D;K), alors go h, la
composée de g par h appartient ¢ C°(D'; K).

Preuve : On a vu que la fonction nulle sur D est continue. Elle appartient donc & C°(D;K). D’apres
la proposition 4.32, la somme de deux éléments de C°(D;K) est encore dans C°(D;K), le produit d’un
scalaire de K par un élément de C°(D;K) est encore dans C°(D;K). Donc C°(D;K) est bien un sous-
espace vectoriel de KP.

Les deux propriétés suivantes sont une reformulation du 5 de la proposition 4.32.

L’avant-derniere propriété est une conséquence du corollaire 4.34.

Le dernier résultat est une conséquence immédiate de la proposition 4.28. g

Définition 6.19. Soit D une partie non vide de R. L’ensemble des fonctions, a valeurs dans K, définies et
dérivables sur D, dont la dérivée est continue sur D, est noté par C1(D;K).

Proposition 6.20. Soit I un intervalle non réduit a un point de R.

Lensemble C(I;K) est un sous-espace vectoriel de K!. En particulier, si (f;g) € (CY(I;K))? alors
f+g€CYHLK) et, si A€ K, A\f € CHI;K).

On a Uinclusion C*(I;K) C C°(I;K).

Pour (f;9) € (CHI;K))?, le produit fg appartient a C*(I;K).

Si f € CHI;K) et f ne s’annule pas sur I, alors (1/f) est bien définie sur I et (1/f) € CY(I;K).
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Si f € CY(I;K) alors f appartient ¢ C1(I;K).
Si I' un intervalle non réduit a un point de R, h : I' — I avec h € C1(I';K), et si g € C*(I;K), alors
goh, la composée de g par h appartient a C*(I'; K).

Preuve : On a vu que la fonction nulle sur I est dérivable sur I de dérivée nulle, donc continue sur I.
Elle appartient donc & C*(I;K). D’aprés la proposition 6.8, la somme de deux éléments de C1(I;KK) est
encore dans C*(I;K), le produit d'un scalaire de K par un élément de C'(I;K) est encore dans C(I; K).
Donc C1(I;K) est bien un sous-espace vectoriel de KI.

Soit g € C*(I;K). Par définition, g est donc dérivable sur I. D’apres la proposition 6.6, g est continue
sur I done g € C°(I;K). On a bien C*(I;K) c C°(I; K).

Soit (f;9) € (CH(I;K))2. D’apres la proposition 6.8, fg est dérivable sur I et (fg)' = f'g + fg'. Par
définition de C1(I;K), f' € C°(I;K) et ¢’ € C°(I;K). D’apres CH(I;K) C C%(I;K), f € C°(I;K) et
g € C°(I;K). Par la proposition 6.18, f'g + fg’ € C°(I;K) donc (fg)" € C°(I;K). On a montré que
(f9) € CHL;K).

Soit f € CY(I;K) telle que f ne s’annule pas sur I. D’aprés la proposition 6.8, 1/f est dérivable sur
Iet (1/f) = —f'/f? On a f' € C°;K) et, dapres CH([;K) c C(L;K), f € C°L;K). Par la
proposition 6.18, —f'/f% € CO(I;K) soit (1/f)" € C°(I;K). On a montré que (1/f) € CH(I;K).

Soit f € CY(I;K). D’apres la proposition 6.8, f est dérivable sur I et (f) = f/ sur I. Comme f’ est
continue sur I, on a la continuité de (f)’ sur I par le corollaire 4.34. Donc f € C*(I;K).

Soit h : I' — I de classe C! sur I’ et g € C'(I;K). Par la proposition 6.9, g o h est dérivable et
(goh) = (¢’ oh)-H. Par hypothese, on a ¢’ € C°(I;K) et b’ € C°(I’;K). Comme C(I';K) C C°(I';K),
h € C°(I';K). Par la proposition 6.18, (¢’ o h)-h' € C°(I’;K) donc (goh)" € C°(I’;K). On a montré que
(goh) € CHI";K). U

Voici une famille d’exemples de fonctions de classe C*.

Définition 6.21. Soit I un intervalle non réduit a un point de R. Pourn € N, soit f,, : I — K définie par,
pour x € I, fo(x) =a™. On a f, € KI. On note par P(I;K) le sous-espace vectoriel de K! engendrée par
la famille {fn;n € N}. C’est lespace des fonctions polyndmiales sur I a coefficients dans K et & valeurs
dans K.

On rappelle que P(I;K) est le plus petit K-espace vectoriel contenant I’ensemble {f,;n € N}. Comme
K’ est un K-espace vectoriel contenant I’ensemble {f,;n € N}, P(I;K) est un sous-espace vectoriel de
K!. Un élément de P(I;K) est donc une fonction f: I — K telle qu’il existe p € N*, (iy;--- ;i,) € NP,
(A15- -+ 5 Ap) € KP tels que, pour tout z € I,

f@) = > e filx).
k=1

Si d = max{iy; k € [1;p]}, on peut trouver (ag;--- ;aq) € K4 tel que, pour tout = € I,

d d
flx) = Zak'fk(x) = Zakwk.
k=0 k=0

Proposition 6.22. Soit I un intervalle non réduit & un point de R. Le K-espace vectoriel P(I;K) est un
sous-espace vectoriel de CH(I;K) (et donc aussi de C°(I;K)). De plus, f§ = 0 et, pour tout n € N*,

f;L = nfn—l'

Preuve : Comme la fonction fj est la fonction constante égale a 1 sur I et comme on a vu qu’une fonction
constante sur un intervalle est C1 sur cet intervalle de dérivée nulle, fo € C1(I;K) et f; = 0. Comme
f1 est la fonction identité sur I, elle y est dérivable de dérivée constante égale a 1 donc elle est aussi de
classe C! sur I de f] = fo.

Pour n € N*, soit P(n) = (f, € CH(;K)et f, = nfn_1). Comme f; € CHL;K) et f{ = fo=1-fy, P(1)
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est vraie.
Supposons que P(n) soit vraie pour un n € N*. Comme f,.1 = fi - fn, comme f; € C*(I;K), comme
fn € CHI;K) par hypothese de récurrence, on déduit de la proposition 6.8 que f,11 € C1(I;K) et que

frlz+1 = f{fn"‘flfr/L = fat+tn-fi-fo1 = (n+1)'fn'

Donc P(n + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ny = 1), P(n) est vraie pour tout n € N*. Le
K-espace vectoriel C'(I;K) contient donc I'ensemble {f,;n € N}. Par définition de P(I;K), P(I;K) est
donc un sous-espace vectoriel de C1(I;K). 0.

6.3.2 Classes CV, pour N entier naturel ou infini.

On introduit maintenant des classes de régularités supérieures a4 C'. Pour un intervalle non réduit &
un point I de R, on va construire par récurrence une suite (C"(I;K)),en de sous-espaces vectoriels de
C°(I;K). En particulier, on retrouvera I'espace C*(I;K) introduit dans le paragraphe précédent.

Proposition 6.23. Soit I un intervalle non réduit ¢ un point de R. Il existe une suite C' = (C™(I;K))nen
de sous-espaces vectoriels de C°(I;K), de premier terme C°(I;K) et vérifiant la relation de récurrence :

VneN*, CYLK) = {feK'; f est dérivable et f' € C" ' (I;K)} . (6.7)

Preuve : Voir le paragraphe 9.2.3. g

On note que la définition de C1(I;K) donnée par cette proposition 6.23 est identique & celle donnée dans
la définition 6.19 avec D = I. On montre que la suite (C™(I;K)),cn est décroissante.

Proposition 6.24. Soit I un intervalle non réduit & un point de R. La suite C = (C™(I;K))nen de sous-
espaces vectoriels de C°(I;K), de premier terme CO(I;K) et vérifiant la relation de récurrence (6.7) est
décroissante, i.e.

V(min) eN?, (m>n = C™(;K) c C"(I;K)). (6.8)

Preuve : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note C™(I;K) par C™. On
montre par récurrence sur n € N la proposition P(n) = (C"*1 c C™).

Par la proposition 6.20, P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un n € N. Soit f € C™*2. Par définition, f est dérivable et f’ € C"*!. Par
hypothese de récurrence, f/ € C™. Comme f est dérivable et f/ € C™, f € C™*!, par définition de C™+1.
Donc P(n + 1) est vraie.

Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4), P(n) est vraie pour tout n € N.

Pour prouver (6.8), on montre par récurrence la proposition Q(q) donnée, pour ¢ € N, par

Qq) = (YpeN, cvtaccr).

Q(0) est vraie. Supposons que Q(g) soit vraie pour un ¢ € N. Soit p € N. Par 'hypothese de récurrence
appliquée & p + 1, on a CPTetl = Ccwt+a ¢ CP+1 Dlapres P(p), CPT! C CP. Donc CPHItl C CP.
Ceci étant vrai pour tout p € N, Q(q+ 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec
no = 0), Q(q) est vraie pour tout ¢ € N.

Soit (m;n) € [no; +oo[> avec m > n. Comme Q(m — n) est vraie, on a C™ = C"+(m=n)  C" On a
montré (6.8). O

Définition 6.25. Soit I un intervalle non réduit a un point de R. On pose

C®(L;K) := ﬁ CH(I;K) .
k=0
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Soit f: I — K.
Pour n € N, on dit que f est (de classe) C™ sur I si f € C™(I;K).
On dit que f est (de classe) C* sur I si f € C°(I;K).

Proposition 6.26. Soit I un intervalle non réduit a un point de R.

1. L’ensemble C*°(I;K) est un sous-espace vectoriel de C°(I;K).
2. Pour tout n € N, C=(I;K) c C"(I;K).
3. La formule (6.7) est encore valable pour n remplacé par 400 avec la convention +oo — 1 = 400 :

C*(;K) = {fe K!; f est dérivable et f' € C>*(I;K)} . (6.9)

Preuve : Comme C*°(I;K) est une intersection de K-espaces vectoriels, c’est un K-espace vectoriel. Par
sa définition, C°°(I;K) est contenu dans chaque C*(I;K), pour k € N, et en particulier dans C°(I;K). 11
reste & montrer (6.9). On note par £ 'ensemble & droite dans 1’égalité (6.9).

Soit g € C*(I;K). Soit k € N*. Par définition de C=(I;K), g € C*(I;K). D’apres (6.7), g est dérivable
et ¢ € C*1(I;K). Ceci étant vrai pour tout k € N*,

g € ) CH¥ULK) = () CY(LK) = C®(L;K).
k=1 =0
Donc g € £. On a montré que C*(I;K) C £.
Soit g € £. On a donc g dérivable et ¢’ € C>(I;KK). Soit k € N. Par définition de C>=(I;K), ¢’ € C*(I;K)
donc, par (6.7), g € C*+1(I;K). Ceci étant vrai pour tout k € N,

ge ) CHUELK) = () CULK).
k=0 =1

Comme g est dérivable, elle est continue, par la proposition 6.6. Donc g € C°(I;K). D’ou

g € C°(LK) N (ﬁ C%I;K)) = F] CYI;K) = C®(L;K).

/=1 =0

On a montré que £ C C*(I;K).
On a donc montré (6.9). O

Pour une fonction f € CN(I;K) avec N € (N* U {o0}), on voudrait définir la suite (éventuellement
finie) de ses dérivées successives, tant qu’elles existent : dérivée (premiere), dérivée seconde = dérivée de
la dérivée, dérivée troisieme = dérivée de la dérivée de la dérivée, etc .... Afin d’inclure le cas N = 0,
on décide qu’une fonction est aussi sa dérivée Oieme. On va procéder par récurrence. C’est 'objet de la
proposition suivante.

Proposition 6.27. Soit I un intervalle non réduit & un point de R, N € (NU {oc}) et f € CN(I;K). Soit
Dy :={n € N;n < N}. Il existe une unique application d : Dy — C°(I;KK) telle que d(0) = f et

¥n e (N*NDy), (d(n) = (dn—1)) et dn) € ON*”(I;K)), (6.10)

avec la convention selon laquelle, pour n € N, co —n = oo. Ici (g)'” désigne la dérivée d’une fonction
dérivable g : I — K.

Preuve : Voir le paragraphe 9.2.4. O
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Définition 6.28. Soit I un intervalle non réduit a un point de R, N € (NU {oo}) et f € CN(I;K). Soit
Dy :={n € N;n < N}. Pourn € Dy, on appelle dérivée nieme de f sur I la fonction d(n) € CN="(I;K)
construite dans la proposition 6.27. On la note f™).

On a donc fO) = f et

vne (W nDy), (f™ = (f(”*l))/ et [ e VLK), (6.11)

Il est commode de pouvoir repérer les fonctions de classe CV sur I (pour un N € NU{+oc}) en appliquant
successivement 'opération de dérivation en partant de f. C’est ce que donne le résultat suivant.

Proposition 6.29. Soit I un intervalle non réduit a un point de R, p € N* et f : I — K. On consideére
les propositions

D(p) = (3 (g0i+ 19p-1:9p) € (CHIK))” x CULK); (g0 = f) et (Vje[0ip—1], g) = 9j+1))

et
Ep) = ((feC ) e (vielopl. f9=g)).
On a Uimplication : (D(p) = E(p)).

Preuve : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note C™(I; K) par C™. Pour
p € N* soit P(p) = (Vf € KL, D(p) = £(p)).

Soit f € KI. Supposons D(1) vraie. Il existe donc go € C* et g1 = g € C°. De plus f = go. Donc f est
dérivable et f' = g; € CO. Par (6.7) avecn =1, f € C' et £(1) est vraie. On a montré P(1).

Supposons P(p) pour un p € N*. Soit f € K!. On suppose D(p + 1) vraie. Il existe donc (go;- - ; g,) €
(CYHYP et gp1 € C° telles que go = f et, pour j € [0;p], g; = gj+1. Comme C! c C° D(p) vraie. Par
I'hypotheése de récurrence, f € CP et, j € [0;p], fU) = gj. Donc f’ = g1 et, en prenant les fonctions
913+ 3 gpt+1, O voit que D(p) est vraie avec f remplacée par f’. Par hypotheése de récurrence avec f
remplacée par f', f' € CP. Par (6.7), f € CP*'. De plus, f*+D) = (f®)) = (g,)’ = gp+1. On a montré
Elp+1).

Donc P(p + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 1), P(p) est vraie
pour tout p € N*. Donc, pour tout p € N* et toute f € K/, implication (D(p) = £(p)) est vraie. [

Remarque 6.30. Prenons la fonction nulle sur un intervalle I, notée f. On sait qu’elle y est continue,
dérivable de dérivée nulle. Pour p € N* et (go;--- ;9p—1;9p) = (f;-- 3 f) € (Cl(I; K))p x CY(I;K), la
propriété D(p) de la proposition 6.29 est vraie donc E(p) est aussi vraie. Ceci étant vrai pour tout p € N*,
la fonction nulle appartient ¢ C*°(I;K), d’apres la définition 6.25, et ses dérivées successives sont nulles
(i.e. égales a f).

Pour une fonction f € C°°(I;K), par exemple, on obtient donc ses dérivées de proche en proche : f 0) =
fO = 3 = (f) notée aussi f, & = ((f')") = (f"), etc ... On vérifie que f3) est aussi (/)¢
On va voir que c’est un fait général.

/s
2)'

Proposition 6.31. Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — K. Soit (p;q) € N2. On
considére les propositions Py = (f € CP(I;K) et f®) € CU(I;K)), Py = (f € CPT4(I;K)) et

Py = (f € CP(I;K) et f® e CUI;K) et (fP)@ = f(p+q)) )

On a les implications : P1 = Py = Pj.
Comme P3 implique P1, on a P; <= Ps et, quand l'une des deux est vraie, les deux sont vraies et on a
(f(p))(q) = flta),

Preuve : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note C™(I; K) par C™. Pour
q € N soit

Qq) = (Vf€KI,VpGN, (P1 = P2) et (732:>7)3))-
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Pour ¢ = 0, 'implication (’Pl == 792) s’écrit
(feCPet fP eC®) = (feCrt?).
Elle est vraie. Toujours pour ¢ = 0, I'implication (732 = Pg) s’écrit
(f c Cp+0) — (f e CP et f(p) e Y et (f(p))(O) — f(p+0)) )

Elle est aussi vraie, d’apres la proposition 6.27. Donc Q(0) est vraie.

Supposons Q(q) vraie pour un ¢ € N. Soit f: ] — Ket p € N.

On montre 'implication (731 = Pg) avec ¢ remplacé par ¢+ 1. On suppose f € C? et fP) € C9t!. Par
(6.7) avec n = q 4 1, f®) est dérivable et (f))’ € C4. En prenant les fonctions g; = @) e C', pour
Jj €10;p], et gpy1 = (f®) € €, 1a proposition D(p+ 1) de proposition 6.29 est vraie. On obtient donc,
par cette proposition 6.29, que f € CP*1. Comme f' = f() = g; et D(p + 1) est vraie, la proposition
D(p), avec f remplacée par f’ et (go;-- - ;gp) remplacé par (g1;--- ; gp+1), est vraie. Donc, encore par la
proposition 6.29, f' € C? et (f')®) = g,,1 = (fP)) € C% Par 'hypothése de récurrence pour f’, on a
f' € CPT4. Par définition de CP*4! (cf. (6.7)), on obtient f € CPT7T!. On a montré (P; = P>) avec q
remplacé par g + 1.

On montre I'implication (Pg == Pg) avec ¢ remplacé par ¢ + 1. On suppose que f € CPT@+D Comme
f € CPtD+a on sait, par la seconde implication de Q(q), que f € CP+1 et f(PH) € O et (fPH)(@) =
fe+D+a) Donc f®) est dérivable et (fP)) = fP+1) ¢ C9. Par (6.7) avec n = g+ 1, f® € €9+, De
plus,

fleta) — p((p+D+a) — (f(p+1))(Q) _ ((f(p))’)(q) _ (f(p))(q+1)

d’aprés ’hypotheése de récurrence Q(q) appliquée & f (). On a montré (732 = ’Pg) avec ¢ remplacé par
q+1

Donc Q(q + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), Q(q) est vraie
pour tout ¢ € N. a

Comme les ensembles CV(I;K) sont des sous-espaces vectoriels de K/, on sait que la somme de deux
fonctions de classe CV est de classe CV et le produit d’une fonction de classe CV par un élément de K
est aussi de classe CV. Qu’en est-il d’autres opérations ? C’est I'objet du résultat suivant.

Proposition 6.32. Soit I un intervalle non réduit ¢ un point de R, N € (NU{oo}) et Dy :={n € N;n <
N}. Soit (f;9) € (CN(I;K))? et A € K.

1. On sait déja que (f + \g) € CN(I;K) (cf. propostion 6.23). Pour tout n € Dy, sa dérivée niéme
est (™ 4+ \g(™).

2. Le produit fg appartient a CN(I;K) et, pour tout n € Dy, sa dérivée niéme est donnée par la
formule de Leibnitz suivante :

(f-9)™ = Soop- R g = ST o p® gk (6.12)
k=0 k=0
ot, pour 0 < k < n, les C}} sont les coefficients du binome de Newton définis par
" n! ) . n
cp = OBCEDD] et aussi notés par < X > .

3. Si, de plus, f ne s’annule pas sur I, alors 1/f est bien définie sur I et (1/f) € CN(I;K).
4. La fonction conjuguée f appartient a CN (I;K) et, pour tout n € Dy, sa dérivée nieme est f(m),

5. Si J un intervalle non réduit a un point de R, h: J — I et h € CN(J;K) alors la composée go h
de g par h est de classe CN sur J.
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Preuve : Tout d’abord, on remarque que, pour (k;n) € N? avec k < n, on a les propriétés C;* = C"_,,
Cn=Cp=1let,pour k>1,Cp+Cp , =Cpt.

Soit I et J deux intervalles non réduits & un point de R. On rappelle que, pour n < N, OV (I;K) C
C™(I;K) et CN(J;K) Cc C"(J;K), d’apres les prop051t10ns 6.24 et 6.26.

Pour n € Dy, soit S(n) la proposition : ((f + Ag)™ = £ 4+ \g(™).

S(0) est vraie car, par définition, (f 4+ A\g)©@ = f + Ag = £(O 4+ Ag(©).

Supposons S(n) vraie pour un n € N vérifiant n < N — 1 (avec la convention N — 1 = +o00 si N = +00).
On a (f 4+ Xg)™ = f) 4+ X\g(™. Puisque n +1 < N, (f + \g)™ est dérivable (cf. (6.11)) et, par la

proposition 6.8,
((f+Ag)(n>)’ _ (f<n>)’ " A<g<n>)’.

En utilisant encore (6.11), on obtient (f + \g)™t1) = f(+D L X\g(*+1) Donc S(n + 1) est vraie.

Par le théoréme de récurrence éventuellement finie (cf. théoreme 9.17 avec ny, = N + 1), S(n) est vraie
pour tout n € Dy.

On montre les autres résultats d’un seul coup.

Pour n € Dy, soit P(n) la proposition suivante :

Pour tout (f;g) € (CN(I;K))2, pour tout fo € CN(I;K) ne s’annulant pas sur I, pour toute application
h:J— Tavech € CN(J;K),ona f € C(I;K), fg € C"(I;K), (1/fo) € C™(I;K) et (goh) € C"(J;K).
De plus, on a (f)(™ = f() et la formule (6.12).

On remarque que, pour n = 0, la formule (6.12) s’écrit : fg = fg, car f(O = f et ¢(© = g. Pour n = 1,
cette formule sécrit : (fg) = f'g + f¢'. D’apreés la proposition 6.18, P(0) est vraie. Si N = 0, on a
terminé. On suppose désormais que N > 1. D’apres la proposition 6.20, P(1) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un n < N — 1. Soit (f;g) € (CN(I;K))?, fo € CN(I;K) ne s’annulant pas
sur I et h: J — I avec h € CN(J;K). Toutes ces fonctions sont dérivables. Par la proposition 6.8,
T, f9, (1/fo) et g o h sont dérivables ct on a (F) = ', (fg) = f'g + fo' (1/fo) = —F3/(fo)?
(goh) = (¢ oh)h. Par (6.7), on a f' € C"(I;K), ¢ € C™"(I;K), f} € C™(I;K) et b’ € C™(J;K).

Par I'hypothese de récurrence, on a (f) € C™(I;K), (fg) = f'g+ fg' € C*(L;K), (1/fo) = —£5/(fo0)?
C™"(I;K) et (goh) = (¢’ o h)h' € C"*(J;K). Par (6.7), on a donc f € C"*Y(I;K), fg € C""Y(I;K),
(1/fo) € C™™HI;K) et (g o h) € C™H(J;K). De plus, (f)*+1) = ((/)™) = (f™) = fot+D), dapres
I’hypothese de récurrence et la proposition 6.8. En dérivant une fois chaque membre de I’égalité (6.12),
on obtient, en utilisant les propositions 6.8 et 3.9,

(f.g)(n+1) _ Z cr - ( (n—k) )/ _ Z on (f(nJrlfk) RORCED) _g(k+1))
k=0
n+1

= Z cp - fonti=k) L glk) Z Cyy - fr D L g®
k=0 =1

=Cf- fot) g0 4 Z (C,Z} + 01?71) flrt=k) k) cn. O gntD)
k=1

_ C61+1 . f (n+1) | g + Z Cn+1 (n+1 k) (k) + Cfgill . f(O) .g(n-i-l)

n+1 n+1

— Z C]’;l-‘rl . f(’nr‘rl*k‘) .g(k) _ Z Cn+1 ' f (n+1fé)
k=0 =0
n+1 n+1

= S optt O gri=0 ST gt gl g1k
=0 k=0

On a montré que P(n+1) est vraie. Par le théoréme de récurrence éventuellement finie (cf. théoréme 9.17
avec np = N + 1), P(n) est vraie pour tout n € Dy. O

On a vu dans le paragraphe 6.3.1 précédent que lespace vectoriel P(I;K) des fonctions polynomiales sur
I & coefficients dans K et & valeurs dans K est un sous-espace vectoriel de C1(I;K) (cf. proposition 6.22).
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On a bien mieux comme le montre le résultat suivant. On rappelle (cf. définition 6.21) que, pour n € N,
fn: I — K est définie par f,(x) = ™.

Proposition 6.33. Soit I un intervalle non réduit & un point de R. Le K-espace vectoriel P(I;K) est un
sous-espace vectoriel de C*°(I;K). De plus, pour tout (n;p) € N2,

n! )
by s S e g

I
o

[P = si p>mn. (6.13)

Preuve : Pour simplifier les notations, on oublie les parametres I et K et on note C™(I;K) par C™ et
P(I;K) par P. Pour (n;p) € N2, soit g, : I — K définie par

n!

m-fn_p si p<n et gypp =0 si p>n.

Inip =
D’apres la proposition 6.22, on sait que f, € C', pour tout ¢ € N, et 0 € C'. Donc, toujours grace & cette
proposition 6.22, on a, pour (n;p) € N2,
sip>n, gnyp = 0= Gnp+1,
sip=n, gnyp = () ((n=p)) " (fo) =0 = gnip+1,
et sip<n,

n! n!

/ n' / !
Inp = m ) (fn—p) = m (n=p) fop1 = m “fnop-1

n!
- m “fn—p+1) = Gnipt1 -

Soit n € N. Pour p € N*, on a, en prenant f = f, et (go;- - ;9p) = (gn:0;° - ;gnsp), la validité de la
proposition D(p) de la proposition 6.29. Par cette proposition 6.29, on en déduit que, pour tout p € N*,
fn € CP et, pour j € [0;p], ) = Gnsj-

Comme f, € C' et C C C° (cf. (6.8)), on a aussi f, € C°. Par la définition 6.25, f, € C*°. De plus,
pour tout j € N, f,g]) = gn;;, ce qui démontre (6.13).

L’espace vectoriel C*° contient I’ensemble {f,;n € N} donc il contient le sous-espace vectoriel engendré
par cet ensemble, a savoir P. O

On a vu, au paragraphe 4.2.3, la notion de prolongement par continuité. On va introduire ici une notion
de prolongement A la classe CV, pour N € (NU {+00}).

Proposition 6.34. Soit I un intervalle non réduit ¢ un point de R, a € I et N € (NU {c0}). On pose
I, =] —oc;a[NI, I} =]a;+oo[NI et Dy :={n € Nyn < N}. Soit f: I\ {a} — K une fonction dont
la restriction f,— a I, est de classe CN sur I et la restriction fir @ I} est de classe CN sur I}. On
suppose, de plus, que

Vpe Dy, 34,cK; lign(f”;)(p) =4, = 1i£n(f|1a+)(p). (6.14)

Alors f admet un prolongement par continuité g en a, g € CN(I;K) et

Vpe Dn, ¢P(a) = 4,. (6.15)

Dans le cadre de cette proposition 6.34, on dit que le prolongement par continuité g de f en a prolonge
f ala classe OV,

Preuve de la proposition 6.34 : Soit f : I\ {a} — K vérifiant les hypotheéses de I’énoncé. Par ’hypotheése
(6.14) avec p = 0, on sait que les limites & gauche et & droite de f en a existent dans K et coincident. Par
la proposition 4.21, f admet ¢y pour limite en a. On peut donc définir le prolongement g par continuité
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de f (cf. définition 4.25) et g(a) = &p.

Pour n € N, soit P(n) la proposition : pour toute fonction f : I\ {a} — K, dont la restriction a I, est
de classe C™ sur I, et dont la restriction a I est de classe C™ sur If, telle que (6.14) avec N remplacé
par n soit vraie, son prolongement g par continuité en a est de classe C™ sur I et vérifie (6.15) avec N
remplacé par n.

P(0) est vraie par la proposition 4.21 et la définition 4.25.

Supposons P(n) vraie pour un n € N. Soit f : I\ {a} — K dont la restriction & I, est de classe C"™*!
sur I, et dont la restriction & I est de classe "1 sur IF, telle que (6.14) avec N remplacé par n + 1
soit vraie. On sait que f est dérivable sur I\ {a} et que la restriction de f’ & I, (resp. I;) est (fiz)
(vesp. (f+)). Par (6.7), f;- (vesp. f;+) est de classe C" sur I (resp. I}). Pour p € Dy, on a, d’apres
la proposition 6.31,

(1) = (1)) = W)™ = (7).

puisque f et fl I coincident sur I} et puisque f’ et (f’ )‘ I coincident sur I;. De méme, on a

(fu;)(pﬂ) _ <(f\1a‘)l>(p) _ ((fl)lla‘)(p) _ ((f/)(p))

Par (6.14) avec N remplacé par n + 1,

I

Vpe D,, lign(fllg)(p—&-l) = by = hgn(fu:)(p—s-l)

donc
¥p €Dy, lm((f); )7 = Ly = Lim ((f)0)" .

a

On peut donc appliquer ’hypothese de récurrence & f’. Elle admet donc un prolongement g; par continuité
en a, g, est C" sur I et on a
Vae Dy, ¢\”(a) = lys1. (6.16)

Pour montrer que P(n + 1) est vraie, il suffit de montrer que le prolongement g par continuité de f en a
est dérivable sur I et que ¢’ = g;. En effet, dans ce cas, g sera C"! sur I car g; y est C™ (cf. (6.7)) et
(6.16) donnera (6.15) avec N remplacé par n + 1.

Sur I (resp. I]), g = f et f est de classe C™ "L, donc dérivable. De plus, sur I, (resp. I), f' = g1,
donc ¢’ = g1 sur cet intervalle. Il reste & montrer que g est dérivable en a et que ¢'(a) = g1(a).

Comme g et g7 sont continues, Reg et Re gy le sont aussi (cf. proposition 4.33). Comme g est dérivable
sur I\ {a}, Reg lest aussi (cf. proposition 6.8). On peut donc appliquer le théoréme des accroissements
finis (cf. théoreme 6.14) & Re g sur [z;a] ou [a; z], pour tout z € T\ {a}. Soit x € T\ {a}, il existe donc un
¢, € I strictement compris entre x et a tel que Reg(z) — Reg(a) = (Reg)'(cz)(z — a). De plus, comme
Re g1 est continue en a, on a, par la proposition 4.21,

l;iém(Reg)' = I;iémRegl = Regi(a) = Re(f).
Soit € > 0. D’apres Pexistence de la limite précédente, il existe 6 > 0 tel que, pour y €]la—d; a+d[N(I\{a}),
[(Reg) (y) — t1] < €. Pour x € I\ {a} avec x €]a — d;a + J[, on a donc
Reg(z) — Reg(a)

r—a

— 4] = |Reg)(er) — Re(tr)] < ¢

car ¢; €la—d;a+6[N(I\{a}). On a montré que Re g est dérivable en a de nombre dérivé Re (¢1) = Re gy (a).
En remplagant la partie réelle par la partie imaginaire dans l’argument précédent, on obtient que Im g
est dérivable en a de nombre dérivé Im (¢1) = Img;(a). Comme g = Reg + ilmg, on déduit de la
proposition 6.8 que g est dérivable en a de nombre dérivé ¢1 = g1 (a).

Donc P(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence (cf. théoreme 1.4 avec ng = 0), P(n) est vraie
pour tout n € N.

Pour N € N, les résultats de la proposition 6.34 sont valables d’apres P(N). Comme ces résultats sont
valables pour tout N € N, ils le sont pour N = cc. O



